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从 上 世纪 50 年 代 初 起 , 在 当时 全 面 学 习 苏联 的 大 背景 下 , 国内 的 高 等 学 校 大 基 
采用 了 翻译 过 来 的 苏联 数学 教材 . 这 些 教材 体系 严密 , 论证 严谨 , 有 效 地 帮助 了 青年 
学 子 打 好 扎实 的 数学 基础 , 培养 了 一 大 批 优秀 的 数学 人 才 . 到 了 60 年 代 , 国内 开始 
编纂 出 版 的 大 学 数学 教材 逐步 代替 了 原先 采用 的 苏联 教材 , 但 还 在 很 大 程度 上 保留 
着 苏联 教材 的 影响 , 同时 , 一 些 苏 联 教材 仍 被 广大 教师 和 学 生 作为 主要 参考 书 或 课外 
读物 继续 发 挥 着 作用 . 客观 地 说 , 从 解放 初 一 直到 文化 大 革命 前 夕 , 苏联 数学 教材 在 
培养 我 国 高 级 专门 人 才 中 发 挥 了 重要 的 作用 , 起 了 不 可 忽略 的 影响 , 是 功 不 可 没 的 . 

改革 开放 以 来 , 通过 接触 并 引进 在 体系 及 风格 上 各 有 特色 的 欧美 数学 教材 , 大 
家 眼界 为 之 一 新 , 并 得 到 了 很 大 的 启发 和 教 益 . 但 在 很 长 一 段 时 间 中 , 尽管 苏联 的 数 
学 教学 也 在 进行 积极 的 探索 与 改革 , 引进 却 基本 中 断 , 更 没有 及 时 地 进行 跟踪 , 能 看 
懂 俄 文 数学 教材 原著 的 人 也 越 来 越 少 , 事实 上 已 造成 了 很 大 的 隔膜 , 不 能 不 说 是 一 
个 很 大 的 缺憾 . 


事情 终于 出 现 了 一 个 转折 的 契机 . 今年 初 , 在 由 中 国 数学 会 、 中 国 工业 与 应 用 数 
学 学 会 及 国家 自然 科学 基金 委员 会 数学 天 元 基金 联合 组 织 的 迎春 茶话会 上 ,有 数学 
家 提出 , 莫斯科 大 学 为 庆祝 成 立 250 周年 计划 推出 一 批 优秀 教材 , 建议 将 其 中 的 一 
些 数 学 教材 组 织 翻译 出 版 . 这 一 建议 在 会 上 得 到 广泛 支持 , 并 得 到 高 等 教育 出 版 社 
的 高 度 重 视 . 会 后 高 等 教育 出 版 社 和 数学 天 元 基金 一 起 邀请 熟悉 俄罗斯 数学 教材 情 
况 的 专家 座谈 讨论 , 大 家 一 致 认为 : 在 当前 着 力 引进 俄罗斯 的 数学 教材 , 有 助 于 扩大 
视野 , 开拓 思路 , 对 提高 数学 教学 质量 、 促 进 数 学 教材 改革 均 十 分 必要 .《 俄 罗斯 数 
学 教材 选 译 》 系 列 正 是 在 这 样 的 情况 下 , 经 数学 天 元 基金 资助 , 由 高 等 教育 出 版 社 组 
织 出 版 的 . 


ti 序 


经 过 认真 选 题 并 精心 翻译 校订 , 本 系列 中 所 列 入 的 教材 , 以 莫斯科 大 学 的 教材 为 
主 , 也 包括 俄罗斯 其 他 一 些 著名 大 学 的 教材 . 有 大 学 基础 课程 的 教材 , 也 有 适合 大 学 
高 年 级 学 生 及 研究 生 使 用 的 教学 用 书 . 有 些 教 材 虽 曾 翻译 出 版 , 但 经 多 次 修订 重 版 ， 
面目 已 有 较 大 变化 , 至 今 仍 广泛 采用 、 深 受 欢迎 , 反射 出 俄罗斯 在 出 版 经 典 教材 方面 
所 作 的 不 懈 努 力 , 对 我 们 也 是 一 个 有 益 的 借鉴 . 这 一 教材 系列 的 出 版 , 将 中 俄 数学 教 
学 之 间 中 断 多 年 的 链条 重新 连接 起 来 , 对 推动 我 国 数学 课程 设置 和 教学 内 容 的 改革 ， 
对 提高 数学 素养 、 培 养 更 多 优秀 的 数学 人 才 , 可 望 发 挥 积极 的 作用 , 并 起 着 深远 的 影 
响 , 无 疑 值得 庆贺 , 特 为 之 序 . 


李 大 潜 
2005 年 10 月 


编者 的 话 


格 里 戈 里 . 米 哈 伊 洛 维 奇 . 非 赫 金 哥 尔 茨 的 《 微 积 分 学 教程 》 是 一 部 卓越 的 科 
学 与 教育 著作 , 曾 多 次 再 版 , 并 被 翻译 成 多 种 文字 .《 教 程 > 包含 实际 材料 之 丰富 , 诸 
多 一 般 定理 在 几何 学 、 代 数学 、 力 学、 物理 学 和 技术 领域 的 各 种 应 用 之 众多 , 在 同类 
教材 中 尚 无 出 其 右 者 . 很 多 现代 著名 数学 家 都 提 到 , 正 是 T. M. 非 赫 金 哥 尔 茨 的 《 教 
程 》 使 他 们 在 大 学 时 代 培 养 起 了 对 数学 分 析 的 兴趣 和 热爱 , 让 他 们 能 够 第 一 次 清晰 
地 理解 这 门 课程 . 

从 《教程 》 第 一 版 问世 至 今 已 有 50 年 , 其 内 容 却 并 未 过 时 , 现在 仍 被 综合 大 学 
以 及 技术 和 师范 院 校 的 学 生 像 以 前 那样 作为 数学 分 析 和 高 等 数学 的 基本 教材 之 一 使 
用 . 不 仅 如 此 , 尽管 出 现 了 新 的 一 批 优秀 教材 , 但 自 TI. M. 菲 赫 金 哥 尔 茨 的 《教程 》 
问世 起 , 其 读者 群 就 一 直 不 断 扩 大 , 现在 还 包括 许多 数理 特长 中 学 (译注 : 在 俄罗斯 ， 
除了 类 似 中 国 的 以 外 语 、 音 乐 为 特长 的 中 学 , 还 有 以 数学 与 物理 学 为 重点 培养 方向 
的 中 学 , 其 教学 大 岗 包括 更 多 更 深 的 数学 与 物理 学 内 容 , 学 生 则 要 经 过 特别 的 选拔 .) 
的 学 生 和 参加 工程 师 数 学 进修 培训 课程 的 学 员 . 

《教程 》 所 独 有 的 一 些 特点 是 其 需求 量 大 的 原因 .《 教 程 》 所 包括 的 主要 理论 内 
容 是 在 20 世纪 初 最 后 形成 的 现代 数学 分 析 的 经 典 部 分 (不 含 测度 论 和 一 般 集 合 论 ). 
数学 分 析 的 这 一 部 分 在 综合 大 学 的 一 、 二 年 级 讲授 , 也 (全 部 或 大 部 分 ) 包括 在 所 有 
技术 和 师范 院 校 的 教学 大 岗 中 . 《教程 》 第 一 卷 包括 实 变 一 元 与 多 元 微分 学 及 其 基 
本 应 用 , 第 二 卷 研 究 黎 曼 积分 理论 与 级 数理 论 , 第 三 卷 研 究 多 重 积 分 、 曲 线 积分 、 曲 
面积 分 、 斯 蒂 尔 吉 斯 积分 、 傅 里 时 级 数 与 傅 里 叶 变换 . 

《教程 》 的 主要 特点 之 一 是 含有 大 量 例题 与 应 用 实例 , 正如 前 文 所 说 , 通常 这 些 
内 容 非常 有 趣 , 其 中 的 一 部 分 在 其 他 俄 文 文献 中 是 根本 没有 的 . 
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另外 一 个 重要 特点 是 材料 的 叙述 通俗 、 详 细 和 准确 . 尽管 《教程 》 的 篇 幅 巨 大 ， 
但 这 并 不 妨碍 对 本 书 的 掌握 . 恰恰 相反 , 这 使 作者 有 可 能 把 足够 多 的 注意 力 放 在 新 
定义 的 论证 和 问题 的 提 法 , 基本 定理 的 详尽 而 细致 的 证 明 , 以 及 能 使 读者 更 容易 理 
解 本 课程 的 其 他 方面 上 .每 个 教师 都 知道 , 同时 做 到 叙述 的 清晰 性 和 严格 性 一 般 是 
很 困难 的 (后 者 的 欠缺 将 导致 数学 事实 的 扭曲 ). 格 里 臣 里 . 米 哈 伊 洛 维 奇 . 非 赫 金 
哥 尔 芯 的 非凡 的 教学 才能 使 他 在 整个 《教程 中 给 出 了 解决 上 述 问题 的 大 量 实例 , 这 
与 其 他 一 些 因素 一 起 , 使 4 教程 》 成 为 初 登 讲台 的 教师 的 不 可 蔡 代 的 范例 和 高 等 数学 
教学 法 专家 们 的 研究 对 象 . 

《教程 》 还 有 一 个 特点 是 极 少 使 用 集合 论 的 任何 内 容 (包括 记号 ), 同时 保持 了 
叙述 的 全 部 严格 性 . 整体 上 , 就 像 50 年 前 那样 , 这 个 方法 使 很 大 一 部 分 读者 更 容易 
初步 掌握 本 课程 . 

在 我 们 向 读者 推出 的 T. M. 非 赫 金 哥 尔 艾 的 新 版 《教程 》 中 , 改正 了 在 前 几 版 
中 发 现 的 一 些 印 刷 错 误 . 此 外 , 新 版 在 读者 可 能 产生 某 些 不 便 的 地 方 增补 了 (为 数 不 
多 的 ) 一 些 简短 的 注释 , 例如 , 当 作 者 所 使 用 的 术语 或 说 法 与 现在 最 通用 的 表述 有 所 
不 同时 , 就 会 给 出 注释 . 新 版 的 编辑 对 注释 的 内 容 承担 全 部 责任 . 

编者 对 B. M. 马 卡 罗 夫 教授 表示 深 深 的 谢意 , 他 阅读 了 所 有 注释 的 内 容 并 提出 
了 很 多 有 价值 的 意见 . 还 要 感谢 国立 圣彼得堡 大 学 数学 力学 系数 学 分 析 教 研 室 的 所 
有 工作 人 员 , 他 们 与 本 文 作者 一 起 讨论 了 与 《教程 前 几 版 的 内 容 和 新 版 的 设想 有 关 
的 各 种 问题 . 

编辑 部 预先 感谢 所 有 那些 希望 通过 自己 的 意见 来 协助 进一步 提高 出 版 质量 的 读 
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81. 第 一 型 曲线 积 


543. 第 一 型 曲线 积分 的 定义 ”为 了 很 自然 地 得 出 这 一 新 的 概念 , 我 们 来 考察 
一 个 能 导出 它 的 力学 问题 . 

设 在 平面 上 给 定 一 连续 的 简单 可 求 长 曲线 @ 7? 
(K)"5)( 图 1), 在 它 上 面 分 布 有 质量 , 且 在 曲线 上 所 
有 的 点 M 处 其 线性 密度 p(M) 为 已 知 , 要 求 确定 
整个 曲线 (K) 的 质量 m. 

为 达 此 目的 , 在 曲线 端点 4 与 B 间 任 意 地 插 
人 一 列 点 41, 42,… , An_1( 为 使 记号 对 称 , 命 40 
与 4 相合 , 4; 与 B 相合 ). 为 了 明确 起 见 , 我 们 认 图 1 
为 这 些 点 是 自 4 到 B 记 数 的 [参看 246], 但 是 , 将 
它们 以 相反 的 方向 记 数 也 可 以 . 

在 曲线 的 弧 4;4;r1 上 任 取 一 点 Mi, 算出 这 一 点 处 的 密度 p(XMi). 近似 地 认为 
在 这 一 小 段 弧 上 所 有 点 处 的 密度 都 是 这 样 的 , 并 以 o; 表 4i;hij41 的 长 , 对 这 一 弧 
的 质量 mi 我 们 将 有 近似 表示 式 


mai = p(Mi)oi, 
@ 为 确定 , 仅 限 于 非 闭 的 曲线 .( 以 下 用 带 圆 圈 数 字 标 出 的 是 作者 注解 .) 


75) 简 单 曲线 与 可 求 长 曲线 的 概念 是 在 245~247 目 中 引入 和 讨论 的 .( 以 下 用 带 括号 的 数字 标 出 
的 是 2003 年 俄 文 版 的 编者 注解 .) 
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而 对 整个 所 求 的 质量 , 将 有 近似 式 子 


n—l 
m 二 Sp(Mi)o 
i=0 


这 一 式 子 的 误差 与 上 面 所 作 的 近似 假定 是 有 关 的 ; 如 所 有 小 段 的 长 o; 趋 近 于 零 
时 , 这 误差 也 将 趋 近 于 零 . 因此 , 如 以 和 表 长 o; 中 最 大 的 一 个 , 只 要 取 极 限 就 得 到 
准确 的 公式 : 


m a C 


现在 开始 一 般 地 来 研究 这 一 类 型 的 极限 . 丢 开 上 面 的 问题 不 谈 , 取 一 任意 “点 荫 
数 " FM) = f(x,y), 它 是 在 一 连续 的 可 求 长 平面 曲线 (K) 上 给 出 的 号 并 重复 上 述 
手续 : 分 曲线 (K) 为 许多 弧 元 4;4i;4.1"9, 在 它们 上 面 任 取 点 Mi(&i,7), 计算 出 在 这 
些 点 处 的 值 1(Mi) = f(&i,mm), 并 作 和 


n—l n—l 
Df Mi)os = 》 (omi)ail 
i=0 z 一 0 
它 也 代表 一 定 类 型 的 “积分 和 ”. 
类 似 的 过 程 可 以 应 用 于 闭 曲 线 的 情形 , 只 要 取 其 上 任意 一 点 为 点 ho(4,), 而 其 
余 的 点 则 根据 曲线 的 某 一 方向 排列 [246]. 
当 入 = maxoi 趋 近 于 零 时 ， 如 这 一 积分 和 有 一 确定 的 有 限 极 限 JI， 既 与 曲线 
(K) 细 分 的 方法 无 关 , 又 与 小 段 4ihi41 上 点 Mi 的 选择 无 关 , 则 这 一 极限 称 作 函数 
f(M) = f(z,y) 沿 曲线 或 道路 (KK) 上 所 取 的 (第 一 型 )@ 曲 线 积分 , 并 以 记号 


1=- /yo0u= | f(as (1) 
(K) (K) 


来 表示 (其 中 s 是 曲线 的 弧 长 , ds 就 象征 长 度 元 ci). 极限 过 程 的 精确 说 明 留 给 读者 . 
因此 , 上 面 所 得 曲线 质量 的 式 子 可 重 写 为 : 


m= p(M)ds. (2) 
(K) 


@ 这 里 假定 某 一 直角 坐标 系 取 作 基础 . 
四 以 示 与 下 面 [546] 所 讨论 的 第 二 型 曲线 积分 不 同 . 


76) “分 为 许多 弧 元 ”的 手续 , 对 于 由 参数 形式 = = p(t),y = w(t) 给 出 的 无 论 是 简单 闭 曲 线 , 还 是 
自身 相交 的 闭 曲 线 , 今后 都 将 经 常 施行 . 如 果 分 点 Ao, A1,… , An 对 应 于 参数 t 的 严格 递增 或 严 
格 递减 序列 如 ,与 …… ,如 ( 换 句 话说 ， 按照 曲线 (K) 所 选取 的 方向 编号 ) 且 分 点 ho 与 4n 与 曲线 
(K) 的 端点 重合 ， 我 们 就 都 说 点 Ao, A1,… ,4n 分 割 (参数 表示 的 ) 曲线 (K) 为 弧 元 (或 者 说 “ 曲 
线 分 解 成 简单 部 分 ”). 


[544] §1， 第 一 型 曲线 积分 “3. 


特别 注意 , 给 道路 (KK) 所 加 的 方向 在 所 介绍 的 定义 中 不 起 任何 作用 . 例如 , 若 这 
一 曲线 不 是 闲 的 , 且 以 (4B) 及 (B4) 作为 不 同方 向 的 曲线 , 则 


/ f(M)ds =-/ f(M)ads. 
(AB) (BA) 
类 似 地 , 我 们 可 以 引导 散布 在 室 间 曲线 (K) 上 的 积分 概念 : 


f(M)ds = / fb sds.© 


由 于 没有 什么 新 的 原则 性 东西 , 没有 必要 在 这 里 详 谈 . 


544. 约 化 为 普通 定 积分 “假定 在 曲线 (K) 上 任意 取 定 一 方向 (两 个 可 能 方向 
一 ), 曲线 上 点 M 的 位 置 可 由 从 一 点 4 量 起 的 弧 长 s = 4M 来 确定 . 那么 曲线 
(KK) 可 表 为 参数 方程 的 形状 : 


z=2(s), y=Yys) (0<s< 5S), 


而 在 曲线 上 给 出 的 函数 f(x,y) 便 化 成 变量 s 的 复合 函数 f(zx(s),y(s)). 

对 应 于 在 4B 弧 上 所 选取 的 分 点 hi, 其 弧 的 值 如 表 为 si(i = 0,1,… ,n), 则 显 
然 oi = sitl 一 5i = Asi. 以 到 表 定 点 Mi; 的 s 值 (而 且 显 然 , si < 5 < si+1), 可 以 看 
到 曲线 积分 的 积分 和 


工 f(Mi)o -他 f(z(5), y(5)) Asi 


i=0 


届时 出 是 通 积分 的 积分 训 所 以 立刻 有 : 
f(M)ds = f(z(s),y(s))ds, © (3) 


(K) 
且 这 两 积分 中 只 要 有 一 个 存在 , 另 一 个 就 也 存在 . 
当然 , 这 种 直接 由 第 一 型 曲线 积分 约 化 为 普通 的 积分 会 降低 了 它 的 理论 价值 , 但 
在 方法 上 的 价值 它 仍 全 部 保存 着 . 
我 们 以 后 将 假定 函数 f(M) 是 连续 的 ,@ 显然 在 这 种 情形 下 积分 是 存在 的 . 
令 设 一 曲线 (K) 由 任意 的 参数 方程 


T= p(t), y= (to gtgT7) 


@ 某 一 直角 坐标 系 将 取 作 基础 . 函数 f 仅 在 曲线 (K) 的 点 处 有 定义 . 

@ 符 号 (R) 表示 , 积分 这 里 是 了 解 为 通常 黎 曼 定 义 下 的 积分 . 

四 我 们 是 指 在 曲线 (K) 上 的 点 处 连续 , 也 就 是 指 洛 着 曲线 连续 .用 “e -8 的 说 法 , 这 就 是 说 : 对 
e > 0 能 找到 这 样 的 6 > 0, 使 当 有 天 M7 < 5 时 就 有 |f(M') -fA(M)| < e(M 及 M' 是 曲线 上 的 点 ). 
在 这 一 假定 下 , 复合 函数 f(z(s),y(s)) 由 于 z(s) 及 y(s) 是 连续 的 缘故 , 也 同样 是 s 的 连续 函数 . 
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所 给 出 , 其 中 函数 p 及 % 与 它们 的 导数 w 及 多 都 连续 ; 此 外 , 假定 曲线 上 无 重点 . 
那么 曲线 就 是 可 求 长 的 , 且 若 缴 s = AM = s() 的 增加 对 应 于 参数 的 增加 , 则 


s, = Vw OP + WP 
[248,(10)]. 在 (3) 的 右 端的 积分 中 换 变量 , 立刻 得 到 : 


fr00as= | F000, WV OF + Fd. @ 
(K) to 


因此 , 在 计算 第 一 型 曲线 积分 时 , 在 积分 号 下 的 函数 中 , 变量 x 及 Y 应 该 用 坐标 
的 参数 表示 式 来 代替 , 至 于 因子 ds, 应 该 把 弧 当 作 参 数 的 函数 而 用 这 函数 的 微分 来 
代替 .特别 指出 , 定 积 分 (4) 的 下 限 必 须 小 于 上 限 . 

在 曲线 以 显 方程 


y=yx) (a<zx <Db) 


给 出 时 , 公式 (4) 的 形状 是 : 


b 
fs000 = {fv NVIr WP 加 


这 一 关系 式 也 可 有 另 一 形式 . 在 函数 yz) 与 它 的 导数 y (x) 连续 的 假定 下 , 曲 
线 (K) 在 每 一 点 处 都 有 一 不 平行 于 y 轴 的 确定 切线 . 以 a 表 切 线 与 > 轴 的 夹 角 , 我 


们 得 到 : 
tga = (xz),，|cosa| = | 
: 1+ [y(2)]? 


故 


_ f° f(z,y(7)) 
0 = | ea (6) 


如 用 5 表示 整个 曲线 (4B) 的 长 , 因为 显然 


| ds=5, 
(K) 


s=/ dz (7) 


|cosa| 


附注 公式 (7) 是 经 形式 的 变换 得 来 的 . 如 果 我 们 定义 曲线 弧 长 为 外 切 (不 是 内 
接 ) 折线 周 长 的 极限 , 则 这 一 定义 一 一 在 曲线 以 显 式 给 出 时 立即 可 得 出 公式 
(7). 读者 不 妨 自己 来 证 实 这 一 点 . 


所 以 特别 地 有 


[545] 81， 第 一 型 曲线 积分 “5. 


2 2 
545. 例 1) 若 (K) 是 椭圆 误 十 此 = 1 在 第 一 象限 内 的 部 分 ,计算 积分 = /jzyds. 
解 (a) 我 们 有 
L/Lm yi 
y a )， 4 三 aVa2 二 72， 
/一 1 /04 一 (ao2 一 妇 )z2 
1+y = a a2— 22 ， 
所 以 由 公式 (5)， 


a a2— 72 
一 总 / Va4 一 (a2 一 02)z2 .7d7. 
0 


进行 积分 , 得 : 
“ab ar?+ab+b? 


0 3 a+t+b 


二 7 . 21as 
”2a2(a2—b2) 3 


应 该 注意 , 上 面 做 的 计算 事实 上 还 要 有 所 说 明 才 行 , 因为 当 x = a 时 切线 斜率 变 为 无 穷 大 . 下 
一 解法 就 没有 这 一 缺点 . 
(6) 如 变 到 椭圆 的 参数 表示 z = a cost,y = bsint, 故 


z=—asint, = becost, Vie+ wy = Va?sin?t+b2 cos?t. 
则 可 按 公式 (4) 来 进行 计算 : 


区 


的 
一/ acost. bsint. Va?sin?t+ b?2cos?tadt 
0 


的 一 
~ sin2t. Vor. -eos | p. Lt 
2 人 3 2 


这 里 令 cos 2t = z, 则 sin 2tdt = 3dz, 且 


1 2 2 2 02 
r= 和 | < 二 二 2 zdz 
1 


I 一 (ao2 一刀 )z2] 各 


加 ab a?+abtb 
3 at+b 


ab 2 2 | 二 b2—a? 1 
2 Ta 


—1 


2) 计算 积分 I = J yds, 其 中 (K) 是 抛物 线 妇 = 2pz 上 自 坐 标 原点 到 点 (zx0, yo) 的 一 段 . 
解 ”由 曲线 的 方程 , 我 们 有 yy = p, 所 以 


yds =yV1l+y?2dr = VY +RY2dr = Vp + 2prdz, 


70 1 3 
r= | Vp? + 2pzxdz = (P+%)? — pl. 
0 
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3) 计算 积分 工 = 人 (号 十 好)ds, 其 中 (4) 是 联结 点 (a,a) 及 (b,5) 的 直线 段 (5 > a). 
提示 “直线 方程 : y = z， 答 2 - a3). 
4) 计算 积分 KK = Je ye “ds, 其 中 (C) 是 曲线 


z = ln(l+#), y= 2arctgt —t+3 


在 点 + 二 0 及 t= 1 间 的 一 段 . 
提示 Vee 十 42 一 1， 


1 2arc 2arc tgt 一 上 十 3 _n 1 37 


5) 常见 曲线 中 一 大 部 分 人 加、 双 曲 线 、 正 弦 曲 线 、 双 纽 线 等 ) 其 弧 长 不 能 表 作 初 等 函数 , 因 
为 它们 的 ds 不 能 积分 为 有 限 型 . 然而 , 对 这 种 曲线 , 积分 fp f(z,y)ds 往往 算出 来 是 初等 也 数 
[例如 , 参看 例 1)], 因为 与 因子 f(x,y) 连 在 一 起 时 , 积分 号 下 微分 式 的 整个 构造 改变 了 . 读者 不 
妨 做 一 些 积分 J f(z,y)ds 的 例题 , 积分 取 在 正弦 曲线 y = sin z 或 双 曲 线 zy = 1 上 但 又 可 表 
作 初 等 函数 者 . | 
6) 计算 积分 T= je zyzds, 其 中 (C) 是 曲线 z = t,y 二 3 8t3,z 二 3 在 点 +t 二 0 及 
t 二 1 间 的 绝 . 
解 ds 二 Vz + y+ zadt = (1+t)dt, 
_Vi/',s _ 16V2 
一 叶 / t (1+ 引 dt = -43 
7) 当 曲 线 (K) 用 极 坐 标 方程 7 = r(9)(91 < 9 < 02) 给 出 时 , 试 求 计算 积分 
I= f(x, Yds 
(K) 
的 一 公式 . 
答 了 一 fe f(recosO,rsin0)Vr? 十 rm 2d0. 
8) 若 (K) 是 双 曲 螺 线 re = 1 自 0 = V3 到 9 = 2V2 的 一 段 , 试 计算 积分 
gf 
(K) (72 + 92)3 
答 也 . 


3 
9) 试 求 曲 线 y = Inz 在 有 横 坐 标 zl 及 za 的 两 点 间 这 一 段 的 质量 , 设 曲线 在 每 点 处 的 ( 线 
性 ) 密度 等 于 该 点 横 坐 标的 平方 . 
解 ”由 公式 (2), 因为 在 我 们 的 情形 下 p = x?, 故 有 : 


rT2 
m= | z2ds 
21 


全 2 1 
m= 上 Vitr?i.wdr= 3 [+223 — (I+)3]. 
21 
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10) 试 求 悬 链 线 y = ach 在 点 z=0 及 xz =a 间 一 段 的 质量 , 设 曲 线 在 每 点 的 密度 与 该 点 
的 纵 坐 标 成 反比 . 

提示 p= ha dz = Ydz, mm 一 大. 

与 连续 地 分 布 在 曲线 上 的 质量 相关 的 其 它 问题 , 很 自然 地 也 可 变 成 上 面 所 考察 类 型 的 曲线 积 
分 . 

11) 在 第 十 章 中 349 我 们 讨论 过 平面 曲线 对 坐标 轴 的 静 矩 的 计算 , 以 及 它 的 重心 坐标 的 计算 ， 
那 时 假定 线性 密度 "p = 1. 读者 不 难 推广 那里 所 得 的 公式 到 质量 连续 分 布 的 一 般 情形 . 如 引用 
曲线 积分 概念 时 , 则 结果 可 写作 下 面 形状 : 


My = / prds, M: = / pyds, 
(K) (K) 


M, Jprds Ms J Pyds 
Jpas 


Ye 一 


hw pds “mm 

12) 我 们 还 说 明 第 一 型 曲线 积分 的 一 个 应 用 
用 到 有 质量 的 曲线 对 一 质点 引力 的 问题 . 

大 家 都 知道 , 按 牛 顿 定律 , 质量 mo 的 质点 Mo 对 质 
量 mm 的 质点 M 的 吸引 力 , 方向 是 从 Mo 到 M, 大 小 等 
于 .一 2, 其 中 是 距离 MoM，, 而 是 与 测量 的 基本 
单位 选择 有 关 的 一 系数 ; 并 且 为 了 简单 起 见 , 我 们 常 认为 
它 等 于 1. 

设 点 Mo 被 一 质点 系 Mi, Ma2，… ,Mn 所 吸引 , 它们 
的 质量 是 m1, m2,… mn，, 则 将 各 个 点 对 Mo 的 吸引 力 几 
何 地 相 加 , 就 得 到 合力 . 同时 , 合力 在 坐标 轴 上 的 射影 等 于 
各 个 力 射影 的 代数 和 . 

如 以 XX 及 了 表 合力 在 坐标 轴 上 的 射影 , 且 以 9; 表 向 量 亏 = M02 与 z 轴 间 的 夹 角 , 则 显 
然 ， 


应 


n n 
moms momi . 
= ~ costi, Y= ~ sin 0 
》 3 ， 》 3 
Tr Tr 
i 二 1 ? i 二 1 ? 


(与 通常 一 样 , 其 中 7; 表 向 量 元 的 长 ). 
现在 设 吸 引 质 点 的 质量 连续 地 分 布 在 一 曲线 (K) 上 . 为 要 找 出 吸引 力 , 我 们 分 曲线 为 许多 小 
段 , 将 每 一 小 段 的 质量 集中 在 它 上 面 任意 取 定 的 一 点 Mi; 处 后 , 我 们 就 求 出 合力 在 坐标 轴 上 射影 
的 近似 值 : 
X=), Pop cosg Y = > Tp sin 0;, 


”因为 这 时 各 个 小 段 其 质量 近似 地 等 于 p(JMi)oi. 如 令 所 有 的 ci 趋 近 于 零 , 则 取 极 限 后 就 得 到 准确 
的 等 式 , 且 这 时 和 就 被 积分 所 代替 了 : 


9 , 
X=mo / PWM) e001, Y=mo POD sm 人 us; (8) 
(K) 了 (gx) 7 
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这 里 7 表 向 量 了 = MoM 的 长 , 而 9 表 它 与 > 轴 的 夹 角 . 
13) 试 求 一 均匀 半圆 周 (p = 1) 对 位 于 其 中 心 的 一 单位 
质量 的 吸引 力 . 


解 ” 将 坐标 原点 放 在 圆心 , 通过 半圆 端点 作 横 轴 (图 3). 
| 由 对 称 性 , X = 0, 所 以 只 要 求 出 射影 Y 好 了 ， 由 公 
2 ” 式 (9)， 
图 3 Y= / as. 


但 在 现在 的 情况 下 > = R( 半 圆 的 半径 ) 且 ds = Rdb. 故 


7- 云 / sin0d0 = 


14) 一 单位 质量 的 点 (mo = 1) 与 一 无 穷 的 均匀 直线 (p = 1) 的 距离 为 h, 求 直线 对 这 一 点 的 
引力 . 

解 将 所 求 的 引力 当 作 由 所 述 直 线 上 一 有 限 线段 所 生 引 力 的 极限 , 假设 这 一 线段 的 端点 在 
两 头 变 到 无 穷 远 去 ， 如 将 直线 本 身 取 作 x 轴 , 而 y 轴 通 过 已 知 点 , 则 得 (考虑 在 所 给 的 情况 下 
ds = dx) 


wiv 


Y= ar 1 z 
加 wo mth) Oh Vrithi| 
同样 , X = 0( 但 由 对 称 性 这 很 明显 ). 

15) 试 求 星 形 线 > = a cos”t,y = asin3t 在 第 一 象限 内 的 弧 对 位 于 坐标 原点 的 单位 质量 所 生 
的 引力 , 设 曲线 在 每 一 点 的 密度 等 于 这 一 点 到 坐标 原点 的 距离 的 立方 . 

入 3a2 

管 X=Y= 本 


82. 第 二 型 曲线 积 


546. 第 二 型 曲线 积分 的 定义 ” 转 而 讨论 在 实际 中 更 为 重要 的 第 二 型 曲线 积分 
的 概念 , 我 们 直接 从 定义 开始 , 而 把 这 一 概念 的 应 用 放 在 以 后 的 一 些 目 中 [例如 , 参 
看 554]. 设 给 定 连续 曲线 (4B), 为 了 简单 我 们 假定 它 不 是 闭 曲线 , 并 设 治 此 曲线 还 
给 定 了 某 个 函数 /xz, 由.@ 用 点 4 分 曲线 为 许多 部 分 后 ,””) 在 曲线 段 4;A;4， 上 取 
一 任意 点 Mi(&i,7), 并 计算 出 函数 在 这 点 的 值 1(Mi) = f(&i,mm); 再 作 一 和 


n—l nl 
o= >》 JUM)Azs = >》 f(éi,m)Ari. 
i=0 i=0 
如 当 j= max AiAitl 趋 近 于 堆 时 ,这 个 和 有 一 有 限 极限 7 既 与 曲线 细 分 的 方 
法 无 关 , 又 与 点 Wi 的 选择 无 关 , 则 这 一 极限 称 为 1(M)dz 沿 曲线 或 道路 (AB) 的 
参看 第 2 页 脚注 Q@. 
77) 参 看 第 2 页 的 脚注 76). 
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(第 二 型 ) 曲线 积分 , 用 记号 表 为 
了 一 |,, f(M)dz = hs f (x, y)dx. (1) 
同样 , 将 值 f(Mi) 不 乘 上 Ar 而 乘 上 Ayi, 并 作 和 


n—l n—1 
ar* 一 >》 f (Mi)AYi = > JU Th) AYi, 


i=0 i=0 


我 们 得 到 它 的 极限 , 即 A(M)dy 的 (第 二 型 ) 曲线 积分 : 


r= tO000y= | feo (0) 
如 沿 曲线 (4B) 定义 有 两 个 函数 PCM) = P(z,y), 8(M) = Q(z,y), 且 积分 


P(M dz = P dz, M)dy = ， 
hs (Mdze hs (zdz /al )ay | 2 


都 存在 , 则 它们 的 和 就 称 为 (“一 般 形状 的 ”) 曲线 积分 , 并 令 
| Q(z dz + Q(z dy = / P(z,W)dz + / Q(z,y)dy. 
(AB) (AB) (AB) 


现在 我 们 来 比较 第 二 型 曲线 积分 (1)[ 或 (2)] 的 定义 与 第 一 型 曲线 积分 的 定义 
[参看 543(1)]. 除 显然 的 类 似 地 方 外 这 两 个 定义 有 实质 上 的 不 同 : 在 第 一 型 积分 的 情 
形 下 , 当 形 成 积分 和 时 , 函数 值 FLMi) 乘 以 曲线 段 矶 和， 的 长 ci = Asi, 在 第 二 型 积 
分 的 情形 下 , 这 个 值 (Mi) 乘 以 这 一 自在 z 轴 (或 y 轴 ) 上 的 射影 Azi( 或 Ayi). 

我 们 已 经 看 到 过 , 积分 进行 所 沿 道路 (4B) 的 方向 在 第 一 型 积分 的 情形 下 不 起 
作用 , 因为 弧 太 有 ,1 的 长 0; 与 这 一 方向 无 关 . 然而 第 二 型 积分 的 情形 就 不 同 了 : 所 
述 弧 段 在 任 一 轴 上 的 射影 与 弧 的 方向 大 有 关系 ,方向 变 为 反 向 时 , 射影 也 变 号 . 因此 ， 


对 第 二 型 积分 有 
(BA) (AB) 


/ fo Way=— 人 ye) 四 
(B4) (AB) 


且 右 端 积 分 的 存在 就 能 推出 左 端 积分 的 存在 , 反 过 来 也 是 如 此 . 
用 类 似 的 方法 可 以 引导 散布 在 空间 曲线 (4B) 上 的 第 二 型 曲线 积分 的 概念 ， 即 ， 
如 在 这 一 曲线 上 给 出 一 函数 (MM) = f(x,y,z), 则 与 上 面 一 样 , 作 和 


同样 ， 


n—l 
CO 一 >》 ， ji Gi) ATi, 
i=0 
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并 当 = max 4;4i+1 趋 近 于 零 时 考察 它 的 极限 .如 这 一 极限 存在 , 则 它 称 为 1(M)dz 
的 (第 二 型 ) 曲线 积分 , 并 用 记号 表 为 


| snar= fy sd. 
(4B) (AB) 
同样 地 定义 有 下 列 形状 的 积 


/ f(M)dy = / f(z,y, 2)dy, 
(AB) (AB) 


| f(M)dz = / f (x,y, 2)dz. 
(AB) (4B) 
最 后 , 考察 (“一般 形状 ”) 积分 


人/ Pdz + dy + Rdz = / Pdz 十 / Qdy 十 / Rdz. 
(4B) (AB) (4B) (AB) 


这 里 同样 , 积分 的 方向 改变 就 使 积分 的 符号 也 改变 . 
最 后 注意 , 通常 定 积分 的 最 简单 性 质 [302,303| 容易 移 到 所 考察 的 曲线 积分 上 
来 , 关于 这 一 点 这 里 不 讨论 了 . 


547， 第 二 型 曲线 积分 的 存在 与 计算 ” 设 已 知 曲线 (K) = (4B) 的 参数 方程 为 
z= (0), y= w(t), (3) 


且 孙 数 y 及 连续, 又 当 参 数 t 自 a 变 到 8 时 曲线 以 自 4 到 B 的 方向 描 动 . 我 们 
也 假定 函数 f(x,y) 沿 曲线 (4B) 连续 . 

如 谈 到 积分 (2) 时 , 我 们 还 更 假定 导数 y(t) 存在 且 连 续 . 

在 这 些 假定 下 曲线 积分 (2) 存在 , 且 有 等 式 


B 
{fwas = Bf fo vO) (at. (4) 
{AB) Ce 


因此 , 在 计算 曲线 积分 (1) 时 ,应 在 积分 号 下 的 函数 中 将 变量 zz 及 y 用 它们 的 参数 
表示 式 (3) 代替 , 而 因子 dz 应 当 把 变量 x 当 作 参数 的 台数 而 用 这 通 数 的 微分 来 代 
替 . 最 后 一 积分 中 , 积分 上 下 限 次 序 的 安排 在 这 里 要 看 曲线 方向 的 选择 . 

下 面 我 们 来 证 明 . 在 曲线 上 取 由 参数 值 fi = 0,1 2,… ,n) 所 决定 的 点 4, 在 
弧 hi2;.1 上 选取 一 点 Mi, 它 的 参数 值 是 志 ( 显 然 5 在 右 与 刀 11 之 间 ). 那么 积分 和 


n—l 
0 =», f(é,m)Ar, 
i=0 
当 我 们 考虑 到 


titl 
ti 


A = pty) -w(t) = vt 


[547] §2， 第 二 型 曲线 积分 11. 


时 , 它 就 可 改写 为 ， 
好 一 tit1 
=5 (pr), pm) = wet 
i=0 ti 
的 样子 . 另 一 方面 ,(5) 中 右 端的 积分 全 可 表 作 和 的 形状 : 


有 n—l titl 
I= / f(b) Dat = [ f (p00), (OY (Ddt. 
a 4 一 0“ 让 


于 是 ， | 

?一 tit1 

o -7=5 /om), Wn) fol), we Wat 
i=0 "ti 
在 给 定 一 任意 的 s > 0 后 , 现在 假定 所 有 的 Ab 非常 小 , 使 在 区 间 [t,tr1] 上 连 
续 函 数 Fe 人 ,ypO) 的 振动 < s. 因为 连续 函数 p'(t) 是 有 界 的 yp'(t)| < 工 , 所 以 我 
们 就 会 有 
lo —I<eL|B -al. 

因此 , 当量 和 = max |Ati| 趋 近 于 0 时 ,@ 


limo 一 也 


这 同时 既 证 明了 曲线 积分 的 存在 , 又 证 明了 所 要 求 的 等 式 . 
容易 看 到 , 这 一 推理 不 加 什么 本 质 上 的 变动 就 可 放 到 函数 p(t) 仅 有 分 段 连续 的 
导数 情形 上 去 . 
对 于 积分 (2), 当 导数 w(t) 连 续 ( 或 仅仅 分 段 连续 ) 时 , 用 同样 的 方法 可 得 知 它 的 
存在 , 且 可 证 明 公式 
B 
{f(ay = 四 CORIO (5) 
(AB) [a 
最 后 , 如 谈 到 一 般 形状 的 积分 
/ Pl(z,y)dr + Q(z, ydy 
(4B) 


而 其 中 P 及 8 为 连续 函数 时 , 则 对 曲线 (4B) 我 们 就 加 一 条 件 , 就 是 两 函数 (3) 有 
连续 或 至 少 有 分 段 连续 的 导数 . 在 这 一 假定 下 公式 


B 
/ Pdz + Qdy = / [P(p(t), pO)) Y(t) + QP BE ) YY (Dlat (6) 
(AB) a 


中 因为 积分 号 下 的 函数 连续 , 积分 显然 存在 . 
@ 这 就 相当 于 各 小 段 弧 的 直径 中 最 大 者 趋 近 于 0 或 (在 非 闭 曲线 的 情况 下 ) 最 大 的 弦 趋 近 于 
0[245]. 
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就 成 立 . 

曲线 积分 的 定义 与 这 里 所 示 的 化 它 为 普通 定 积分 的 方法 也 可 直接 推广 到 曲线 
(3) 自 身 相 交 的 情形 , 只 要 它 上 面 的 方向 与 前 面 一 样 由 参数 t 单调 地 自 a 变 到 6 而 
确定 . 

末了 我 们 来 说 明 曲 线 积分 计算 起 来 特别 简单 的 若干 情形 . 设 积分 (1) 取 在 一 曲 
线 上 , 这 曲线 是 用 显 方程 

y = YZ) 

给 出 的 , 且 当 z 自 a 变 到 5 时 点 自 4 位 移 到 B. 那么 , 对 曲线 除 连续 外 不 加 任何 假 
定 , 就 有 


b 
/ f(zy)dz = (R) / f(z ys))dz. (7) 
(4B) a 
同样, 如 果 积分 (2) 散布 在 一 连续 曲线 上 , 这 曲线 仍 由 显 方程 给 出 , 但 是 另 一 种 样子 : 
z= 72(Y) 
(其 中 y 由 < 变 到 四, 则 
a 
[fe Way= 四 | fst) (8) 
(AB) c 


最 后 , 如 果 积 分 (1) 散布 在 平行 于 y 轴 的 一 直线 段 上 , 则 它 等 于 0( 因 为 在 这 种 
情形 下 , 所 有 的 Az 因此 同时 所 有 的 和 o 都 等 于 0). 同样 , 积分 (2) 取 在 平行 于 z 
轴 的 一 直线 段 上 时 也 等 于 零 . 

如 积分 道路 (K) 可 分 成 有 限 段 彼 此 相 接 的 曲线 , 沿 每 一 曲线 各 个 曲线 积分 存在 
且 可 以 用 上 面 所 示 公 式 之 一 来 计算 , 则 很 容易 证 明 , 沿 整个 曲线 (K) 的 积分 存在 , 且 
等 于 沿 它 各 部 分 积分 的 和 . 


548. 闭路 的 情形 . 平面 的 定向 ” 转 而 讨论 闭路 (K), 即 积分 道路 的 起 点 4 与 终 
点 B 重合 的 情况 , 在 曲线 上 取 异 于 4 的 一 点 C, 假设 按照 定义 , 考虑 在 曲线 上 选 定 
的 方向 (在 图 4 中 已 用 箭头 指明 ): 
| / 一 人/ 


假定 右边 的 积分 存在 . 

容易 证 明 , 积分 的 存在 及 数值 与 点 4 和 C 的 选择 
无 关 . 此 外 , 对 闭路 (K), 上 一 目 中 的 公式 (4),(5) 和 (6) 
是 可 以 应 用 的 . 


图 4 附注 其 实 此 处 曲线 积分 (与 非 闭 曲线 的 情形 一 
样 ) 可 以 由 取 极限 得 到 , 但 极限 过 程 受到 要 求 预先 固定 
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两 个 点 4, 4/, 使 得 它们 在 所 加 入 的 分 点 中 是 不 变动 的 这 一 限制 . 此 处 没有 这 一 限制 ， 
当 max hiAi+1 一 0 的 极限 过 程 不 能 达到 目的 . 


我 们 所 考察 的 情况 的 特点 是 : 指定 了 起 点 及 (与 它 相 重 的 ) 终点 , 并 不 能 确定 曲 
线 (K) 描 动 的 方向 . 在 每 一 情况 下 都 要 特别 说 明 是 取 的 哪 一 个 方向 . 在 谈 到 空间 曲 
线 时 也 必须 同样 说 明 . 而 在 平面 闭路 (K) 的 情况 下 通常 用 别 的 方法 来 说 明 . 

在 所 给 平面 的 两 可 能 转动 方向 一 一 “ 反 时 针 向 ”及 “ 顺 时 针 向 ”一 中 , 取 一 个 
算 作 正 的 : 这 样 就 构成 了 确定 的 平面 的 定向 .如 反 时 针 向 算 作 正 的 , 则 平面 的 定向 称 
作 右 手 的 , 在 另 一 种 情形 下 , 就 称 作 左 手 的 .73) 

在 平面 的 右手 定向 的 情形 下 , 我 们 就 令 反 时 针 向 转动 作为 简单 闭路 的 正 向 的 定 
义 (图 5,a)). 实在 说 来 , 这 一 定义 仅 对 近似 于 圆周 的 闭路 才 非 常 清楚 . 故 更 正确 地 我 
们 应 该 这 样 规定 : 当 一 人 沿 (简单 ) 闭路 循 一 方向 环行 时 , 如 由 闭路 所 围 的 区 域 靠近 
观察 者 的 部 分 总 是 在 观察 者 的 左手 边 时 , 这 一 方向 就 称 为 曲线 的 正 向 (图 5,a)). 在 平 
面 的 左手 定向 的 情形 下 , 顺 时 针 向 环行 闭路 就 是 正 的 , 所 以 区 域 总 是 在 观察 者 的 右 
手边 (图 5,6)). 

我 们 注意 , 平面 中 坐标 轴 本 身 的 安排 恒 与 平面 的 定向 有 联系 : 在 平面 的 右手 定 
向 时 , 将 z 轴 按 反 时 针 向 转 90° 就 得 到 y 轴 ; 而 在 左手 定向 时 , 就 要 按 顺 时 针 向 转 
(参看 图 6,a),6))， 在 第 一 种 情况 下 , 坐标 系 本 身 也 称 为 右手 的 ,而 在 第 二 种 情况 下 ， 
称 为 左手 的 .79) 

在 作 这 些 说 明 后 , 今后 我 们 永远 这 样 规 定好 :如 积分 道路 (K) 是 一 简单 闭 曲 线 ， 
则 当 记 号 


/ Pdz + Qady 
(K) 


没有 指明 闭路 环行 的 方向 时 , 我 们 恒 认 为 它 是 活 正 向 所 取 的 积分 .当然 , 这 一 规定 并 
没有 限制 我 们 必要 时 考察 沿 负 向 取 积 分 , 不 过 我 们 用 


-/ Pdz + Qady 
(K) 


78) 在 脚注 79 中 叙述 了 给 出 平面 定向 的 更 正式 的 方法 . 

?9) 由 最 后 一 段 所 说 的 , 为 了 给 出 平面 的 定向 , 只 需 在 此 平面 上 选择 某 个 坐标 系 . 事实 上 ,如果 
确定 了 坐标 系 zy( 从 观察 者 的 角度 来 看 , 右手 系 或 左手 系 没有 区 别 ), 那么 与 其 相应 的 转动 的 正方 
向 是 z 轴 按 此 方向 绕 原点 转动 90? 后 与 y 轴 重 合 . 平面 绕 原点 按 正 方向 转动 a 角 可 以 由 公式 
rz'=zcosa—ysina,y 一 zcosaw 十 Vsina 作为 变换 严格 解析 地 给 出 . 这 样 一 来 ， 如 果 在 平面 上 选 定 
了 某 个 坐标 系 , 那么 这 个 平面 的 定向 就 唯一 且 严 格 地 给 定 了 . 给 出 在 (有 向 ) 平面 上 , 范围 区 域 (D) 
的 闭路 (K) 的 环行 正方 向 的 正式 概念 有 点 难 . 作 到 这 一 点 的 方法 之 一 如 下 : 用 !(M) 表示 其 始点 为 
闭路 (K) 上 点 M. 与 闭路 (K) 相 切 的 射线 , 其 方向 指向 闭路 (K) 的 环行 方向 (在 闭路 有 参数 表示 
时 , LM) 容易 解析 地 给 出 ). 设 LV(M) 是 !(M) 绕 M 点 按 正 向 转动 90° 所 得 射线 . 如 果 对 于 (简单 
的 或 分 段 光 滑 的 ) 闭路 (K) 的 无 论 什 么 样 的 非 奇异 点 M, 射线 !(M) 上 所 有 充分 靠近 M 的 点 都 
在 区 域 (D) 内 , 那么 所 考虑 的 闭路 (K) 的 环行 方向 就 是 正 向 . 用 这 个 定义 可 以 纯 解析 地 证 明 与 前 
面 引 进 的 概念 有 关 的 所 有 断言 . 然而 在 许多 情况 下 , 过 渡 到 纯 解 析 的 语言 将 导致 极为 复杂 的 证 明 . 


“14. 第 十 五 章 曲线 积分 . 斯 蒂 尔 切 斯 积 [549] 


反 时 针 向 顺 时 针 向 yt x 
= = \ 
口 >、 


SN 站 机 
一 LA Pa 90° > ” 
\ 4 ' bp - 
xXy 了 
a) 6) a) 6) 
图 5 图 6 


来 表示 它 罢了 . 


549. 例 1) 假如 (K) 是 抛物 线 y = x? 自 横 坐标 x = 0 的 点 到 横 坐 标 x = 2 的 点 的 一 
段 , 试 求 积 分 I = Je — 7)dz. 
解 ” 因 为 积分 的 曲线 是 用 显 方程 给 出 的 , 故 可 应 用 公式 (7); 得 


2) 求 积分 7 = fgy(2 一 态 )dy, 其 中 (K) 代表 上 题 中 的 曲线 . 
解 ”这 里 应 该 利用 公式 (8). 注意 由 曲线 方程 知 x? = y 且 y 的 变动 范围 是 0 到 4, 我 们 有 


0 
3) 计算 取 在 联结 点 O(0, 0) 与 4(1, 1) 的 一 道路 (L) 上 的 曲线 积分 
H= 2zydz + zdy 
(L) 
的 值 , 如 道路 (L) 是 : (a) 直线 y = x, (6) 抛物 线 y = x?, (8) 抛 
物 线 人 一 212， (r) 立方 抛物 线 2 二 zZ3( 图 7). 
解 ” (a) 因为 dy = dz, 故 


1 
(a) 2zydz 十 z2dy = [ 3z2dz = 1; 
(L) 0 


1 
(6) dy = 2xdzx,H = / 4zadz = 1; 
0 


1 
(8) dz = 2ydy,H = / 5ydy = 1; 
0 
1 
(r) dy = 3zx?dz,H =/ 5z4dz = 1. 
0 
多 对 这 些 同样 积分 路 线 , 计算 曲线 积分 


G= / zydz + (y — zx)dy. 
(L) 


[549] 82， 第 二 型 曲线 积分 15. 


答 (a) 5 (6) 证 , @) 着 ,人 -而 : 


5) 求 曲线 积分 
了 一 / (2 — yy)dzr + 2xydy, 
(OA4) 


如 取 连 接点 O(0,0) 及 A(1,1) 的 下 列 各 曲线 之 一 (参看 图 7) 作为 积分 道路 : (a) 直线 段 OA(y = 
z); (6) 由 zz 轴 (y = 0) 的 一 段 OP 及 直线 x = 1 的 一 段 PA 所 组 成 的 折线 OP4; (3) 由 y 轴 
(z = 0) 的 一 段 OQ 及 直线 y = 1 的 一 段 84 所 组 成 的 折线 OQA. 
解 (a) 因 y= 二 Zz 及 dy = dzx, 故 
1 
= 2 dr = 3 
r=-/ (Z 十 2 )dyx = 7: 
(6) 在 这 一 情况 下 很 自然 地 分 积分 道路 为 两 段 : 


r=/ =/ + 二 荆 十 了 J. 
(OPA) (OP) (PA) 


沿 OP 我 们 有 :y = 0 及 dy = 0, 所 以 


1 
a=/ zdr = 1. 
0 2 


1 
2= 上 2ydy = 1. 
日 
因此 , 最 后 了 = 3 


(3) 与 前 类 似 , 得 (因为 沿线 段 OQ 的 积分 等 于 零 ): 


’ 1 
r=/ = / (0-1 
(QA) 0 


了 一 / (y+ 2zy) dr + (2ry + x )dy. 
(24) 


沿 P4 有 :z=1 及 dz=0, 故 


6) 同样 求 积分 


答 在 所 有 情形 下 了 = 2. 


附注 ”读者 可 能 已 注意 到 例 3),6) 的 结果 与 多,5) 的 结果 间 的 差异 . 在 3) 与 6) 中 所 考察 积 
分 的 大 小 似乎 与 连接 起 点 及 终点 的 道路 无 关 . 相反 , 在 例 名 与 5) 中 我 们 遇 到 的 积分 其 值 与 起 点 
及 终点 用 什么 样 的 线 连接 相关 . 以 后 [§3] 我 们 要 特别 来 讨论 这 一 问题 并 说 明 它 的 重要 性 . 


7) 计算 积分 


I= | (2?+2xy)dy, 
(0) 


2 2 
其 中 (C) 表示 循 反 时 针 向 的 上 半 椭 圆 三 + 8 = 1. 


“16- 第 十 五 章 曲线 积分 . 斯 蒂 尔 切 斯 积 


[549] 


解 ” 利 用 椭圆 的 参数 表示 式 : z = acost,y = bsint, 这 里 t 由 0 变 到 7. 将 xz,y 用 的 表示 


式 代入 并 用 bcos tdt 来 代 dy, 得 [由 公式 (5)] 
了 一 / (a? cos’? t + 2ab cost sin t)b costdt 
0 
一 a f cos3 tdt + 2ab? / cos2 tsintdt = Sab’, 
0 0 


8) 计算 积 


K= ydzx — x dy, 
(ZL) 
其 中 (万 是 一 圆周 , 半径 为 1 而 中 心 在 : (a) 坐标 原点 或 (6) 点 (1,1) 
解 (a) 自 参数 方程 x = cost,y = sint 出 发 , 其 中 上 由 0 变 到 2r, 由 公式 (6) 我 们 有 


27 
K=— / (sin3t + cos? t)dt = 0. 
0 


(6) 同样 , 用 参数 表示 式 
和 一 1 三 cost y—1= sint 
时 , 我 们 得 ， 
K= -/ (2+sint+cost+ sins t+ cosit)dt = —47. 
0 
9) 求 积分 


zady — ydz 2 
J= /| — “(AC 及 AC-B 
| A ToBry TO (CORAC-B >0), 


其 中 (K) 是 圆周 z2 十 只 = 


一 275 
示 比照 . 答 一 -一 一 . 
提示 比照 339,14) Jz0 = 前 
10) 计算 积分 
= / zd dy 
(A) 2 2 一 尼 
如 果 (4) 是 摆 线 


X=a(t— sint), y=al(l~ cost) 
自 点 上 = 6 到 点 += 了 的 一 自 
工 2 
解 = [esind) - es] d=a (s+! A) - jms 
11) 计算 积分 


如 果 (KK) 是 星 形 线 
X= a cos3t, 4 一 asin3t 
自 点 4(a,0) 到 点 B(0,@a) 的 一 段 . 


解 了 = 3a$ 让 sin? tcos? tdt = rot 
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550. 用 取 在 折线 上 的 积分 的 逼近 法 ”在 许多 情形 下 会 遇 到 一 种 曲线 积分 , 用 取 
在 折线 上 的 积分 来 通 近 它 非常 方便 . 这 种 逼近 法 建立 在 下 一 命题 上 ,这 一 命题 对 我 
们 今后 不 止 一 次 有 用 . 

所 提 到 的 曲线 (Z) 假定 是 简单 曲线 , 且 是 非 闭 的 . 此 曲线 由 方程 (3) 给 出 , 其 中 
函数 y 与 yw 连同 它们 的 导数 是 连续 的 ; 这 一 点 保证 了 在 下 面 所 述 的 等 式 [547] 中 曲 
线 积分 的 存在 性 , 同样 也 保证 了 曲线 (Z) 是 可 求 长 的 [248]. 


引 理 设 函数 P(z,y) 及 Q(z,y) 于 某 开 区 域 ( 忆 ) 内 连续 , 而 (也 ) 是 在 (B) 内 的 
一 曲线 . 如 作 ( 荆 ) 的 内 接 折线 (A), 则 当 各 段 小 颖 直径 的 最 大 者 趋 近 于 零 时 我 们 有 
1 Pd dy = Pd dy. 
mf/ T+ Qady |, z+ Qady 
只 要 讨论 fo Pdz 及 J Pdz 就 够 了 , 对 积分 fn) Qay 及 J Qdy 推理 完全 是 一 
样 的 . 设 内 接 于 (ZL) 的 折线 (A) 的 顶点 为 
A= Ao,Ai,.… ,Ai, Ait1,:.. ,An = B, 


以 zi, Pi 表 zz,P 在 点 4; 的 值 . 给 定 任意 一 数 =s > 0 后 , 命 各 小 弧 的 直径 非常 小 , 使 1) 
连续 函数 了 沿线 段 元 TiTT 的 振动 < 。 且 2) 积分 和 兄 ; Az 与 它 的 极限 人 Pdz 
之 差 也 小 于 <. 

显然 , 我 们 有 


Pdz = / Pdz, 
(A) 2 (AiAit+1) 


2 P 7 |, ,? T 


且 另 一 方面 ， 


所 以 
Pdz = PAzi+ / [P ~ Pldz. 
hy Ee th 


但 右 端的 第 一 项 与 积分 ft, Pdz 相差 小 于 ce[ 参 看 2)], 而 第 二 项 其 绝对 值 不 会 超过 
sy 4di4i+l[ 参 看 1), 也 就 是 更 < 工 .s, 其 中 工 是 曲线 (LZ) 的 长 . 


于 是 , 最 后 ， 
Pdz 一 Pd 
hh 

这 就 证 明了 我 们 的 断言 


附注 ”如果 把 简单 闭路 (Z) 分 成 两 条 非 闭 的 曲线 , 并 且 对 后 者 分 别 应 用 上 述 引 
理 , 那么 所 证 明 的 断言 在 某 种 意义 上 可 以 推广 到 简单 闭 曲线 的 情形 ,这 里 的 极限 过 
程 受 到 要 求 分 点 之 中 有 两 个 预先 固定 的 点 这 一 限制 [参看 548 目的 附注 ]. 


<<(1 十 卫 )， 


.18 . 第 十 五 章 曲线 积分 . 斯 蒂 尔 切 斯 积分 [551] 


551. 用 曲线 积分 计算 面积 ”我们 现在 来 指出 , 怎样 借 (第 二 型 的 ) 曲线 积分 来 
计算 平面 图 形 的 面积 . 


首先 我 们 来 考察 (图 8) 图 形 (D) = PQRS,， 

它 是 由 平行 于 y 轴 的 二 直线 段 PS 及 QR( 在 特别 

情形 时 可 缩 为 一 点 ) 与 两 曲线 PQ 及 SR 围 起 来 

的 ,而 这 两 曲线 的 每 一 个 与 平行 于 y 轴 的 任 一 直 

线 仅 交 于 一 点 . 设 曲线 (PQ) 及 (SR) 的 显 方程 为 
(PQ) :y=yo(z)，(9R) := 了 (7)， 


且 z 在 区 间 [a,9| 上 变动 . 
图 8 将 “ 曲 边 梯形 "PQRS 的 面积 D 看 作 两 “ 曲 
b b 
p=/ rear- 上 Yo(T)dz. 


另 一 方面 , 由 公式 (7)， 


b b 
| ydz =/ yo(z)dz, | ydz =/ Y(z)dz. 
(PQ) a (SR) a 


D (sa ydz 十 人 ydz; 
这 里 我 们 已 经 在 第 二 个 积分 前 面 变 了 号 , 但 同时 却 也 改变 了 积分 的 方向 . 若 在 等 式 右 
端 加 上 等 于 零 的 两 积分 
ydz 及 | ydz 
(PS) (RQ) 


(因为 它们 是 沿 着 平行 于 y 轴 的 直线 段 而 取 的 ), 则 等 式 并 未 破坏 . 结果 得 


D= / yd: 
(PSRQP) 


且 积 分 路 线 是 按 积分 号 下 文字 的 次 序 前 进 的 . 

如 以 (Z) 表 区 域 (D) 的 边界 , 则 按 第 548 目 末尾 的 规定 , 记号 / ,ydz 表示 以 
正 向 取 的 积分 . 在 坐标 轴 , 如 图 8 所 采用 的 , 是 右手 定向 时 , 这 一 环行 方向 使 区 域 在 
左手 边 , 而 同时 方向 PSRQP 使 这 一 区 域 在 右手 边 . 故 


/ ydz = -/ ydz, 
(PSRQP) (ZL) 


万 = 一 | ydz. (9) 


所 以 


因此 ， 


[551] §2.， 第 一 型 曲线 积 “19. 


现在 假定 , 虽然 图 形 (D) 是 由 较 复杂 的 边界 围 成 的 (甚至 边界 是 由 若干 曲线 所 组 成 )， 
但 这 一 图 形 用 平行 于 y 轴 的 直线 恒 可 分 成 有 限 个 如 上 所 考察 的 小 块 (图 9). 每 一 小 
块 有 一 由 公式 (9) 所 表 出 的 面积 . 将 这 些 等 式 相 加 , 在 左边 我 们 就 得 到 整个 图 形 (D) 
的 面积 , 而 右边 是 散布 在 各 部 分 边界 上 的 积分 的 和 . 但 这 些 积分 可 化 为 取 在 总 边界 
(ZL) 上 的 一 积分 , 因为 沿 每 一 辅助 线段 的 积分 等 于 零 ， 因 此 , 在 这 种 情形 下 面积 (D) 
仍 以 公式 (9) 表示 . 


图 9 图 10 


对 于 由 平行 于 z 轴 的 两 直线 段 PQ 及 SR( 图 10) 与 两 曲线 


(PS) :2 = zo(Y), 
(QR) :z= X(Y) 


所 围 成 的 图 形 PQRS, 用 类 似 的 推理 可 得 公式 


p= zady. (10) 
(Z) 


(cx<y&d) 


并 且 , 如 果 互 换 z,y 轴 的 地 位 , 它 也 可 直接 由 公式 (9) 推出 . 这 时 符号 必须 改变 , 这 
是 因为 环行 的 正 向 与 坐标 轴 地 位 互 换 无 关 , 仍旧 完全 与 前 面 一 样 . 

容易 明白 , 对 于 较 复杂 的 图 形 , 即 用 平行 于 z 轴 的 直线 可 将 它 分 成 有 限 个 第 二 
型 的 “ 曲 边 梯 形 ”者 , 公式 (10) 依然 成 立 . 

所 得 结果 事实 上 已 有 完全 足够 的 普遍 性 了 . 但 是 , 在 许多 具体 情况 中 要 去 检验 
上 面 的 图 形 是 否 可 能 分 割 为 上 述 特殊 类 型 的 小 块 往往 很 麻烦 . 所 以 我 们 来 证 明 另 一 
个 , 亦 是 非常 一 般 的 , 但 容易 验证 的 条 件 , 在 这 一 条 件 下 公式 (9) 及 (10) 可 同时 应 用 . 

我 们 假定 , 区 域 (D) 是 由 一 任意 的 分 段 光滑 的 也 曲线 (I) 围 成 的 .80) 因为 这 一 
区 域 是 可 求 面积 的 [337], 故 可 作 一 在 里 面 的 及 一 在 外 面 的 多 角形 区 域 (4) 及 (B) 使 


A<D<B, B-A<s, 
@ 回 想 一 下 , 我 们 称 由 若干 段 光 滑 曲 线 组 成 的 曲线 为 分 段 光滑 曲线 [参看 337]. 


80) 对 具有 分 段 光滑 边界 的 区 域 , 公式 (9) 与 (10) 的 完全 解析 的 证 明 十 分 繁琐 ; 下 文中 为 了 简明 ， 
略 去 了 细节 ， 


: 20 ， 第 十 五 章 曲线 积分 . 斯 蒂 尔 切 斯 积 [552] 


其 中 e 是 事先 给 定 的 一 正 数 [33 引 . 同时 也 可 以 假定 这 些 区 域 的 边界 两 两 无 公共 点 . 
以 5 表 这 些 不 同 边 界 的 点 间 的 最 小 距离 [336 脚注 ]. 如 内 接 于 (2) 作 一 折线 (A) 使 
所 有 小 弧 的 直径 < 65, 这 折线 就 已 经 不 会 与 多 角形 (4) 及 (B) 的 边界 有 公共 点 , 所 
以 由 它 所 围 的 多 角形 (A) 包含 着 (4) 且 自 身 又 含 于 (B) 内 . 于 是 


IA~- DI<s, 


故 当 小 弧 直 径 的 最 大 者 趋 近 于 零 时 , A 一 D. 
现在 不 难 证 明 , 公式 (9) 及 公式 (10) 都 可 应 用 来 计算 多 角形 面积 A 


A=-| var= 上 zdy 
(A) (A) 


(因为 用 平行 于 y 轴 或 z 轴 的 直线 很 容易 分 割 这 一 多 角形 为 这 种 或 那 种 类 型 的 梯形 ). 
如 变 到 极限 , 并 引用 前 一 目 中 的 引 理 , 最 后 就 得 到 : 由 一 个 分 段 光滑 的 曲线 所 围 图 形 
(DD) 的 面积 可 任意 用 上 述 公 式 之 一 来 表示 . 

但 是 , 在 计算 面积 时 , 通常 采用 另 一 较 对 称 的 公式 : 


1 
D= 3 /sy vd, (11) 
这 由 公式 (9) 及 (10) 很 容易 得 到 [比照 339(16)]. 


附注 容易 证 明 , 曲线 上 有 有 限 个 奇 点 时 事实 上 并 不 改变 上 面 所 导出 的 公式 的 
真实 性 . 如 用 这 些 点 的 邻 域 将 它们 分 开 , 则 对 图 形 的 其 余部 分 公式 是 可 以 应 用 的 . 再 
只 要 令 这 些 邻 域 的 直径 趋 近 于 零 变 到 极限 就 可 以 了 . 

552. 例 1) 求 半 轴 为 a 及 5 的 椭圆 面积 . 

解 ” 利用 椭圆 的 参数 方程 : x = acost,y = bsint(0 < t < 27). 由 公式 (11)， 


27 
p=-3/ acost :bcostdt — bsint. (~—asint)dt = gf dt = rab. 
0 0 


在 计算 曲线 积分 时 我 们 利用 了 公式 (6)， 当 排列 积分 上 下 限 的 次 序 时 要 注意 闭路 正 向 的 环行 
对 应 于 参数 的 增加 . 


2) 求 星 形 线 
z=acost, 4 一 asin3t (0<t<27) 
的 面积 . ， 
答 吕 = 302 7 sin2 tcos2 tdt 一 20 . 
3) 求 由 外 摆 线 


T=al(l+m)cosmt— mcos(l+tm)t), 
y=al(l+m)sinmt— msin(l + m)tl 


[552] 82， 第 二 型 曲线 积分 21 ， 


的 一 拱 与 对 应 的 圆 弧 间 所 围 图 形 的 面积 (图 11). 
解 ”应 先 沿 着 曲线 (4BC) 再 沿 着 曲线 (CD4) 取 积 分 (11). 在 前 一 情况 下 我 们 可 利用 上 面 
写 出 的 方程 , 令 t 自 0 变 到 2x. 则 


zdy — ydr = om(l + m)(l + 2m)(1 — cost)dt, 


故 
1 


;/ = xm(l + m) (1 + 2m). 
2 (4Bc) 


至 于 圆 弧 (CDA), 则 如 保持 同一 参数 , 它 就 可 用 方程 
T=acosmt, y=asinmt 


来 表示 , 这 时 t 自 2r 变 到 0. 对 应 的 积分 为 


1 
i/ -Jem dt = —nxa?m. 
2 (CDA) 


因此 , 所 求 面积 等 于 
D = ra2m’ (2m + 3). 


4) 试 求 笛 卡 儿 叶 形 线 
22 十 内 一 3azy 


一 圈 的 面积 (图 12). 
解 为 了 要 求 得 闭路 的 参数 方程 , 令 y = 纪 .9 则 [ 戎 照 
224,5)] 
3at 3at? 
ITE YT 再， 
由 几何 观察 很 清楚 , 当 参 数 t 自 0 变 到 oo 时 , 圈子 就 描画 出 
来 了 (因为 t= ¥ 二 tg0, 其 中 9 由 0 变 到 2) 我 们 有 


9 /ta 3 
~ 2/ +#8)? 2 


注意 这 里 我 们 用 了 无 穷 限 的 反常 积分 , 而 在 推演 公式 (6) 时 我 们 一 直 认 为 参数 变化 的 区 间 是 
有 限 的 . 要 证 明 上 面 做 的 是 正确 的 非常 容易 ， 只 要 先 引 进 男 一 参数 使 其 变化 区 间 是 有 限 的 (例如 ， 
角 0), 再 变 到 参数 t = 

5) 同一 问题 ， 对 曲线 

(a) (z 十 由 = az2y，(6) (z 十) 1 二 az"y"(n 为 自然 数 ) 


一般, 当代 数 曲 线 的 方程 有 两 类 齐 次 项 目次 数 相差 一 时 , 这 样 的 代 换 法 总 是 很 方便 的 . 


.22 . 第 十 五 章 曲线 积分 . 斯 蒂 尔 切 斯 积分 [552] 


提示 引导 七 一, 自 0 变 到 oo. 在 情形 (6) 下 ， 


t2" 
2 


在 积分 时 , 自 恒等式 
=[(1+ 人 D1” -Yok DD)*(1+t)* 


k=0 


出 发 ， 可 使 分 式 分 成 许多 简 单 的 分 于 ， 
C2n, 


答 (a) D= 0; (0) D= 4D) Ce oz 
6) 求 坐标 轴 | 曲线 


一 天 十 1 


z2 十 外 二 22 十 护 
所 围 图 形 的 面积 . 


7) 作为 应 用 一 般 公 式 (11) 于 计算 任何 样 
SRS yg 子 的 平面 图 形 @ 面 积 的 一 例 , 我 们 最 后 来 讨论 
SR 这 样 一 问题 ， 

,A 设 某 一 立体 的 底面 是 在 两 平行 平面 上 的 二 
并 任意 形状 的 图 形 , 而 侧面 是 直 纹 面 , 是 由 按照 某 
种 规则 连接 这 两 图 形 的 边缘 上 的 点 而 成 的 直线 
所 组 成 的 (图 13). 求证 , 立体 的 体积 V 可 用 
公式 


V= 3(Q0+401+Q2) (19 
来 表示 ， 其 中 履 表 立 体 的 高 ,Qo0, Q2, Q1 是 它 的 
底面 积 与 中 间 截 面 的 面积 . 


我 们 知道 , 如 横断 面 面 积 是 Q = Q(z), 则 
体积 V 可 用 公式 


13 b 
“= 上 Q(z)dz 


来 表示 (参看 342). 另 一 方面 , 如 Q(z) 是 至 多 三 次 的 多 项 式 , 则 辛普森 公式 : 


b 
/ Qar = (Qo +401 + 8) 
是 准确 的 (参看 第 二 卷 327 脚注 ). 事实 上 , 我 们 将 看 到 ,Q(z) 是 一 个 二 次 多 项 式 . 
设 
一 aT 十 G，z 一 7Z 十 6 (13) 
外 当然 , 要 合 于 上 面 所 说 过 的 条 件 , 为 简单 起 见 这 些 条 件 我 们 这 里 不 再 重 提 了 . 


[553] 82， 第 二 型 曲线 积分 :23 ， 


是 构成 范围 立体 的 直 纹 面 的 方程 . 这 里 可 以 假定 系数 a, 8,Y,5 是 某 一 参数 t 的 函数 , 当 t 变化 
(例如 , 由 to 到 了) 时 母线 就 描画 出 曲面 来 . 现在 如 果 用 一 平行 于 yz 平面 .与 它 相距 z 的 平面 去 
截 这 一 曲面 , 则 在 相交 的 地 方 就 得 一 曲线 , 它 在 yz 平面 上 的 射影 (并 未 变形 !) 恰 以 方程 (13) 做 
它 的 参数 方程 . 我 们 假定 , 当 t 自 to 变 到 了 时 所 有 截面 处 的 边界 都 是 以 正 向 (被 对 应 的 母线 上 的 
点 ) 描画 出 来 了 . 因此 截面 面积 , 例如 由 类 似 于 (10) 的 公式 , 可 表 为 : 


Q(z) = / = / “(ar + Pde + 


0 


T 人 T 
t to "to 


0 


即 , 确实 表 为 x 的 二 次 三 项 式 . 
容易 证 明 , 类 似 于 公式 (12) 的 公式 也 可 应 用 到 计算 立体 对 yz 平面 的 静 和 矩 上 去 . 这 天 和 矩 可 用 
积分 ， 
Myz 一 / TQ(T)dr 


来 表示 [356,1)], 这 里 积分 号 下 的 函数 是 一 个 三 次 多 项 式 . 


553. 两 不 同型 曲线 积分 间 的 联系 ”考察 一 光滑 曲线 (K) = (4B), 取 弧 s= AM 
为 参数 , 我 们 就 可 表 它 为 方程 


z=7(s), y=Ys) (0 乏 s 忒 9)， 


函数 z(s),y(s) 将 有 连续 导数 x/(s), yy (s). 如 以 a 表示 向 着 狐 的 增加 方向 的 切线 与 z 
轴 间 的 夹 角 , 则 大 家 都 知道 [249,(15)]， 


cosa = 7’(s), sinaQ = ¥ (8). 
如 沿 曲线 (KK) 已 知 一 连续 函数 f(M) = f(x,y), 因此 我 们 有 
S 
太 yuanaz= /yety)jzas 
(K) 0 
S 
=-/ f(z(s),v(s) cosods = | f(M) cos ads， 
0 (K) 
而 第 二 型 曲线 积分 就 化 成 第 一 型 曲线 积分 了 . 


同样 可 得 


f(M)dy = / f(M ) sin ads. 
(K) (K) 


如 沿 曲线 (K) 已 知 二 连续 函数 P(M) = P(z,y) 及 Q(M) = Q(z, 功 , 则 


/ Pdz + Qdy = / (Peosa + Qsina)ds. (14) 
(kK) (K) 


“24. 第 十 五 章 曲线 积分 . 斯 蒂 尔 切 斯 积分 [553] 


我 们 着 重 指出 , 在 所 有 这 些 公式 中 角 a 与 切线 的 方向 有 关 , 而 这 一 方向 对 应 于 
曲线 (K) 的 方向 . 如 将 曲线 方向 改变 , 则 不 仅 左 端的 积分 变 号 , 且 由 于 切线 方向 的 改 
变 , 角 a 要 变动 十 r, 故 同 时 右 端 的 积分 也 要 变 号 ， 

显然 , 所 导出 的 公式 对 无 重点 及 奇 点 的 分 段 光滑 曲线 依然 成 立 ; 这 很 容易 证 明 ， 
只 要 对 曲线 的 每 一 光滑 段 将 公式 写 出 来 再 逐一 相 加 就 可 以 了 . 

作为 一 练习 我 们 将 面积 公式 (11) 改变 成 第 一 型 曲线 积分 : 


D= 3 / zdy — ydz = 1 [ (zsin a — ycosa)ds. 
(有 2 Je 
如 变 成 极 坐标 7, 9, 则 又 得 
D= i / r(sin a cos0 一 cosa sin 0)ds = LI / rsin(a — 0)ds. 
2 Jo 2 Je 
注意 a 一 9 是 点 的 位 置 向 量 与 该 点 处 切线 间 的 夹 角 (7,t), 故 可 给 这 公式 一 最 终 的 形状 : 
1 . 
D= ;/ rsin(r7, t)ds. 
2 Ju 
对 沿 空 间 曲 线 的 曲线 积分 也 可 作 同 样 的 讨论 . 结果 得 公式 
/ Pdz + Qdy + Rdz = / (Pecosat+ QcosB + Reosy)ds, 
(K) (K) 


其 中 cos a, cos B,cos” 是 切线 的 方向 余弦 , 当然 假定 它 的 方向 对 应 于 积分 道路 的 方向 . 

在 平面 曲线 的 情形 下 , 与 两 种 曲线 积分 相关 的 公式 中 , 如 写 出 z 轴 与 积分 所 散 
布 的 曲线 法 线 间 的 夹 角 时 ， 有 时 比较 方便 . 如 给 法 线 一 方向 使 切线 与 法 线 间 的 夹 角 
L(t,n) 等 于 上 了 故 


L(x,n) = Lz,t) + L(t,n) =a 十 ua 


2 
则 
cosQ = sin(x, n), 
SinQ = — cos(X,n). 
因此 , 例如 公式 (14) 就 可 写成 下 面 的 形状 : 
[ Pdz + Qdy = / [Psin(z,m) — Q cos(x, n)]ds. (15) 
(K) (K) 


外 计算 角 的 正 负 方 向 必须 按照 平面 的 定向 ! 


[554] 82， 第 二 型 曲线 积分 :25 . 


554. 物理 问题 ”最 后 我 们 来 讨论 一 些 物理 问题 , 在 其 中 曲线 积分 得 到 了 应 用 . 

1) 力 场 中 功 的 问题 设 在 zy 平面 (或 平面 的 一 确定 部 分 ) 的 任 一 点 M 如 放 一 单位 质量 , 就 
有 一 确定 的 力 请 作用 于 它 , 这 个 力 的 大 小 与 方向 只 与 点 1M 的 位 置 有 关 ; 如 放 在 M 的 质点 其 质量 
m 不 等 于 1, 则 作用 于 它 的 力 就 等 于 mm 玉 在 这 种 情形 下 zy 平面 (或 所 考察 的 一 部 分 ) 称 作 ( 平 
面 ) 力 场 , 而 作用 于 单位 质量 的 力 所 称 作 场 的 引力 .给 出 力 六 的 大 小 与 方向 相当 于 给 出 它 在 坐标 
轴 上 的 射影 X,Y, 显然 射影 是 点 M 的 坐标 z,y 的 函数 


X=X(z,Y), Y=Y(,Y). 
如 果 向 量 所 与 z 轴 构 成 的 角 用 yp 表示 , 那么 (图 14) 
X= Fcosy, Y= Fsiny. (16) 


现在 假定 , 位 于 场 中 的 质点 M(x,y)( 有 单位 质量 者 ) 运动 , 且 以 一 确定 的 方向 描 出 某 一 连续 
曲线 (K). 我 们 的 问题 是 在 这 一 运动 中 场 的 力 所 做 的 功 4 如 何 计算 . 

假如 作用 于 点 的 力 保持 一 常 值 FF 且 保 持 一 固定 方向 , 而 点 的 位 移 本 身 以 直线 进行 , 则 大 家 都 
知道 , 功 4 可 表 为 位 移 ! 与 力 在 位 移 方向 上 射影 的 乘积 : 


入 == Flcos0, 


其 中 6 是 力 天 与 位 移 方向 间 的 夹 角 . 


在 非 直线 运动 以 及 非常 数 力 的 情况 下 , 功 要 借 某 一 极限 过 程 来 确定 . 同时 , 为 了 简明 , 可 以 采 
取 在 实际 中 所 熟知 的 “无 穷 小 求 和 法 ”|[ 参 看 348]. 我 们 用 弧 AM 的 长 s 来 确定 曲线 (K) 上 的 
点 2M 的 位 置 . 考虑 曲线 的 无 穷 小 元 素 MN = ds, 并 近似 地 认为 , 力 户 与 其 对 位 移 ds 的 角 6 保 
持 数 值 不 变 . 那么 相应 的 元 功 为 
dA = Feosbds. 


现在 余下 来 的 仅仅 是 把 这 些 沿 曲 线 (KK) 的 元 素 “ 加 起 来 ”, 结果 功 4 就 表示 成 第 一 型 曲线 积分 


a=| F cosOds. (17) 
(K) 
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引入 元 素 ds 的 方向 ( 即 曲线 在 点 M 的 切线 方向 ) 与 x 轴 之 闻 的 角 a， 显 然 , 0 = 2 一 
于 是 


cos0 = cos cosa 十 Sin wp Sin Qt， 


积分 的 元 素 可 记 为 : (下 cos pcosa 十 sin yp sin a)ds, 或 者 , 根据 (16) 式 : 
(Xcosaw 十 了 sin a)ds. 
功 的 表达 式 (17) 本 身 具 有 如 下 形式 : 


A= (X cosa + Y sina)ds. 
(K) 


如 果 现 在 考虑 到 建立 了 一 、 二 型 曲线 积分 之 间 联 系 的 (14) 式 , 那么 力 场所 作 的 功 最 终 表 为 


A= Xdz + Ydy. (18) 
(K) 

这 是 对 功 的 最 通用 的 表示 , 是 对 于 如 下 一 系列 与 功 有 关 的 重要 问题 的 研究 方便 的 表示 : 所 作 
的 功 与 连接 给 定 两 点 的 道路 的 形式 是 否 有 关 ? 沿 一 条 闭路 所 作 的 功 是 否 总 是 等 于 零 ? [关于 这 一 
点 , 参看 下 面 的 555 ~ 562 目 .] 

2) 不 可 压缩 流体 在 平面 中 的 定常 流动 ”这 种 运动 的 特征 是 : 第 一 , 在 菜 平面 的 同一 铅 重 线 上 
各 部 分 流体 有 相同 的 速度 , 所以, 要 说 明 整 个 运动 只 要 研究 在 一 个 平面 内 的 运动 就 够 了 ; 第 二 ， 
流体 各 部 分 的 速度 已 仅 与 各 部 分 的 位 置 有 关 而 与 时 间 无 关 . 因此 , 在 所 考察 的 平面 (或 它 的 一 部 
分 ) 中 每 一 几何 点 处 , 就 有 一 个 在 大 小 及 方向 上 都 确定 的 速度 与 它 联系 着 ; 换 句 话说 , 给 出 了 某 一 

如 以 2 表示 向 量 2 与 xz 轴 间 的 夹 角 , 而 以 wu 及 v 表 这 一 向 量 在 坐标 轴 上 的 射影 (速度 沿 坐 
标 轴 的 分 量 ), 则 (图 16, a)) 


W = Co = CCOs Y, 


v= Cy = Csingy. 


外 我 们 取 这 一 平面 为 zy 平面 . 
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现在 在 zy 平面 中 取 一 任意 曲线 (K), 我 们 设法 决定 流体 在 单位 时 间 内 向 曲线 的 确定 一 侧 流 
过 (曲线 ) 的 流量 8. 设 流体 是 不 可 压缩 的 , 便 可 用 流体 所 掩盖 图 形 的 面积 来 测量 流体 的 量 . 如 实 
际 上 流体 向 所 取 的 相反 一 侧 流 动 , 则 流体 的 流量 就 算是 负 的 . 

考察 曲线 (KK) 的 元 素 ds = 4AB. 在 时 间 dt 内 通过 这 一 元 素 流体 的 流量 等 于 


cndsdt. (19) 


其 中 cn 是 速度 2 在 元 素 ds 的 法 线 元 上 的 射影 , 法 线 是 向 着 所 取 的 曲线 那 一 侧 的 . 实际 上 , 这 一 
量 等 于 以 ds 及 c. dt 为 边 的 平行 四 边 形 的 面积 , 它 的 高 恰 为 乘积 cndt( 图 16,6)). 为 了 计算 在 单 
位 时 间 内 流体 通过 元 素 ds 的 流量 , 将 (15) 式 对 元 素 dt 相 加 , 得 出 cds， 再 将 所 得 式 子 对 曲线 
(KK) 的 所 有 元 素 相 加 , 我 们 就 可 将 所 求 流量 Q 表 作 第 一 型 曲线 积分 的 样子 : 


Q = cnds. | (20) 
(K) 


如 z 轴 与 曲线 法 线 间 的 夹 角 为 (x,n), 则 法 线 与 速度 2 间 的 夹 角 就 是 
(2 c) = (7,0) — (2,n) = p ~ (7,m); 
所 以 


cn=ccos(n,c) = clcospcos(z,m) + sin psin(x, n)] 


=ucos(7z,n) + vsin(z, n), 
而 式 (20) 就 成 为 以 下 形式 : 


Q= [wu cos(zx,n) + vsin(zx, n)]ds. (21) 
(K) 


现在 , 按照 第 553 目 中 公式 (15), 这 一 积分 也 可 表 作 第 二 型 曲线 积分 的 形状 : 


Q= vdz 一 udy, (22) 
(K) 
并 且 很 重要 地 我 们 特别 指出 , 应 该 取 这 一 曲线 的 方向 使 对 应 的 切线 方向 与 前 所 取 的 法 线 方向 间 夹 
角 等 于 十 亏 [因为 就 是 在 这 一 假定 下 公式 (15) 才 推 出 来 的 ]. 
如 (K) 是 一 闭路 , 且 积 分 (22) 是 认为 沿 着 正 向 而 取 的 (与 通常 一 样 , 548), 则 公式 (22) 中 
的 法 线 应 取 着 朝向 路 线 (K) 所 围 区 域 的 内 部 (为 了 适合 刚才 所 说 的 条 件 ). 因此 , 在 这 种 情形 下 , 公 
式 (22) 就 给 出 在 单位 时 间 内 流体 通过 边界 (K) 流向 境域 内 部 的 流量 . 如 想 要 得 到 在 单位 时 间 内 
由 边界 (K) 所 围 区 域 流体 向 外 的 流量 , 只 要 在 公式 (22) 中 变 号 就 可 以 了 . 
再 , 如 场 中 流体 既 没 有 “泉源 ”也 没有 “漏洞 ”时 , 则 在 任 一 有 界 区 域内 流体 的 量 保持 不 变 . 
所 以 , 不 论 取 怎样 的 闭 曲线 , 沿 它 所 取 的 积分 (22) 必定 等 于 零 . 
因此 , 车 以 及 vv 是 不 可 压缩 流体 在 平面 的 定常 流动 中 的 分 速度 , 则 当 没有 和 泉源 与 漏洞 时 ， 不 
论 (KK) 是 怎样 的 闭路 ， 
/ vdz ~ udy = 0. 
(K) 
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以 后 566,2)] 我 们 将 看 到 , 这 一 借 物 理 观 察 而 得 的 结果 也 可 以 给 出 函数 v 及 v 的 某 种 分 析 
说 明 . 

3) 气体 所 豚 收 的 热 ” 考察 若干 质量 的 气体 , 例如 1 千克 . 气体 的 状态 由 三 个 量 来 说 明 : 体积 
V, 压力 p 及 绝对 温度 了 如 将 气体 算 作 理想 的 , 则 这 三 个 量 彼此 由 克拉 彼 依 龙 方程 相 联系 : 


pV = RT, 


其 中 R 是 一 常量 . 因此 , p,V 及 他 中 任 一 量 可 用 其 它 二 量 来 表示 . 故 要 确定 气体 的 状态 只 要 知 
道 其 中 两 个 量 就 够 了 , 例如 ,V 及 p. 则 横 坐 标 为 V, 纵 坐 标 为 p 的 点 可 用 来 表明 气体 的 状态 . 如 
气体 状态 从 对 应 于 点 4 的 最 初 状态 变 到 由 点 BB 所 决定 的 终止 状态 , 则 整个 变化 过 程 可 用 一 曲线 
(K) = (4B) 来 说 明 , 这 曲线 说 明 变化 状态 的 连续 性 .中 

现在 我 们 的 任务 是 : 求 出 在 由 曲线 (K) 所 表明 的 这 一 整个 过 程 的 时 间 内 , 已 知 质量 的 气体 
吸收 了 多 少 热量 U( 卡 ). 为 达 此 目的 , 与 通常 一 样 , 我 们 考察 某 一 “无 穷 小 ”过 程 , 将 气体 从 状态 
(V,p, 芽 ) 变 到 一 无 限 接 近 的 状态 (V + dV,p 十 dp, 十 dT). 对 应 于 这 无 穷 小 过 程 有 曲线 (K) 的 
一 元 素 (图 17). 我 们 曾经 确定 过 这 时 传 给 它 的 元 素 热量 aU[ 当 推演 泊 松 公式 时 , 361,3)]. 我 们 来 
利用 那里 所 得 的 式 子 : 


= 2 
aU Zdp 十 BR paV. 


要 求 出 由 曲线 (K) 所 表明 的 气体 整个 变化 过 程 中 
它 所 传 得 的 总 热量 U, 只 要 将 元 素 dU 沿 这 一 曲线 “ 相 
加 ”: 


UvU= |/ YYvap+ Spav. (23) 
i 五 R 


因此 , 热量 U 就 已 表 作 第 二 型 的 曲线 积分 . 
如 果 我 们 不 用 dV 及 dp, 而 用 dV 及 dT 或 用 dp 
及 dT 来 表 出 热 的 增 量 dU, 那么 事情 不 过 是 变 成 分 别 
在 VT 平面 或 pT 平面 中 的 一 曲线 上 取 曲 线 积 
图 17 4) 电流 的 磁 效 应 ”表明 电流 磁 效 应 的 毕 奥 - 萨 伐 尔 
定律 有 “微分 的 ”形式 . 按照 这 一 定律 , 如 一 导体 上 通 
过 的 电流 为 它 上 面 的 一 元 素 ds 作用 于 与 它 相 距 " 的 一 磁 荷 m 上 的 力 , 其 大 小 等 于 
Tm sin pds 
r2 


， (24) 


其 中 p(0 < p < 7) 是 连接 磁极 及 电流 元 素 的 向 量 语 与 导体 元 素 古 在 电流 进行 的 方向 间 的 夹 角 . 
这 一 元 素 力 的 方向 垂直 于 由 向 量子 及 ds 所 决定 的 平面 并 朝 着 那 一 边 , 使 从 那里 看 来 由 了 旋转 一 
角 yp 到 as 是 按 反 时 针 向 进行 的 [比照 356.8)]: 

我 们 提出 一 问题 : 有 一 任意 形状 的 有 限 闭 导线 (K) 放 在 空间 的 任意 位 置 , 要 表明 在 它 上 面 流 
动 的 电流 所 产生 的 磁场 ; 换 句 话说 , 就 是 要 求 出 这 一 整个 导线 对 放置 于 空间 任意 一 点 M 处 的 磁 
荷 m 的 作用 力 ， 然 而, 当 上 面 所 谈 到 的 各 个 元 素 力 有 各 各 不 同 的 方向 并 且 须 将 它们 几何 地 相 加 
时 , 要 得 到 毕 奥 - 萨 伐 尔 定律 的 “积分 ”形式 是 很 困难 的 . 

@ 此 处 及 今后 我 们 指 的 所 谓 拟 乎 稳 过 程 , 就 是 我 们 表明 改变 气体 的 状态 是 尽 可 能 地 慢 慢 进行 的 ， 
并 尽 可 能 伴 以 很 均匀 的 搅拌 使 气体 的 全 部 同时 通过 每 一 中 间 状 态 . 


[555] §3.， 曲线 积分 与 道路 无 关 的 条 件 . * 29. 


在 这 类 情况 下 通常 是 变 成 向 量 在 空间 的 任 一 直角 坐标 系 的 轴 上 的 射影 , 因为 元 素 力 的 射影 相 
加 时 已 经 是 代数 的 了 . 
为 了 计算 的 简化 我 们 利用 向 量 代数 这 工具 . 如 将 表 元 素 力 d 大 小 的 式 子 (24) 改写 为 


ml 。 
Te rdssin y, 


则 很 容易 注意 到 它 仅 与 向 量 积 Fx 三 的 大 小 相差 一 因子 2 又 因为 由 毕 奥 - 萨 伐 尔 定律 所 决定 
的 dF 的 方向 与 这 一 乘积 的 方向 相 重 , 故 可 写 
dF = (Fx ds). 
现在 我 们 考察 任 一 (右手 的 ) 直角 坐标 系 Ozyz. 如 以 x,y,z 表 元 素 ds( 起 点 ) 的 坐标 , 而 以 
&,n,C 表 所 考察 的 空间 点 M 的 坐标 , 则 向 量 7 在 坐标 轴 上 的 射影 为 
T—é,y—n,z—6; 
而 向 量 ds 就 有 射影 
dz, dy, dz. 
在 这 种 情形 下 a8 的 射影 就 是 因子 守 分 别 与 
(y—mdz—(z— Cdy, (z— Cdr— (ro—édz, 
(Zz —é)dy— (y— dz 
的 乘积 . 
因此 , 对 曲线 (K) 的 所 有 元 素 相 加 , 最 后 就 得 到 所 求 力 吧 在 坐标 轴 上 的 射影 写作 沿 空间 曲 
线 (K) 的 曲线 积分 的 形状 : 
Fo mI / WnDdz— (2 Ody 
(K) 


r3 


h, = (zz 一 C)dz 一 (2— dz 
(K) 


r3 


F =m (zs — Ody (yn)ar 
(K) 广 


且 曲 线 的 方向 由 电流 流动 的 方向 所 决定 . 这 就 给 出 了 我 们 问题 的 解答 . 


83. 曲线 积分 与 道路 无 关 的 条 件 


555. 与 全 微分 相关 问题 的 提出 ” 设 在 某 一 通 连 区 域 (D) 内 已 知 二 连续 函数 
P= P(x,y) 及 Q = Q(z,Y). 


考察 第 二 型 曲线 积 


Pdzx + Qady, (1) 
(AB) 


此 处 4 与 B 是 区 域 (D) 的 任意 两 点 , 而 (4B) 是 连接 这 两 点 的 一 个 分 段 光 滑 @ 曲 
在 这 一 目 中 我 们 只 考察 这 样 的 积分 道路 , 这 就 已 很 好 地 保证 了 积分 (1) 的 存在 . 
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线 , 全 部 在 这 一 区 域内 者 . 

这 一 目 主要 问题 就 是 要 弄 清 楚 这 一 积分 的 大 小 不 与 道路 (AB) 的 形状 有 关 的 条 
件 , 即 积分 由 起 点 4 及 终点 B 所 一 意 决定 的 条 件 , 而 这 两 点 不 论 在 哪里 . 

积分 (1) 的 性 质 由 积分 号 下 的 微分 式 


Pdz + Qady (2) 


的 性 质 而 决定 . 我 们 回想 在 以 前 已 经 遇见 过 类 似 样 子 的 式 子 , 就 是 在 我 们 谈 到 两 变 
数 的 可 微 函 数 以 及 它 的 (全 ) 微分 


aF OF 
dF = Bd + 丽 虹 (3) 
的 时 候 [179], 而 这 一 式 子 当 
oaF OF 
7a 0 


时 与 (2) 式 全 同 . 

然而 , 远 非 每 一 个 形状 为 (2) 的 式 子 都 是 “恰当 微分 也 就 是 并 非 对 每 一 个 这 
种 式 子 都 有 一 “ 原 函 数 ”F(z,y) 存在 , 使 这 一 式 子 恰 是 它 的 (全 ) 微分 . 从 这 里 就 能 
看 出 , 在 积分 号 下 的 式 子 是 恰当 微分 的 情况 下 , 积分 (1) 就 与 道路 无 关 ! 我 们 将 这 一 
有 特殊 重要 性 的 结论 写成 一 定理 的 样子 , 其 证 明 放 在 下 两 且 中 : 


定理 1 要 使 曲线 积分 (1) 与 积分 道路 的 形状 无 关 的 必要 充分 条 件 是 : 微分 式 
(2) 在 所 讨论 的 区 域 中 为 某 一 两 个 变数 的 ( 单 值 @) 函数 的 微分 . 


556. 与 道路 无 关 积 分 的 微分 法 ”首先 设 积分 (1) 与 道路 无 关 . 在 这 种 情况 下 , 积 
分 由 点 A(zxo,yo) 及 B(z1, 妇 ) 的 给 出 一 意 地 确定 , 与 此 相关 , 就 可 以 用 记号 
B (Z1,Y1) 
/ Pdz+Q@ay 或 " Pdz + Qay 
A (zo,yo) 
来 表示 它 . 这 里 只 标明 了 积分 道路 的 起 点 与 终点 ; 道路 本 身 没 有 标 出 来 , 但 这 没有 什 
么 关系 积分 沿 随便 什么 道路 都 可 以 . 当然 , 没有 上 面 所 做 的 与 积分 道路 无 关 的 
假定 , 这 种 表示 法 就 没有 确定 意义 . 
如 点 4(zo,yo) 国定 , 而 点 B 用 区 域 (D) 中 的 任意 点 M(x,y) 来 代替 , 则 所 得 积 
分 就 是 在 区 域 (D) 中 M 的 某 一 个 点 函数 , 即 它 的 坐标 z,y 的 函数 : 


(2,Y) 
F(x,y) = / Pazx + Qay. (4) 
(zx0,Yo) 


现在 我 们 来 研究 关于 它 对 z 及 对 y 的 偏 导数 问题 . 
中 以 后 [562] 读者 可 以 清楚 强调 原 函 数 单 值 的 必要 性 . 


[556] 83， 曲 线 积分 与 道路 无 关 的 条 件 “31. 


在 区 域 (D) 中 取 一 任意 点 B(x1,t), 给 YI > 
一 增 量 Az 使 它 变 到 点 C(zi 十 Az,w1), 对 相当 
小 的 Az 这 一 点 同时 会 与 整个 线段 BC 都 属于 
(DD)( 图 18). 函数 的 对 应 值 为 


B(x11) 
Cxi tAx,y1) 


(Zz1,Y1) 
F(z1, Yi) = / Paz + Qdy, Alxosy0) 
( 


Zz0,Yy0) 
(Zz1+AZz,Y1) 
F(z1+ Az,y) = / Pdz + Qay. 


(Zz0,yo) 
其 中 第 一 个 积分 我 们 沿 连 接点 4 与 B 的 
任 一 曲线 (K) 来 取 , 而 对 第 二 个 积分 其 积分 道 
路 是 由 这 一 曲线 (K) 与 一 直线 段 BC 所 组 成 . 于 是 , 函数 的 增 量 就 是 


F(zi1+ Az,N)— Fz,) = / Pdr+Qay= / P(x, y)dz; 
J (BC) (BC) 


其 间 因为 线段 BC 垂直 于 y 轴 , 而 所 含 Qdy 的 积分 变 成 零 了 . 

所 留 下 的 积分 立刻 就 可 化 成 普通 定 积 分 : 为 此 在 积分 号 下 的 函数 中 必须 用 (是 
直线 BC 方程 y = 中 的 )y 代替 y, 并 应 取 点 B 及 C 的 横 坐 标 作为 对 z 积分 的 
下 限 及 上 限 . 最 后 得 


T1 十 Arz 
F(z1++ Az,y) 一 下 (zi 1) = 中/ P(x, yi)dz. 


将 中 值 定理 应 用 到 所 得 的 普通 积分 上 并 两 端 以 Az 相 除 , 得 


T+ EE) p(y + gar,m) (0<0<1). 


现 令 Az 趋 近 于 零 . 由 函数 P(z,y) 的 连续 性 , 等 式 的 右 端 , 同时 其 左 端 , 都 趋 近 
于 P(z1, 纪 ). 因此 , 函数 FF 对 z 的 偏 导数 在 点 (zi, 妨 ) 处 存在 且 可 表 作 等 式 
OF (x1, yi) 


Oz 一 P(z1,Y1). 
同样 可 得 公式 
OF(z1,Y) 
一 到 - Q(T1, 1). 
因为 点 (zi, 太 ) 是 在 区 域 (D) 内 任意 取 的 , 故 对 这 一 区 域 的 一 切 点 , 有 
OF oF 
= Po,y), SY = lw) 
既然 这 些 偏 导数 连续 , 函数 F(x,y) 就 以 
aF = OF, 十 dF, = Paz + Qay 
Oz Oy 


为 微分 , 这 和 积分 (1) 的 被 积 式 一 致 [179]. 史 
@ 由 此 , 顺便 也 推出 了 函数 F(x,y) 本 身 对 于 它 的 二 变量 的 连续 性 . 
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这 样 一 来 , 对 于 与 道路 无 关 的 曲线 积分 , 我 们 就 得 以 建立 一 个 与 普通 定 积分 中 
关于 有 变动 上 限 积分 的 微分 法 的 定理 完全 相 类 似 的 结果 [305,12?]. 

在 前 目 定 理 中 所 述 条 件 的 必要 性 也 同时 证 明了 .如 积分 (1) 与 道路 无 关 , 则 (2) 
式 实际 上 就 是 恰当 微分 ; 在 所 作假 定 下 积分 (4) 本 身 就 给 了 我 们 积分 号 下 式 子 的 一 
个 单 值 原 函 数 ! 


557. 用 原 函 数 来 计算 曲线 积分 “现在 反 过 来 , 假定 (2) 式 是 某 一 单 值 函数 B(x， 
y) 的 全 微分 , 则 


已 知 两 点 : 4 的 坐标 是 z4,ya, B 的 坐标 是 zB,yB; 考察 连接 这 两 点 的 任意 一 个 分 段 
光滑 的 曲线 (K). 设 它 的 参数 表示 式 为 


r= p(t), y= 0), 
且 当 参数 自 a 变 到 6 时 , 曲线 从 4 描画 到 B. 因此 ， 
o(a) = 7x4, Ya) =ya; oo(8) =zZB，W(O) = YB. 
现在 来 计算 沿 曲线 (K) 的 曲线 积分 , 将 它 化 为 普通 的 积分 [第 547 目 公 式 (6)]， 
得 
I=/ Pd d 


= (Pe, v0 + owl, ww Yat 
或 者 , 注意 到 (5) 时 , 按 复合 函数 微分 法 的 规则 
= {0+ wo} /foe Wat 
最 后 ， 
T= B(p(0), pO)| =m(e(p)WD)) ~ Bp(o), wa)) 


=B(7B,YyB) — PTA,YA). 


因此 , 在 有 了 原 函 数 
PM) = B(z,Y) 
时 , 曲线 积分 就 可 用 简单 的 公式 来 计算 : 


(ZB,YB) 
/ Pdz + Qdy = B(zB,YyB) — BZA,YA) = (7,Y) (6) 
(AB) (ZA4,Y4) 
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或 更 简单 地 ， 
/ Pdz + Qady = ®(B) - (A) = $M)| . (6*) 
(4B) 


这 一 公式 与 积分 学 中 的 基本 公式 [308] 即 用 原 函 数 表 普 通 定 积分 的 公式 完全 相 类 似 . 
不 过 , 我 们 再 强调 一 次 , 这 一 公式 只 能 用 于 当 积分 号 下 的 式 子 是 恰当 微分 的 时 候 . 

这 一 公式 同时 证 明了 在 所 考察 的 情形 下 积分 (1) 与 所 取 的 曲线 4B 无 关 ,@ 因 
而 在 第 555 目的 定理 中 所 述 条 件 的 充分 性 也 就 建立 起 来 了 . 于是, 这 一 定理 现在 就 
完全 被 证 明了 . 


558. 恰当 微分 的 判别 与 在 矩形 区 域 的 情况 下 原 函 数 的 求法 ”现在 自然 要 发 生 
一 问题 , 就 是 用 怎样 的 判别 法 可 以 辨别 一 个 给 出 的 微分 式 (2) 是 否 为 恰当 微分 . 这 
一 问题 的 答案 就 可 以 最 后 弄 清楚 曲线 积分 与 道路 无 关 的 条 件 . 

为 了 要 得 到 一 个 在 检验 时 既 简单 又 方便 的 判别 法 , 我 们 今后 补充 假定 在 所 讨论 
的 区 域 (DD) 中 两 偏 导数 及 2 存在 且 连 续 . 

在 这 一 假定 下 所 求 判别 法 立刻 就 能 得 到 .如 果 (2) 式 是 某 一 函数 B(z,y) 的 微分 ， 


则 
dP 868 90 O26 
By Kr Bo 
假定 了 偏 导数 守 及 2 连续 就 保证 这 两 个 混合 导数 相等 [190], 因此 ， 
ap 90 
Oy Or 

于 是 , 这 一 简明 的 关系 式 就 是 (2) 式 是 恰当 微分 的 必要 条 件 . 

在 研究 到 条 件 (A) 的 充分 性 时 , 开始 我 们 限制 在 区 域 (D) 是 一 矩形 的 情形 ; 为 
明确 起 见 , 设 它 是 一 有 限 的 闭 矩 形 [a,5:c,dl. 在 条 件 (A) 适合 的 假定 下 , 我 们 来 直接 
给 出 原 函数 的 构成 法 . 

这 问题 就 是 要 在 矩形 fo 上 cd 上 确定 一 个 函数 8(z, 由 ,要 它 满足 下 列 二 方程 


(A) 


0@B OB 


实际 上 , 由 函数 P 及 Q@ 的 连续 性 就 已 经 能 从 这 里 推出 (2) 式 是 所 述 函 数 的 全 微分 
了 [179]. 
@ 因 为 , 由 于 函数 @ 的 单 值 性 , 只 要 给 了 两 点 4 及 B, 它 的 值 8(4) 及 8(B) 就 完全 确定 了 . 


“34. 第 十 五 章 曲线 积分 . 斯 蒂 尔 切 斯 积分 [559] 


在 [a, 引 中 任 取 两 值 zo 及 z, 当 y 固定 于 [c,d|] 中 的 任意 一 值 时 将 (5*) 中 第 一 
个 方程 对 于 z 从 zo 积分 到 xz; 我 们 得 到 


B(z,Y) = 广 Pl(zx,y)dz + B(xo0,Y). 


现在 如 在 (5*) 的 第 二 个 方程 中 令 z = zo 而 将 它 对 于 y 在 [c, dj 中 任意 两 值 yo 及 y 
间 积 分 , 则 得 


vy 
B(z0,y) = [ Q(zos Wdy + (zo0, Wm). 
Yo 


因此 , 所 求 函 数 8(z, 中 必须 有 
也 y 
Brg) = | Pz,yd dy+C 7 
(9) 人 (oar+ f Qleowdy+ (7) 


的 样子 , 其 中 C = B(xzo, go) = 常数 . 

现在 剩 下 来 就 是 要 验证 由 公式 (7) 确定 的 函数 (不 论 C 是 怎样 的 常数 ) 实际 上 

的 确 满足 两 方程 (5*). 对 于 第 一 个 来 说 这 是 很 明显 的 , 因为 (7) 中 右 端的 第 一 项 对 z 

的 导数 等 于 P(z,y)[305], 而 后 两 项 与 x 无 关 . 现在 将 等 式 (7) 对 y 微分 并 将 莱 布 尼 
茨 规律 [507] 应 用 到 右 端 第 一 个 积分 : 

8 _ f°aP 


页- 人 页 dz + Q(zo, Y). 


由 (A), 这 里 可 用 SS 来 代 蔡 页 ; 则 积分 就 变 成 差 Ole J) ~ Qkeo 内 而 导数 人 
就 丛 等 于 Q(z, 切 , 这 就 是 所 要 证 明 的 . 
注意 如 果 开始 时 我 们 对 y 积分 , 那 对 所 求 的 原 函数 就 会 得 到 这 样 的 一 个 式 子 : 


s(n) = ‘Plow)ds+ Qe Way+ (8) 
Xo Yo 


与 前 一 式 子 仅 在 形式 上 不 同 . 
能 懂得 这 一 点 是 有 益 的 : 在 区 域 的 某 一 点 上 国定 了 原 函 数 的 值 , 我 们 借 此 就 在 
原 函 数 的 一 般 表示 式 中 选 定 了 常数 , 且 已 经 得 到 了 完全 确定 的 单 值 原 函 数 . 


559. 推广 到 任意 区 域 的 情形 5 现在 我 们 考察 一 任意 的 (当然 是 连通 的 ) 区 域 
(D), 它 是 由 一 个 或 几 个 分 段 光滑 的 曲线 所 围 成 , 并 且 可 以 有 限 或 伸展 到 无 穷 远 . 以 
后 我 们 假定 这 一 区 域 是 开 的 . 在 这 种 情况 下 它 的 每 一 点 是 内 点 [163] 且 它 与 某 一 个 ， 
例如 , 矩形 的 邻 域 都 属于 区 域 . 因为 前 目 推理 可 应 用 到 这 种 邻 域 上 上 来, 故 当 条 件 (A) 
有) 在 本 目 及 以 后 的 一 些 目 中 , (与 “任意 ” 区域 及 自身 相交 曲线 有 关 的 ) 一 般 情形 的 断言 的 证 明 


不 很 详细 , 读者 在 必要 时 可 以 独立 进行 更 详细 的 论证 , 或 者 仅 限 于 考虑 课文 中 所 引出 的 那些 区 域 
和 闭路 而 不 会 发 生 问题 (实际 上 遇 到 的 极为 大 量 的 即 是 这 种 情形 ). 


[559] 83.， 曲线 积分 与 道路 无 关 的 条 件 “35. 


在 区 域 (万 ) 的 每 一 点 的 邻 域 中 适合 时 (2) 式 就 有 原 函 数 存 在 , 并 且 有 相差 为 常数 的 
无 穷 个 原 函 数 . 然而 , 要 统一 所 有 这 些 原 函 数 使 在 整个 区 域 (D) 上 得 一 单 值 的 原因 
数 并 不 是 永远 可 能 ! 此 处 , 问题 与 区 域 本 身 的 特性 有 关 . 

为 了 在 一 般 情 形 下 要 保证 这 一 单 值 原 函数 的 存在 , 必须 给 区 域 (D) 一 种 特殊 限 
制 . 这 可 以 这 样 来 表明 :不 论 在 (D) 中 取 一 怎样 的 简单 闭路 , 用 这 一 线路 所 围 起 来 的 
内 域 必 须 整 个 属于 区 域 (D). 换 句 话说 , 区 域 必须 不 包含 有 “ 洞 ”, 甚至 须 不 包含 有 点 
洞 . 有 这 种 性 质 的 连通 区 域 称 作 单 连通 的 . 


单 连 通 区 域 非 单 连通 区 域 


一 
B) 


CO © nD 
€ @ 


一 一 


图 19 


如 果 我 们 谈 的 是 有 限 区 域 ( 即 不 伸展 到 无 穷 远 的 ), 则 单 连通 性 的 概念 还 可 更 简 
单 地 表 为 : 区 域 必须 是 由 唯一 的 一 个 闭路 围 成 的 .在 图 19 中 举 出 了 一 些 单 连通 与 非 
单 连通 区 域 的 例子 , 其 中 a), r), 站 是 有 限 的 , 而 6), 8), e) 是 伸展 到 无 穷 远 的 . 

设 所 考察 的 区 域 (D) 是 单 连通 的 ; 开始 我 们 假定 它 是 有 限 的 , 所 以 它 单纯 地 是 
由 一 个 分 段 光滑 曲线 (K) 所 围 成 的 .我们 将 自 包含 在 (D) 内 而 拆 成 许多 矩形 的 区 
域 出 发 逐步 对 区 域 (D) 进行 建立 原 函数 . 

给 定 一 任意 小 数 。 > 0 后 , 我 们 可 以 用 一 个 边 长 < se 的 正方 形 包围 线路 (K) 的 
每 一 点 使 在 它 的 范围 内 线路 可 用 两 种 类 型 之 一 的 显 方程 来 表示 [参照 223]; 而 仅 在 
拐角 的 地 方 有 两 个 这 样 的 曲线 在 这 里 接头 . 

由 博 雷 尔 引 理 [175], 仅 用 有 限 个 这 样 的 正方 形 就 可 以 覆盖 整个 线路 (K). 这 一 
正方 形 的 有 限 锁链 围 成 了 某 一 闭 区 域 (万 ), 全 部 在 (D) 内 , 且 很 明显 地 是 可 拆 成 许 
多 矩形 的 . 它 是 连通 的 ,@ 因此 与 (D) 一 样 也 是 单 连通 的 ; 区 域 (D) 离开 边界 的 距离 
> s 的 一 切 点 根本 都 属于 这 一 区 域 . 

我 们 下 面 将 指出 如 何 对 区 域 (万 ) 作 原 函数 . 为 了 要 得 到 确定 的 原 函 数 , 我 们 在 
属于 人 万) 的 任 一 点 Mo 固定 它 的 值 . 注意 , 定义 于 两 相 重 登 的 区 域 上 的 两 原 函 数 在 
它们 的 公共 部 分 上 只 能 差 一 个 常数 (因为 它们 差 的 偏 导 数 为 零 ,[183]). 因此 , 如 果 这 

@@ 如 两 点 Mo 及 Mi 属于 ( 太 ), 则 它们 可 以 用 一 完全 在 (D) 内 的 折线 (L) 相连 接 [153]. 这 一 折 
线 一 般 说 来 可 能 已 超出 ( 方 ) 的 范围 而 落 入 上 文中 所 述 的 某 些 正方 形 内 去 了 . 但 包含 在 某 一 正方 形 


内 的 折线 部 分 恒 可 用 它 的 周围 上 的 对 应 部 分 来 代替 . 用 这 种 方法 就 得 到 连接 Mo 及 Mi 的 一 折线 
(), 完全 在 (万 ) 内 . 
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两 原 函 数 只 要 在 某 一 点 处 相 重 , 它们 便 在 整个 所 述 的 公共 部 分 上 恒 等 . 由 此 可 见 , 当 
< 趋 近 于 零 时 , 我 们 真正 能 够 逐步 把 原 函 数 的 定义 延伸 到 整个 区 域 (D) 上 而 保持 其 
单 值 性 . 

为 了 要 做 出 区 域 (D) 上 的 原 函 数 , 我 们 设想 这 一 区 域 分 成 许多 矩形, 彼此 沿 着 
垂直 边 互 相 挨 靠 在 一 起 (图 20, a)). 在 图 20, 6) 中 我 们 画 出 了 两 个 这 种 相 邻 的 矩形 
di 及 do. 在 其 每 一 个 上 面 我 们 将 作 原 函数 , 设 为 81 及 8B2. 沿 和 矩形 di 及 do 的 公 
共 线 段 ap, 它们 只 可 能 相差 一 常数 , 因为 我 们 只 要 在 图 中 打 了 斜 线 的 矩形 上 作 一 任 
意 原 函数 , 由 前 一 目 这 一 定 是 存在 的 , 如 果 我 们 回想 一 下 上 面 这 两 个 原 函 数 的 每 一 
个 与 这 一 原 函 数 沿 a6 真正 只 各 相差 一 常数 项 , 那么 这 就 很 明显 了 . 将 原 函 数 ®] 或 
王 2 之 一 改变 一 适当 常数 , 因此 就 可 使 它们 沿线 段 w6 相 重 . 

自 点 Mo 所 在 的 矩形 出 发 来 作 一 原 
函数 , 且 人 迫使 原 函 数 在 这 一 点 有 预先 国 
定 的 值 . 再 在 与 它 相 邻 的 一 些 矩 形 上 作 
原 函 数 使 通过 它们 的 公共 边界 时 不 破坏 
连续 性 , 如 此 继续 下 去 . 

现在 我 们 想 要 说 明 : 区 域 (DD) 单 连 
加 x 通 性 的 条 件 也 同时 使 (D) 单 连通 的 条 

a 9 件 究竟 要 它 做 什么 .在 图 20,a) 中 的 一 

图 20 串 矩 形 当 对 边界 (K) 较 复 杂 时 也 可 能 分 

又 , 如 图 21,a) 所 示 ; 不 过 这 并 没有 阻 住 

原 函 数 沿 彼此 分 开 的 叉 支 连续 延伸 . 但 若 区 域 有 一 “ 洞 ”( 参 看 图 21, 6)) 而 二 分 支 又 

重新 合 在 一 起 时 , 则 在 合 起 来 的 第 一 个 矩形 上 选取 一 原 函 数 使 通过 两 接头 处 a6 及 
76 时 同时 保持 连续 性 就 不 一 定 可 能 了 ! 


区 域 (D) 伸展 到 无 穷 远 的 情形 可 同样 处 理 ， 只 要 从 一 些 有 限 的 部 分 区 域 出 发 ， 
将 原 函 数 逐 步 延 伸 到 整个 区 域 (D) 上 去 . 


了 


a) 


[561] §3. 曲线 积分 与 道路 无 关 的 条 件 37. 


560. 最 终结 果 ”整个 在 前 面 两 目 中 所 述 的 可 总 结 为 下 一 命题 : 


定理 2 在 整个 区 域 (D) 上 ,(2) 式 要 是 两 个 变量 的 某 单 值 函数 的 微分 就 必然 适 
合 条 件 (A), 而 在 (DD) 是 单 连通 区 域 的 假定 下 , 这 也 是 充分 的 . 


所 以 条 件 (A) 常 称 作 (2) 式 的 “可 积 条 件 ”. 
现在 如 再 回想 一 下 定理 1, 就 立刻 可 得 下 一 结论 : 


定理 3 在 区 域 (D) 中 积分 道路 的 起 点 4 与 终点 B 不 论 怎样 取 定 之 后 , 如果 
曲线 积分 (1) 与 积分 道路 的 形状 无 关 就 必然 适合 条 件 (A), 而 在 (D) 是 单 连通 区 域 
的 假定 下 , 这 也 是 充分 的 . 


因此 , 最 后 我 们 找到 了 条 件 (A) 是 曲线 积分 与 道路 无 关 的 一 个 方便 而 又 容易 检 
验 的 判别 法 . 用 这 一 判别 法 , 例如 , 就 很 容易 将 第 549 目 问题 3),4),5),6) 中 所 提出 的 
积分 进行 分 类 , 并 可 预见 在 附注 中 所 指出 的 它们 的 特性 . 

以 后 我 们 要 遇 到 这 些 所 得 结果 的 重要 应 用 . 在 第 562 目 中 我 们 将 回 到 非 单 连通 
区 域 的 特殊 情形 . 


561. 沿 闭路 的 积分 ”到 现在 为 止 我 们 考察 了 积分 (1) 
/ Pdz + Qdy 
(4B) 
并 研究 了 其 中 与 积分 道路 无 关 的 一 类 重要 情况 . 现在 我 们 来 考察 积分 
/ Paz + Qdy, (9) 
(1) 


(站 是 在 区 域 (D) 范围 内 的 任 一 闭路 ; 并 提出 在 什 
么 条 件 下 这 一 积分 恒 为 零 的 问题 . 可 以 看 出 , 这 一 ” 
问题 完全 相当 于 上 面 所 解决 的 问题 : 若 对 已 给 微分 
式 (2), 积分 (1) 与 道路 无 关 , 则 积分 (9) 永远 等 于 
零 , 反 过 来 也 是 如 此 . 
我 们 先 假定 积分 (1) 与 道路 无 关 . 如 (L) 是 区 
域 (D) 中 的 任 一 闭路 (图 22), 则 在 它 上 面 任 取 两 
点 4 及 B 将 它 分 为 两 段 (4MB) 及 (4NB). 因为 5 
沿 这 两 曲线 的 积分 必须 相等 : 


[oh 
(AMB) (ANB) 

[boas ho hoa 
(L) (AMB) J(BNA) (AMB) J(ANB) 


于 是 ， 


,38 ， 第 十 五 章 曲线 积分 . 斯 蒂 尔 切 斯 积 [562] 


现在 反 过 来 , 设 已 知 沿 闭 数 的 积分 (9) 永远 等 于 零 . 取 定 两 点 4 及 B, 用 两 道 
路 (4MB) 及 (4NB) 将 它们 连接 起 来 , 它们 组 成 一 闭路 


(L) = (AMBN A). 


当 曲 线 (4MB) 与 (A4NB) 除去 点 4 与 B 之 外 没有 公共 点 , 则 事情 比较 容易 ， 
此 时 闭路 (万 不 自身 相交 , 即 是 简单 闭路 . 如 果 道 路 (4MB) 及 (4NB) 彼此 相交 ， 
那么 闭 曲 线 (L) 已 不 是 简单 曲线 . 

然而 , 如 下 面 引 理 所 示 , 整个 的 讨论 可 限于 沿 简单 ( 即 不 自身 相交 ) 闭路 上 的 积分 . 


引 理 如 积分 (9) 取 在 沿 不 论 怎样 的 简单 ( 即 不 自身 相交 ) 闭路 上 永 等 于 零 , 则 
它 即 使 取 存 任何 自身 相交 的 闭路 上 也 将 为 零 . 


由 第 550 目 中 所 建立 的 引 理 ,82) 只 要 证 明 对 任 一 自身 相交 的 闭 折线 这 一 断言 成 
立 就 够 了 . 设 (Z) 是 这 样 的 一 折线 , 有 一 确定 的 方向 . 从 它 上 面 的 某 一 点 Mo 出 发 并 
顺 着 折线 描画 这 一 折线 到 第 一 个 自身 相交 处 一 一 点 M1， 丢掉 所 得 的 闭 折线 (万 ) 
后 , 延长 路 径 MoMi 到 新 的 自身 相交 处 , 这 又 可 分 出 一 闭 折线 (7a), 一 直 这 样 下 去 . 
经 过 有 限 步 后 折线 ( 工 ) 就 折 成 有 限 个 不 自身 相交 的 闭 折线 


(L1), (L2),…- 


沿 它 们 上 面 的 积分 已 知 为 零 . 这 就 是 说 , 沿 折线 (万 它 也 等 于 零 , 这 就 是 所 要 求证 的 . 
因此 , 我 们 就 证 明了 下 面 有 用 的 


定理 4 要 曲线 积分 (1) 与 道路 无 关 , 必要 且 充 分 的 条 件 是 积分 (9) 沿 任何 闭路 
都 等 于 零 . 如 果 只 限于 简单 ( 即 不 自身 相交 ) 闭路 的 情形 条 件 依旧 是 充分 的 ; 

现在 可 以 看 出 , 要 判断 积分 (9) 沿 闭路 是 否 为 零 可 以 用 定理 3 中 所 述 积 分 与 道 
路 无 关 的 同一 判别 法 : 

定理 5 要 积分 (9) 不 论 取 在 区 域 (D) 范围 内 的 任何 闭路 上 恒 为 零 就 必须 适合 


条 件 (A), 而 在 单 连通 区 域 (万 ) 时 它 也 是 充分 的 . 当 我 们 仅 限 制 于 简单 ( 即 不 自身 相 
交 ) 的 闭路 时 , 这 一 条 件 依 然 是 必要 的 . 


以 后 [604, 我 们 具备 了 更 深入 的 工具 ( 重 积分 , 格林 公式 ) 时 , 我 们 还 要 回 到 这 
一 自 中 所 讨论 的 一 些 问 题 , 并 可 用 更 经 济 的 方法 重新 得 到 若干 这 里 所 建立 的 结果 . 

562. 非 单 连通 区 域 或 有 奇 点 的 情形 在 本 节 中 所 发 展 的 并 与 利用 可 积 条 件 
(A) 有 关 的 全 部 理论 建立 在 下 面 两 假定 上 : 1) 所 考察 的 区 域 (D) 是 单 连通 的 ， 即 


82) 更 确切 地 说 , 根据 所 说 引 理 在 自身 相交 闭路 情况 的 推广 (此 推广 引 理 的 正确 性 可 以 与 550 月 
相仿 加 以 证 明 ). 


[562] 83. 曲线 积分 与 道路 无 关 的 条 件 “39. 


没有 “ 洞 "2) 函数 P 及 Q 与 其 导数 夸 及 5 都 在 区 域 (D) 中 连续 . 如 果 这 些 条 
件 被 破坏 了 , 则 一 般 说 来 上 面 所 叙述 的 断言 就 不 能 成 立 .分析 这 所 表明 的 特性 就 是 
本 目的 目的 . 

我 们 注意 , 破坏 连续 性 条 件 2) 的 “ 奇 ” 点 , 如 果 将 它们 从 区 域 中 撤 开 , 则 也 可 解 
释 为 一 种 点 的 “ 洞 ". 因此 , 问题 就 化 为 对 区 域 (D) 的 讨论 , 在 它 里 面 连 续 性 的 一 切 要 
求 与 条 件 (A) 都 适合 , 然而 有 一 个 或 几 个 点 的 或 非 点 的 “ 洞 ". 并 且 , 为 了 明确 起 见 ， 
在 以 后 的 叙述 中 我 们 想 只 限制 在 点 “ 洞 " 即 奇 点 的 情形 .一 般 情形 可 完全 同样 地 处 
理 ， 

开始 我 们 假定 , 区 域 (D) 含有 一 个 奇 点 M( 而 没有 其 它 的 “ 洞 ") 在 这 一 区 域 中 
取 一 简单 闭路 (万 ), 并 考察 积分 (9) 


/ Pdz + Qay. 
L) 


如 这 一 闭路 没有 包围 着 奇 点 , 则 与 以 前 一 样 积分 等 于 零 . 而 如 点 M 在 闭路 (L) 的 
面 , 则 积分 可 能 就 不 是 零 了 . 

但 是 , 非常 值得 注意 的 , 沿 各 种 可 能 围绕 点 M 的 所 述 
类 型 的 闭路 而 取 正 向 [548] 其 积分 彼此 辟 相 等 . 

要 证 明 这 , 我 们 考察 两 条 围绕 点 M 的 分 段 光滑 的 曲线 
(五 ) 及 (IL2). 可 以 认为 它们 互 不 相交 , 因为 在 相反 的 情形 下 ， 
我 们 可 以 引 一 包围 (ZL1) 及 (Za) 的 第 三 条 闭路 (Ls) 而 又 与 
它们 都 不 相交 者 , 交 分 别 考 察 闭 路 偶 (Li1), (La) 及 (Lo), (L3). 

曲线 (1) 与 (Za) 在 一 起 形成 了 夹 在 它们 之 间 的 环形 
区 域 (A) 的 边界 (图 23). 用 两 条 截 线 (A142) 及 (B1B。) 将 
这 一 区 域 分 成 两 个 已 经 是 单 连通 了 的 部 分 (A') 及 (A”). 则 图 23 


我 们 就 可 写 : 
[hn ho ee 
(A1M1Bi1) (B1 B2) (B2 M2 A2) (4241) 


[+f + + -0 
(Bl Ni41) (A1A2) (A2N2 B2) (B2Bi) 


将 这 些 积分 相 加 时 , 在 截 线 上 所 取 的 相反 方向 积分 互相 对 消 , 得 


及 


[ne 
(4 MiBiNi4i) (42 N2 B2 M2 A2) 


ans Nanna hh 
(A1M1 Bi1N'1Ai) (A2 N2 Ba M2 A2) (L1) (L2) 


于 是 ， 最 后 ， 


. 40 . 第 十 五 章 曲线 积分 . 斯 蒂 尔 切 斯 积分 [562] 


且 后 面 这 两 积分 都 是 沿 正 向 取 的 . 我 们 的 断言 得 以 证 明 . 
以 o 表示 所 有 类 似 积分 的 公共 值 . 它 称 作对 应 于 点 M 的 循环 常数 .O 
我 们 现在 来 证 明 , 若 (ZL) 是 区 域 (D) 中 的 任 一 甚至 是 自身 相交 的 但 不 通过 奇 点 
M 的 财 路 , 则 
- / Pdz + Qdy = no, (12) 
(LZ) 


其 中 ”是 一 整数 ( 正 的 , 负 的 或 零 ). 对 多 角形 的 闭路 这 是 很 明显 的 , 因为 它 可 拆 成 
有 限 个 不 自身 相交 的 闭 多 角形 线路 , 沿 它们 的 每 一 个 , 积分 都 等 于 零 或 +o. 在 一 般 
情形 时 我 们 又 利用 在 第 550 目 中 建立 的 引 理 , 并 自 内 接 于 曲线 的 折线 出 发 , 采取 极 
限 过 程 . 因为 形 如 no 的 式 子 ( 当 o 关 0 及 nn 为 整数 时 ) 只 能 趋 近 于 同一 形状 的 有 限 
极限 (只 要 数 ”一 直 不 变 ), 故 公式 (12) 对 任何 闭路 (ZL) 都 是 正确 的 . 

现在 我 们 来 考察 沿 一 曲线 的 积分 , 这 一 曲线 是 连接 区 域 (D) 中 的 两 点 4(zo,yo) 
及 B(zi, 妇 ) 而 成 的 但 不 通过 奇 点 . 如 (4B)o 是 一 条 这 样 的 曲线 , 而 (4B) 是 任何 另 
外 一 条 , 则 (4B) 及 (B4)o 在 一 起 就 组 成 一 闭路 . 故 由 (12)， 


/ Paz + Qady 十 / Pdz + Qdy = no, 
(AB) (BA)o 


于 是 ， 


/ Pdz + Qdy = / Pdz + Qdy + no. 
(4B) (AB)o 


这 里 ， 积 分 就 真正 与 积分 道路 有 关 了 
但 也 只 是 加 上 循环 常数 的 一 整数 倍 . 在 曲 
线 (4B)o 上 面 加 上 若干 个 围绕 点 M 的 轿 
子 (图 24), 可 以 使 倍数 n 为 任 一 事先 选 定 
的 整数 值 . 

换 名 话说 , 在 这 种 情形 下 , 当 4 及 B 
已 知 时 记号 


(ZZ1,Y1) 
Pdz + Qdy = / Pdz + Qdy 
图 24 (AB) (z00) 


就 不 是 (如 o 0) 单 值 的 了 , 它 有 一 形 如 no 的 项 没有 确定 , 其 中 n = 0, 土 1, 十 2,……. 
若 点 B 用 一 动 点 N(x,y) 来 代替 , 则 积分 


(2,Y) 
Play)= 1/ Pdz + Qdy 
(Zo0,Yo) 


与 以 前 一 样 是 式 子 Pdz 十 Qdy 的 原 函 数 , 连续 (当然 除 掉 点 M) 而 多 值 . 
巴 对 应 于 真正 的 一 一 非 点 的 “ 洞 ", 其 循环 常数 可 完全 同样 地 定义 . 


[562] 8§3， 曲 线 积分 与 道路 无 关 的 条 件 41. 


理解 这 里 所 讨论 的 情况 与 以 前 所 研究 的 [556,558,559] 本 质 上 的 不 同 是 很 重要 
的 . 原 函 数 的 表示 式 中 本 来 含有 一 任意 常数 , 如 果 把 这 也 算 进 来 的 话 , 那么 在 以 前 我 
们 也 可 说 原 函 数 的 “多 值 性 ”. 然而 , 要 得 到 在 整个 所 讨论 的 区 域 中 的 一 单 值 消 数 , 只 
要 固定 这 一 常数 就 够 了 ; 在 那里 , 在 多 值 原 函数 的 各 “分 支 ” 间 并 没有 什么 强制 在 一 
起 的 联系 . 而 这 里 的 “分 支 ", 相差 一 循环 常数 的 倍数 , 就 不 能 孤立 地 看 待 , 因为 当 绕 
奇 点 转动 时 , 它们 就 连续 地 彼此 转变 了 .@ 

为 了 说 明 此 处 整个 所 述 的 , 我 们 举 一 例 题 : 


y Zz 
到 二 万， 一 ry 
这 些 函 数 与 它们 的 导数 除 坐标 原点 O(0,0) 外 在 整个 平面 上 连续 , 因此 原点 是 唯一 的 
奇 点 . 立刻 可 以 验证 , 可 积 条 件 到 处 (理解 为 除 原 点 外 ) 适合 : 

oP 6Q@ -x 

Oy Or (r+) 
很 容易 计算 出 , 沿 以 原点 为 中 心 的 任何 圆 上 的 正 向 积分 

/ zdy — ydzx 
(2 二 六 
等 于 2x. 这 就 是 对 应 于 原点 的 循环 常数 . 
很 容易 猜 到 微分 式 


rdy 一 ydz 
22 十 人 2 

的 原 函 数 是 幅 角 0, 如 以 z = rcosg,y = rsing 代 人 马上 就 可 以 看 出 来 . 因此 , 原 函 
数 的 一 般 形 式 是 0+ C(C = 常数 ). 然而 , 在 平面 中 任 一 异 于 原点 的 已 知 点 处 , 我 们 
不 论 以 幅 角 9 的 任何 值 出 发 , 如 人 迫 令 这 点 围绕 原点 不 论 沿 哪 一 方向 转 n 转 , 则 9 角 ， 
因为 是 连续 变动 的 , 当 点 回 到 出 发 位 置 时 , 增加 了 循环 常数 的 一 倍数 土 2nx. 所 以 , 如 
果 此 时 我 们 在 整个 平面 中 或 包含 原点 在 内 面 的 平面 的 一 部 分 中 (当然 ， ea 
外 ) 来 考察 原 函 数 , 则 就 必须 认为 它 是 多 值 的 , 并 认为 这 是 它 的 不 可 分 割 的 特性 : 它 
的 相差 2r 整数 倍 的 分 文 在 某 种 意义 下 是 不 可 分 的 . 

读者 不 难 推广 上 述 研讨 到 当 有 若干 个 奇 点 或 “ 洞 ” 时 的 情形 . 例如 , 设 有 大 个 奇 
占 


Mi1, Mo , Mx. 


如 4 及 B 是 区 域 中 两 (不 同 于 奇 点 的 ) 点 , 以 (4B)o 表 连 接 这 两 点 ( 且 不 通过 奇 点 ) 
的 任 一 确定 的 曲线 , 则 沿 任 何 类 似 的 曲线 (4B) 的 积分 其 一 般 公式 为 


/ Par+ Qoy= |/ Pdz + Qady + ni01 + N202 + NgOk. 
(4B) (AB)o 


@ 我 们 在 复 变 数 多 值 函 数 的 情形 [例如 比照 458] 已 经 处 理 过 这 类 现象 . 不 难看 出 , 这 也 好 , 那 也 
好 , 都 与 平面 的 性 质 有 关 . 


:42 ， 第 十 五 章 曲线 积分 . 斯 蒂 尔 切 斯 积分 [563] 


这 里 0;(i = 1,2,… ,k) 是 对 应 于 点 Mi 的 循环 常数 , 亦 即 积分 
Pdz + dy 
(Li;) 


的 值 , 其 中 (Zi) 是 一 包含 奇 点 Mi 在 其 内 而 不 包含 其 它 奇 点 的 一 简单 闭路 , 且 以 正 
向 而 取 的 . 系数 ni1, no,… ,nx 彼此 无 关 . 可 取 任 何 整 数值 . 


563， 高 斯 积分 ”在 某 些 数学 物理 问题 中 必须 要 考察 一 个 第 一 型 曲线 积分 称 作 高 斯 积分 者 : 


"一 上 cos(n 7) gs 
(LD) 


这 里 以 7 表 连 接 曲线 (L) 外 一 点 A(&,7) 与 曲线 上 动 点 
M(x,y) 的 向 量 的 长 (图 25): 


"= V7 6?+(y ~ 


(r,n) 表 这 向 量 与 曲线 在 点 M 处 的 法 线 间 的 夹 角 . 

因为 点 A 不 动 , 故 积分 号 下 的 式 子 “人 是 点 M 
的 坐标 z,y 的 函数 . 我 们 现在 要 将 高 斯 积分 表 成 第 二 型 曲线 
积分 . 如 (zx,n) 与 (x,7) 是 x 轴 的 正 向 与 法 线 及 位 径 向 量 
的 方向 间 的 夹 角 , 则 显然 ， 


(7, n) 二 (zx,n) 一 (x,7), 


所 以 


cos(7,n) 一 cos(Z,m) cos(7z,7) + sin(z,n) sin(zx,7) 


= TE 008(z,n) + 7 
了 了 


将 这 代入 高 斯 积分 中 , 就 将 它 化 为 
9 |, | site m) + 2 
如 果 利 用 第 553 目 公 式 (15), 则 就 得 到 积分 9 的 所 求 第 二 型 曲线 积分 表示 式 : 
"= 二 人 Ei - dy. 


其 中 正 负 号 对 应 于 法 线 方向 的 选取 法 . 
函数 卫 = 和 3 及 Q 一 

连续 . 在 异 于 4 的 一 切 点 处 ， 可 积 紧 件 都 满足 事实 上 ， 

9 (二) dC ek) HN Ck ek 

72 74 7 ， 


9 (8) 2 


74 r4 


sin(7x, n). 


cos(z, n)| ds. 


个 zy 平面 中 皆 
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所 以 这 两 导数 相等 . 

若 曲 线 (ZL) 是 闭 的 , 但 不 包围 点 A( 亦 不 通过 它 ), 则 必 g = 0. 若 闭 曲线 (ZL) 包围 点 4, 则 高 
斯 积分 可 能 异 于 零 , 但 如 我 们 在 前 一 目 中 已 经 看 到 的 , 对 一 切 这 样 的 曲线 它 的 值 必 须 是 相同 的 . 为 
了 要 计算 这 一 值 , 我 们 取 中 心 在 点 4 半径 为 R 的 圆周 作为 曲线 (L). 则 


r=R 且 cos(7r,n)=1 


(如 认为 法 线 及 位 径 向 量 有 相同 的 方向 ), 所 以 


1 1 
9g 王 方 ds = ~ :27R = 27. 
R CD) R 


因此 , 对 每 一 将 点 4 包围 在 内 面 的 闭 曲线 (L), 如 与 在 圆 的 情况 下 我 们 所 做 的 一 样 , 将 法 线 


朝向 外 面 , 则 有 
j= / cos n) on 
(2) 7 


如 事先 将 高 斯 积分 的 几何 意义 和 弄 明 白 , 则 预先 就 可 
看 到 所 得 的 结果 . 它 的 几何 意义 是 : 9 是 从 点 A 所 能 看 到 
曲线 ( 工 ) 的 角 的 度量 (如 果 是 环行 曲线 时 , 取 自 4 出 发 
的 位 径 向 量 所 描画 出 来 的 有 符号 的 角 ). 

为 了 要 揭露 这 一 点 , 我 们 开始 先 假定 曲线 ( 工 ) 与 每 
一 自 4 出 发 的 射线 相交 于 不 多 于 一 点 (图 26). 又 设 曲 
线 的 法 线 n 朝向 与 点 4 相反 的 一 面 , 故 


0 < (7,n) < 本 


在 曲线 (LI) 上 取 一 元 素 ds 并 来 确定 从 点 A 看 这 
一 元 素 的 角度 . 如 M 是 这 元 素 上 的 点 (例如 , 起 点 ), 绕 
4 以 4M 为 半径 作 一 圆 并 将 元 素 ds 射影 到 这 一 圆 上 . 
设 圆 周 上 元 素 ds 的 射影 为 一 元 素 do. 因为 它们 间 的 夹 角 (认为 这 两 元 素 差 不 多 是 直线 的 ) 等 于 
角 (7,n), 则 

do = cos(7, n)ds. 
另 一 方面 , 显然 
do = rdy, 

其 中 yp 是 对 应 于 圆 台 do 的 中 心 角 , 即 从 点 A 所 看 到 元 素 ds 的 角 . 于 是 对 这 一 可 以 看 见 的 元 素 
角 有 表示 式 


cos(7, n) 


ap = ds. 


最 后 , 将 所 有 元 素 角 相 加 , 我 们 得 到 对 整个 曲线 ( 工 ) 可 以 看 见 的 角 恰 恰 可 表 作 积分 g. 


如 曲线 与 自 点 4 出 发 的 射线 相交 不 止 一 点 , 但 可 将 它 分 为 若干 部 分 , 使 每 一 部 分 与 这 些 射线 
只 相交 于 一 点 , 那么 只 要 将 对 应 于 这 些 部 分 的 高 斯 积分 相 加 起 来 就 可 以 了 . 
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在 曲线 (ZL) 上 取 定 一 确定 的 方向 , 而 我 们 将 法 线 朝 着 一 方 
向 , 例如 , 使 切线 的 正 向 与 它 的 夹 角 为 + 则 某 些 部 分 曲线 的 
法 线 是 向 着 与 点 4 相反 的 一 面 , 高 斯 积分 就 给 出 一 正 的 可 见 到 
的 逢 ,而 在 另外 一 些 部 分 法 线 向 着 与 4 点 的 同一 面 , 得 出 的 可 
见 到 的 角 是 负 的 . 一 般 说 来 , 在 这 种 情形 下 高 斯 积分 给 出 可 见 
到 角 的 代数 和 .并 且 就 是 这 一 和 称 作对 整个 曲线 ( 工 ) 的 可 见 到 
的 角 , 因此 我 们 了 解 可 见 到 的 角 为 视线 从 曲线 的 起 点 转 到 终点 
的 全 部 度量 . 
图 27 如 曲线 是 闭 的 且 围 绕 着 点 4, 则 立刻 就 很 清楚 , 曲线 的 可 
见 角 为 2r. 如 闭 曲 线 不 包围 点 4, 则 可 见 角 由 于 符号 不 同 彼此 
相 消 结果 加 起 来 等 于 零 . 在 简单 的 情形 下 , 如 图 27 所 示 , 曲线 
(五 ) 可 拆 成 两 部 分 :(Zi) 及 (L2), 从 4 看 来 张 同一 角 ; 但 对 曲线 (1) 这 一 角 是 正 的 , 而 对 (LIL) 
是 负 的 . 
这 整个 与 上 面 所 述 的 完全 相符 合 . 


附注 ”从 高 斯 积分 的 几何 解释 可 以 观察 到 , 当 闭 曲线 (L) 通过 4 点 且 在 此 点 有 切线 时 , 积 
分 的 值 为 r. 如 4 点 是 一 角 点 且 在 此 点 单 侧切 线 间 的 交角 为 a, 则 a 亦 就 是 高 斯 积分 的 值 . 如 要 
用 分 析 法 建立 所 述 结果 就 应 该 先 从 (并 ) 分 割 掉 点 4 的 某 一 邻 域 , 再 紧缩 这 一 邻 域 而 变 到 极限 . 

564. 三 维 的 情形 ”整个 上 面 的 研究 也 可 重复 到 空间 的 情形 . 

设 有 三 函数 P(z,y,z), Q(z,y,z), R(z,y,z) 定义 于 并 连续 于 某 一 空间 的 区 域 (V)， 
我 们 来 讨论 沿 在 这 区 域 中 的 任 一 曲线 (4B) 而 取 的 曲线 积分 : 


Pdz + Qady + Rdz. (13) 
(AB) 


第 556 及 557 目 中 的 推理 立刻 可 不 加 改变 地 搬 到 这 里 来 . 因此 , 这 里 就 有 类 似 于 第 
555 目 中 定理 1 的 一 定理 成 立 :积分 (13) 与 积分 道路 无 关 的 问题 可 化 为 微分 式 
Paz + Qdy + Rdz (14) 


是 否 为 恰当 微分 的 问题 , 亦 即 是 否 有 一 (“ 原 ”) 函数 B®(z,y,z) 存在 , 其 全 微分 


OB DB OB 
EE 十 Ed 十 到 


与 表示 式 (14) 相同 . 
顺便 注意 到 , 如 这 样 的 函数 存在 , 则 积分 (13) 就 可 表 作 它 的 两 有 限 值 的 差 : 


Pdz + Qdy + Rdz = ®(B) ~ ®(A) = B(M) (15) 
(4B) A 


[比较 557(6*)]. 
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与 前 面 一 样 , 以 下 就 产生 了 恰当 微分 判别 的 问题 . 设 在 区 域 (V) 中 有 连续 导数 
OP 8P 09 80 BOR OR 
Oy’ Oz’ Bz Br’ Or’ Ov 
于 是 , 如 果 (14) 式 是 某 一 函数 B(x,y,z) 的 微分 , 故 等 式 
08 08 08 | 
一 ~ 页 ， f= (16) 
成 立 , 则 
OP B® OP PE 0 PE 0 PP 
By Bry'’ Oz Ozr0z’ Oz ydz’ Or Oyar’ 
OR PE OR 2® 
Or BzOr’ Oy 8z6y- 
由 假设 , 所 有 这 些 导 数 都 连续 , 于 是 [191] 等 式 
OP 68@89 BR OR OP B 
By rz’60z bar Bz (B) 
丝 成 立 . 因此 , 不 论 (V) 是 怎样 的 区 域 , 要 使 (14) 式 是 恰当 微分 因此 积分 (13) 与 道 
路 无 关 , 条 件 (B) 是 必要 的 . 
转 到 这 一 条 件 充分 性 的 问题 上 来 , 我 们 这 里 限制 在 区 域 (V) 是 长 方 体 


(V) = [a, b; c,d;e, f] 


的 情形 . 这 里 我 们 重复 第 558 目的 讨论 . 
为 了 要 决定 条 件 (16) 中 的 函数 B(z,y,z), 我 们 将 第 一 个 式 子 对 于 z 从 zo 积分 
到 z(a < zo,z < 器 , 而 将 y 及 zz 任意 地 固定 在 对 应 的 区 间 中 , 我 们 得 


D(z,Y,2) = / “P(g, 2)dz + (roy, 2). 
在 (16) 的 第 二 个 方程 中 令 z = zo 并 对 y 从 yo 积分 到 y(e < yo,y < q), 得 
Sleow ) = Ql Dy + Pleo 
最 后 , 在 (16) 的 第 三 个 方程 中 令 x = zo,y = yo, 而 对 z 从 zo 积分 到 z(e < 20,z < 月: 
B(z0, Yo;2) = 人 R(zo0, Yo, 2)dz + ®(z0, yo, 20). 


显然 , 常数 值 更 (zo, yo, z0) 是 依然 可 任意 的 , 如 表 作 C, 则 最 后 得 所 求 函 数 的 如 下 表 
示 式 : 


r vy 
B(z,y,2) = / P(z,y, 2)dr + [ Q(zo0y, 2)dy + / Reogoadz+C (17) 
ro yo 


20 
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在 必要 时 如 应 用 莱 布 尼 茨 规则 , 现在 很 容易 验证 这 一 函数 确实 满足 (16) 的 所 有 条 件 . 
这 种 原 函 数 的 直接 构成 法 使 我 们 相信 , 至少 对 长 方 体 的 区 域 (V), 一 一 要 使 (14) 
式 是 恰当 微分 , 也 就 是 说 , 要 使 积分 (13) 与 道路 无 关 , 条 件 (了 B) 是 充分 的 . 
要 将 这 里 推广 到 一 般 情形 是 可 以 的 , 只 要 区 域 (V) 满足 某 一 条 件 (与 平面 区 域 
单 连 通 性 的 条 件 相 类 似 ). 但 因为 这 时 要 进行 所 有 的 推理 是 很 困难 的 , 我 们 暂时 丢 开 
它 . 以 后 [641], 在 熟悉 了 曲面 积分 与 斯 托 克 斯 公式 后 , 我 们 再 回 到 这 些 问 题 来 . 


565. 例 1) 沿 任何 闭路 所 取 的 曲线 积分 
/ (02 + 9) (sds + ydy) 
(D) 


是 否 为 零 ? 
答 “为 零 , 因为 积分 号 下 的 式 子 显 然 是 函数 了 (z? + 2)? 的 全 微分 
2) 不 参照 条 件 (A), 说 明 积 分 
zady — ydz 
(4B) 
与 积分 道路 有 关 或 否 . 
答 有关 (一 般 说 来 ). 因为 沿 一 不 自身 相交 的 闭路 , 这 类 积分 代表 由 这 一 闭路 所 范围 的 区 域 
面积 的 两 倍 1551], 并 且 因 此 异 于 0. 
3) 对 下 列 各 微分 式 判 定 原 函 数 的 存在 性 并 求 出 来 : 
(a) (4z8 一 3 只 十 5)dz 十 (3z492 一 6zy — 4)dy, 
(6) (10zy 一 8y)dz 十 (5z2 一 8z + 3)dy, 
(3) (47°° — 2y°) dz + (32°Y? — 2zy)dy， 
(Cn [((z + y+ le — evldr+[e” — (z+y+ le’ldy. 
解 ” 借 可 积分 条 件 之 助 可 知 , 在 (a),(6), (r) 三 情形 下 是 恰当 微分 , 而 在 情形 (8) 时 不 是 的 . 
(a) 由 公式 (8), 令 zo = yo = 0, 有 


PB(7,Y) = 三 5dz 十 ec —67y— 4dytoO 
= 5 + zy go 一 4 十 C. 
用 公式 (7) 亦 可 同样 得 出 : 
®(2,Y) = | Gy — 3y 十 5)dz 十 [ay +C 

4 一 3zy2 + 52— yrc. 

(6) 取 zo = yo = 0 后 可 很 方便 由 公式 (8) 计算 出 来 , 因为 第 一 个 积分 成 为 零 了 : 
更 (z,y) = | —87+3)dy+C= (5 一 8z 二 3)7 十 C. 

(r) 由 上 述 任 一 公式 得 : 


B(5,Y) = (T+ —e)+C. 
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4) 求证 条 件 9 = 2 相当 于 恒等式 
Oy Oz 


/ plowar+t / Qteowey= / Po)az+t 上 Q(z, ydy 


T 
5) 有 时 原 函 数 的 求法 (如 果 可 积 条 件 满足 ) 可 与 在 558 中 所 做 的 有 所 不 同 . 用 例 3)(a) 来 说 
明 这 点 ， 
由 条 件 


> OP ， 09 ww 
(假设 函数 PQ 及 基 篆 连 续 )， 


OB _ ，s 3 2,2 
5 二 47 1 一 3 十 5, 
对 zx 积分, 求 得 下 的 表示 式 zy 一 3zy? 十 52, 但 可 相差 一 “积分 常数 ". 这 常数 与 我 们 对 z 所 


积分 的 z 无关, 但 可 与 “参数 ”y 有 关 ; 故我 们 可 将 它 取 为 p(y) 形状 . 因此 ， 


下 一 ty 一 3 十 57 十 %. 


当 将 更 代 人 条 件 
4 2 
By =37Yy —6zy—4 
时 , 得 到 
dp 
dy 


于 是 = -4 十 C. 最 后 
更 一 2 一 3z12 二 57 一 4 十 CC 


6) 如 不 注意 到 可 积 条 件 不 合适 而 将 同一 方法 应 用 到 例 3)(e) 上 去 , 则 在 决定 2 时 得 条 件 


这 显然 是 矛盾 的 , 因为 右 端的 式 子 包含 有 z, 而 同时 yp 又 与 > 无 关 ! 
7) 一 般 地 来 弄 清 楚 在 实践 上 述 方法 时 , 可 积 条 件 究竟 起 怎样 的 作用 , 是 很 有 趣 的 . 
将 等 式 


对 2 积分 , 与 在 特殊 例子 中 一 样 , 得 
Bg,y) = / Ptz yds + p(y). 
在 决定 p(y) 时 第 二 个 等 式 
as _ 


给 出 条 件 
Y = Q(z,Y) ~ 高 人 P(zy)dz =Q(z, 幼 一 人 do. (18) 
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若 右 端 式 子 实际 上 与 z 无 关 ( 即 当 y = 常数 时 不 
因 z 改变 而 改变 ), 则 单纯 地 对 y 求 积分 就 得 到 p 的 式 
子 . 而 如 (18) 式 中 包含 z, 则 对 p 所 得 的 条 件 就 是 矛盾 
的 , 因为 p 必须 与 z 无 关 . 因此 , 成 功 与 否 根本 决定 于 
(18) 式 是 否 与 z 有 关 , 而 这 非常 简单 地 可 从 (18) 式 对 z 
的 篇 导数 是 否 为 零 来 判定 . 但 这 一 导数 等 于 2 - 
因此 条 件 (A) 满足 , 也 只 1 要 它 满足 就 能 保证 成 

8) 函数 F(z,y) 应 满足 怎样 的 条 件 才能 使 式 子 


图 28 F(z,Yy) (zdz + ydy) 


9) 利用 六 函数 的 基线 积分 表示 式 [556(4)], 并 一 次 取 折 线 ACM 而 另 一 次 取 ADM( 图 28) 
作为 积分 道路 来 推出 第 558 目 中 原 函 数 的 公式 (7) 与 (8). 

10) 为 了 给 出 第 556 目 中 求 原 函数 的 一 般 公 式 (4) 的 另 一 应 用 例题 , 我 们 由 这 一 公式 重新 来 
解 问题 3) (a). 取 连 接 坐标 原点 及 平面 中 一 任意 点 (x,y) 的 直线 段 为 积分 道路 (我 们 用 另 法 来 表 
示 它 的 坐标 是 为 了 使 不 与 积分 道路 上 动 点 的 坐标 z,y 相 混淆 ). 

在 积分 


(z 3 
F(z',Yy) = / (A473 一 392 十 5)dz + (32 — 67Yy — bdy 
(0,0) 


中 应 以 2 代替 y( 因 为 y= 2 恰 为 积分 道路 的 方程 ), 且 这 就 将 问题 变 成 计算 对 z 的 自 0 到 
z 的 普通 定 积分 . 结果 得 


， ， 2 /7 ‘3,.6 9y 2 2 Aaf 
一 2 ‘4 ‘3 一 37z/ y 2 十 5z' 一 4 21， 
除 记 号 外 , 这 与 上 面 求 得 的 式 子 全 同 . 
11) 确定 一 区 域 使 表示 式 


Pdr + Qdy = V VT + -rdr+V Veit+ rdyo 


在 其 中 是 一 全 微分 , 并 对 这 一 区 域 求 出 其 原 函 数 . 
解 我 们 有 (当天 0 时 ): 


OP 1 . 4 VZ2 十 内 十 Z 

Oy 2 / Jz ri V+ 2V2Z2 十 3 

00 1 z 1)- VzZ2 十 2 十 7 
oz 2 Nes /z2 + 2V/Z3 十 好 


0 与 通常 一 样 ,符号 一 代表 算术 要 . 
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且 在 第 一 式 中 正 负 号 应 取得 与 y 的 符号 相 一 致 . 因此 , 可 积 条 件 仅 在 y > 0 时 才能 适合 . 
因为 这 样 的 关系 , 我 们 限制 在 上 半 平 面 中 , 在 还 原 原 函 数 时 我 们 利用 与 10) 中 相同 的 方法 , 但 
将 直线 段 方程 取 作 参数 形式 : 


z=72t, y=yt (Og<txg1). 


则 


(zy 
F(x,Y)= / Pdz + Qdy 
(0,0) 


1 

=/ (zV Vr ry VVrI2+Y? + Vtdt 
0 

=3(w VV ty ty Vz?2+y?+2). 


12) 令 

1 zdy — ydz 

2 472 + 2Bry + Cy? 

验证 适合 条 件 (A) 并 求 对 应 于 奇 点 (0,0) 的 循环 常数 . 
提示 沿 椭 圆 


Padz + Qdy = (4,C, AC — B? > 0). 


Az?* +2Bry+ Cy =1 (E) 
来 计算 曲线 积分 最 为 简便 , 因为 , 这 样 ， 


/ Pdz + Qdy = 3/ zady 一 Var 
(E) (E) 


就 简单 地 成 为 [551,(10)] 这 椭圆 的 面积 , 这 面积 为 我 们 大 家 所 熟知 [339,6)]. 比较 549,9). 
13) 如 可 积 条 件 满足 , 则 有 时 即使 有 奇 点 时 , 曲线 积分 仍 可 与 道路 无 关 ,而 原 函 数 为 单 值 的 ! 


例如 , 对 以 坐标 原点 为 奇 点 的 式 子 
Zaz + ydy 


人 2 十 42 》 
例如 , 函数 In(z? + 多 o) 就 是 一 原 函 数 , 它 与 它 的 导数 在 整个 平面 中 ( 除 原点 外 ) 单 值 且 连 续 . 读者 
立刻 自己 可 以 想到 , 这 是 由 于 对 应 于 原点 的 循环 常数 等 于 零 的 缘故 . 


14) 将 微分 式 
1 1 之 也 1 
(高 - Bis) +t d+ (5 到 - 十 ) dz 
解 “可 积 条 件 ” 很 容易 验证 : 
oP 6 > 6 68 1 6 6pP_ 1 22 一 2Z2 


Oy Or zp Oz Oy my Or Oz -zt (z2 十 z2)2 
将 公式 (17) 中 的 x 及 z 的 地 位 对 调 后 按 所 得 公式 来 进行 计算 , 并 令 zo = 0, 而 zo 及 > 0. 
则 三 个 积分 中 只 剩 下 一 个 了 , 立刻 就 得 到 


” Tr 1 之 
soa=/ (二 2- 喜 )4z+C=artgE- 己 1C 
0 AN\Z2 十 22 zy Z xy 


‘50. 第 十 五 章 曲线 积分 . 斯 蒂 尔 切 斯 积分 [566] 


566。. 物理 问题 的 应 用 “根据 所 述 理论 我 们 再 回 到 若干 以 前 讨论 过 的 力学 及 物理 学 领域 内 
的 问题 . 

1) 力 场 的 功 ”在 第 554 目 中 我 们 已 经 看 到 , 当 质 量 为 1 的 质点 自 位 置 4 位 移 到 位 置 B 时 ， 
力 场 的 功 可 表 作 曲线 积分 [参看 554(18)]; 


A= Xdz + Ydy, (19) 
(4B) 
其 中 X = X(zyY 二 Y(x,y) 是 力 场 强度 在 坐标 轴 上 的 射影 , 而 (4B) 表 质 点 的 轨道 . 
很 自然 地 要 阐明 在 什么 样 的 条 件 下 , 力 场 中 的 功 仅 与 点 的 开始 位 置 与 终止 位 置 有 关 而 与 轨道 
的 形状 无 关 . 显然 这 一 问题 相当 于 曲线 积分 (19) 与 积分 道路 无 关 的 问题 . 故 所 求 条 件 为 等 式 
ox _ oY 
Oy Ox’ 
这 时 当然 假设 由 场所 范围 的 区 域 是 单 连 通 的 且 无 奇 点 . 
这 同一 条 件 也 可 表 为 这 种 形式 : 当 质 点 由 一 个 位 置 位 移 到 另 一 位 置 时 , 场 中 力 的 功 当 且 仅 当 元 
素 功 


(20) 


Xdzri+Yady 

为 某 一 单 值 函数 U(x,y) 的 全 微分 时 就 与 位 移 轨 道 的 形状 无 关 . 这 一 函数 通常 称 为 力 函 数 或 位 势 
函数 ; 在 这 函数 存在 的 情况 下 , 场 本 身 名 叫 位 势 场 . 

当 点 自 位 置 4(zo, yo) 位 移 到 位 置 刀 (zi,ya) 时 , 位 势 场 的 功 就 等 于 [参考 557(6)] 力 函 数 对 
应 的 增 量 : 

U(x1, 1) — U(xo, yo) = U(B) — U(A). 

作为 一 例题 , 我 们 来 考察 牛顿 引力 场 .如 在 坐标 原点 O 处 放 一 质量 4, 而 在 点 4 处 放 一 质量 

1, 则 后 面 这 一 点 就 被 O 以 一 力 下 向 中 心 吸 引 , 其 大 小 等 于 


~ 
F=&, 


其 中 7 = VF? 十 如 为 原点 到 点 4 的 距离 . 因为 这 一 力 与 坐标 轴 间 夹 角 的 余弦 为 -2 及 -2 故 
力 巨 在 坐标 轴 上 的 射影 可 表 作 : 


一 二 dz 一 -0 (21) 
是 函数 
7 
的 微分 , 而 UV 在 这 里 就 起 位 势 函数 的 作用 ; 它 称 为 (点 O 的 场 的 ) 牛 顿 位 势 .尽管 有 一 奇 点 (坐标 


原点 ) 存在 , 这 一 函数 是 单 值 的 : (21) 式 沿 一 闭路 的 积分 即使 包围 原点 时 也 为 零 (此 处 “ 循环 党 
数 " 等 于 零 ). 


[566] 83， 曲 线 积分 与 道路 无 关 的 条 件 “51. 


当 点 自 位 置 4 位 移 到 位 置 B 时 , 场 的 力 做 一 功 


A= 人 人 _ 人 人 
rB rTA’ 


其 中 ra 及 ra 是 中 心 到 点 4 及 B 的 距离 当 将 点 B 移 到 无 穷 远 时 , 功 就 成 为 -二 如 点 从 无 
穷 远 处 位 移 到 位 置 4 时 , 它 就 恰恰 等 于 牛顿 位 势 的 大 小 二 -比照 第 549 目 ,13).] 
与 径 向 量 构成 +5 角 的 力 场 


所 二 kr 或 下 = (k 二 常数 ) 


是 非 位 势 场 的 例子 . 

整个 这 里 所 述 的 可 很 容易 地 移 到 空间 力 场 的 情形 去 . 

2) 平面 中 流体 的 定常 流动 ”如 以 u,v 表 向 量 速 度 沿 坐 标 轴 的 分 景 , 则 , 在 第 554 目 2) 中 我 
们 已 看 到 , 在 单位 时 间 内 通过 闭路 (K) 流 到 里 面 去 的 流量 等 于 


@ 一 vdz 一 udy 
/CE) 
[参看 554,(22)]. 在 不 可 压缩 流体 的 情况 下 , 当 没有 泉源 或 漏洞 时 , 这 一 积分 恒 等 于 零 . 由 此 推 得 ， 
向 量 速度 的 分 量 u,v 必须 适合 条 件 
Ou o_o 
Oz Oy 
因此 积分 号 下 的 式 子 vudz - udy 就 有 一 原 函 数 p(2M) = 2(z, 切 ,在 流体 力学 中 称 为 流 函 数 . 
如 取 连 接点 4 及 B 的 任 一 曲线 (4B), 则 如 已 经 知道 的 [554(18)], 在 单位 时 间 内 通过 它 流 
向 一 确定 的 一 侧 流 量 可 用 积 
Q= vaz 一 udy 
(AB) 
来 表示 , 且 曲 线 (4B) 的 方向 必须 是 这 样 , 使 朝向 所 提 到 的 这 一 侧 的 法 线 与 正 的 切线 方向 交 于 一 
角 + 本 . 现在 我 们 看 到 , 这 一 量 恰恰 就 等 于 流 函 数 在 曲线 两 端的 值 的 差 p(B) - p(4)! 
3) 气体 所 吸收 的 热 ” 现 在 我 们 重新 来 考虑 [554,3)] 一 问题 , 就 是 一 已 知 质量 (例如 ,1 千克 ) 
的 理想 气体 当 改 变 它 的 状态 时 它 所 得 到 的 热量 . 如 果 气 体 状 态 变 化 过 程 的 本 身 用 w 平面 中 的 曲 
线 (KK) 来 说 明 , 则 , 如 在 第 554 目 3) 中 已 见 的 , 这 一 热量 可 表 作曲 线 积分 [参看 该 处 (23)]: 


r=/ PpaV 4 LVap 
uo) BR 元 


(我 们 保持 原来 的 记号 ). 
如 果 与 通常 一 样 , 认为 气体 热 容量 cv 及 cp( 分 别 当 体积 国定 及 当 奈 力 圈 定时 ) 不 变 , 则 可 积 
条 件 这 里 显然 不 成 立 . 实际 上 , 因为 cp 地 cv， 


0 0 
名 ( 知 - 旬 x 高 半 中 - 竟 


由 此 推 得 , 热量 U 不 是 气体 状态 的 函数 , 而 与 如 何 得 到 这 一 状态 的 过 程 有 关 . 甚至 在 一 循环 
过 程 中 气体 回 到 它 最 初 状态 时 , 气体 可 能 得 到 (或 失去 ) 若干 热量 . 


“52. 第 十 五 章 曲线 积分 . 斯 蒂 尔 切 斯 积分 [567] 


如 在 元 素 热量 的 式 子 
dU = BpdV + OYVdp 
中 乘 上 去 , 其 中 了 = 了 是 气体 的 绝对 温度 . 则 得 一 式 子 


dy dy dp 
TT Py to 


很 清楚 这 是 一 全 微分 . 其 原 函 数 为 


S=cplnV+i+ey np. 
[> aU 
(Vo,p0) T 
已 经 不 再 与 连接 定点 (Vo, po) 与 动 点 (Vp) 的 积分 道路 有 关 , 且 仅 与 上 面 所 示 的 函数 5 只 差 一 常 


数 . 由 这 一 积分 决定 某 一 物理 量 (所 谓 “ 炳 ”), 它 已 经 是 气体 状态 的 函数 且 在 热量 计算 中 起 重要 的 
作用 . 


曲线 积分 


84.， 有 界 变 差 函数 


567. 有 界 变 差 函 数 的 定义 ”本 节 所 谈 的 是 某 一 离 这 一 章 主 题 较 远 的 东西 . 我 们 
向 读者 介绍 一 类 重要 函数 (在 标题 中 已 说 明 ), 这 是 车 尔 当 (C. Jordan) 首先 引导 到 
科学 中 来 的 , 这 一 类 函数 将 在 我 们 下 一 节 中 所 讨论 的 定 积分 概念 的 推广 中 起 主导 作 
用 . 并 且 , 在 许多 其 它 数学 分 析 问 题 中 有 界 变 差 的 函数 类 也 有 重要 的 意义 . 

设 函 数 f(z) 定义 于 某 一 有 限 区 间 [a,4] 中, 其 中 a < b. 用 任意 的 方法 借 分 点 


TO=a<T<T < TT < <Tn=b 
之 助 将 这 一 区 间 分 为 许多 部 分 (这 与 我 们 在 建立 定 积分 概念 时 ， 当 形成 积分 和 或 黎 
曼 和 时 所 做 的 相似 ). 从 对 应 于 各 个 部 分 区 间 的 函数 增 量 的 绝对 值 , 作 和 
nl 
v= Df (rin) -ci (1) 
i=0 


现在 整个 的 问题 是 : 用 各 种 不 同方 法 细 分 区 间 [a,4] 为 许多 部 分 时 , 这 些 数 的 集合 是 
否 有 上 界 . 

车 和 (1) 在 其 集合 中 有 上 界 , 就 说 函数 f(z) 在 区 闻 [a, 6] 中 为 有 界 变 差 (或 有 界 
变动 ). 这 时 , 这 一 和 的 上 确 界 就 称 为 函数 在 这 区 间 上 的 全 变 差 (或 全 变动 ), 并 用 记号 


b 
V f(z) = sup{v} 


[567] 84。 有 界 变 差 函 数 . 53. 


来 表示 . 这 一 概念 也 可 应 用 到 非 有 界 变 差 函 数 的 情形 , 不 过 这 时 全 变 差 将 等 于 +oc. 
”由 上 确 界定 义 本 身 , 在 这 两 种 情况 下 , 适当 地 选取 区 间 [a, 4b] 的 细 分 后 , 可 使 和 vw 
任意 接近 于 全 变 差 Ve f(z). 换 名 话说 , 可 以 选取 一 细 分 的 序列 使 全 变 差 为 对 应 的 和 
v 的 序列 的 极限 ， 

有 时 会 遇 到 在 一 无 穷 区 间 内 函数 f(z) 变 差 的 有 界 性 问题 , 例如 在 区 间 [a, +o0] 
内 .如 果 f(z) 在 这 区 间 的 任何 有 限 部 分 [a, 4] 上 为 有 界 变 差 函数 , 且 全 变 差 V4 f(z) 
在 其 集合 中 是 有 界 的 , 我 们 就 说 函数 f(z) 在 区 间 [a, 十 oo] 中 为 有 界 变 差 的 . 在 所 有 
情况 下 , 我 们 令 


十 co A ， 
Vie -sw {Vo}. (2) 


注意 , 在 这 些 定义 中 函数 f(x) 连续 性 的 问题 并 没有 起 任何 作用 . 
任何 有 界 单调 函数 可 作为 有 限 或 无 穷 区 间 [a,b] 上 有 界 变 差 函 数 的 例子 ， 如 区 
闻 [a,4] 为 有 限 的 , 则 它 立刻 可 由 下 面 推 出 : 


n—l 


DIf (rir) — f(zi)] 


i=0 


v= 3 |f (zit1) - cil = =|f(6) — flo)l, 


故 亦 V2 f(z) = |f(b) 一 f(a)|. 对 区 间 [a, +co], 显然 有 
十 co 
V f(z) = sup{|f (A) — f(a)|} = |f(+00) ~ flo)), 
与 通常 一 样 , 我 们 将 f(+oo) 理解 为 极限 lima_ ,+ f(A4). 
现在 举 一 个 连续 函数 但 不 是 有 界 变 差 函 数 的 例子 . 令 
f(z)=zcos (对 z#0), f(0) =0, 
我 们 来 考察 , 例如 , 区 间 [0, 1. 如 取 点 
0< < <1 
为 这 一 区 间 的 分 点 , 则 容易 证 明 ， 
v= >11i4...4L= FH, 
2 n 
而 {参看 365,1)] 


V f(x) = sup{v} = 十 co. 


t 


54. 第 十 五 章 曲线 积分 . 斯 蒂 尔 切 斯 积分 [568] 


568. 有 界 变 差 函数 类 ”我们 已 经 提 到 过 , 单调 函数 是 有 界 变 差 的 . 可 以 用 下 面 
的 方法 推广 这 一 函数 类 : 
1l。 如 在 区 间 [a,0| 中 给 出 的 函数 f(z) 是 这 样 的 : 可 使 区 间 分 为 有 限 个 部 分 


[ak ak (k=0,1,.…,m— 1;a0 = a,am = Db), 


而 在 每 一 部 分 上 f(z) 是 单调 的 ,@ 则 它 在 [a, 晶 上 为 有 界 变 差 的 . 
用 任意 方法 将 区 间 [o, 中 分 为 许多 部 分 , 作 和 v. 因为 加 入 每 一 新 的 分 点 只 可 能 
使 增加 ,@ 故 若 将 所 有 上 面 所 谈 到 的 点 ak 一 起 加 到 分 点 中 去 , 我 们 就 得 一 和 5 > 
如 在 和 5 中 集 出 与 区 间 [ok,ak+i] 有 关 的 项 , 则 在 上 面 用 一 符号 (有 ) 表 它们 的 和 时 ， 
我 们 将 有 
ze = |f(ag41) — f(a), 
所 以 


五 一 3 |f (ag+1) — flaxr)l. 
k=0 


因为 任意 的 和 v 不 会 超过 这 一 数 , 故 它 就 是 函数 的 全 变 差 . 
2 如 函数 f(z) 在 区 间 [a,b] 中 满足 条 件 


|f(2) — f(z)| < Llz — zl, (3) 
其 中 工 = 常数 ,而 了 及 工 是 区 间 的 两 任意 点 ,@ 则 它 是 有 界 变 差 的 , 且 


b 
V f(z) < Lb— oa). 
这 可 由 下 面 不 等 式 推 得 : 


nl n—l 
V 二 >， [f(zir1) — f(zi)| <L 》 (zili — zi) = L(b— a). 
i=0 i=0 
特别 ， 
3° 如 函数 f(z) 在 区 间 [w 引 上 有 有 界 的 导数 : |P(zj| 所 工 (其 中 工 = 常数 ), 则 
它 在 这 区 闻 上 是 一 有 界 变 差 的 函数 . 
事实 上 , 由 中 值 定理 , 这 时 


上 (本 — fz) =| 2) < LF-7) (2é22), 


@ 这 种 函数 我 们 称 它 在 区 间 [a, 9 上 分 段 单 调 . 
四 如 在 zi 及 ziti 间 播 入 一 点 z', 则 项 |f(zi41) 一 f(zi)| 就 代 之 以 和 


(f(zit1) — f(z) + F(z) -coil 2 f(r) — f(z). 
@ 这 一 条 件 通常 称 为 利 普 希 茨 (R.Lipschitz) 条 件 . 


[568] 84， 有 界 变 差 函 数 55 ， 


故 利 普 希 茨 条 件 (3) 适合 . 
由 这 一 注意 可 以 推断 , 例如 , 函数 


f(z)=z2sin® (z#0), f(0)=0 
在 任何 有 限 区间 上 变 差 的 有 界 性 , 因为 它 的 导数 
f(z) = 22 sin = 一 Tcos 志 (zz#0), f(0)=0 


是 有 界 的 . 很 有 趣 的 , 我 们 注意 , 在 包含 点 0 的 每 一 区 间 中 , 这 函数 “无 限 地 振动 ”, 亦 即 无 数 次 地 
从 增加 变 成 减少 , 无 数 次 地 从 减少 变 成 增加 . 
有 界 变 差 函数 的 一 般 类 可 由 下 面 的 命题 给 出 : 
4°。 如 f(z) 在 一 有 限 (或 甚至 在 一 无 穷 ) 区 间 [w, 中 上 可 表 作 一 有 变动 上 限 的 
积分 的 形状 时 : , 
fo) =et | via (Gd 


其 中 p(t) 假定 在 这 一 区 间 上 是 绝对 可 积 的 , 则 f(z) 在 这 区 间 上 是 有 界 变 差 的 . 这 时 
b b 
V f(z) < / g(at. 


设 [如 是 一 有 限 区 间 , 则 


nl 


n—l Titl 
o= Dead) -=| oa 
i=0 i=0 Ti 
n—l1 Titl b 
< le@lat = ee 
5) wou) 


由 此 就 推 得 我 们 的 断言 . 
如 果 我 们 所 谈 的 是 无 穷 区 间 [a, +col, 则 只 要 注意 


A A 十 ce 
Vi < osf wo 
就 够 了 
附注 可 以 证 明 , 在 有 限 的 区 间或 无 限 区 间 的 情形 , 实际 上 准确 的 等 式 
b b 
V #9) = {Iolat 


成 立 . 车 函数 y(t) 在 区 间 [a,9| 上 可 积 但 不 是 绝对 可 积 的 , 则 f(x) 的 全 变 差 根本 就 
是 无 穷 的 . 我 们 不 想 讨论 这 了 , 但 仅 用 一 些 例 题 来 说 明 后 面 讲 的 这 一 点 . 
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设 f(z) = ?sin 二 (7 关 0),f(0) = 0, 所 以 


Jo =wlz)=2zsin 互 - 工 cos 互 (2#0), f(0) =p(0) =0. 
因此 , 例如 对 0< x < 2， 
f(z) = [ pat, 
0 


但 在 第 482 目 中 我 们 已 证 , 这 一 积分 不 是 绝对 收敛 的 . 利用 与 在 那里 相同 的 思想 ,将 区 间 [0,2] 用 
点 


1 1 V2 
一 一 oo 1 /一 一 一 D” 了 一 产 a11, 2,2 
0 FV mI IY m3 V3V3 “2 


分 开 ; 对 于 其 对 应 的 和 显然 有 : 
> i) - f (去 ) 


由 此 推 得 


与 此 相 类 似 , 容易 证 明 函数 
1 四 = 守 ta 
0 
在 区 间 [0, 十 oo] 中 不 是 有 界 变 差 的 [比照 476]. 


569. 有 界 变 差 函数 的 性 质 “” 这 里 一 切 函 数 所 讨论 的 区 间 [a, 6] 假定 为 有 限 的 . 
1” 任 一 有 界 变 差 函 数 是 有 界 的 . 
事实 上 , 当 a < zw’ gb 时 我 们 有 


b 
v =|f(2) — FO + — f(z) < V f(z), 
于 是 
(f(z) < |f(2) = FO + NF) < lfla + V6) 


2。 两 有 界 变 差 画 数 f(z) 及 jz) 的 和 、 关 及 积 同样 是 有 界 变 差 函 教 
设 s(z) = f(z) 土 g(z), 则 
|s(zi+1) — s(Zo| & [f(zir1) — f(zi)| + lg(zit1) 一 gz 
对 附 标 i 相 加 ， 
> |s(zit1) — s(zi)|< 2 [f(zir1) 一 所 ci) 十 2 lg(zit1) — g(xi)| 
b 


<V f(z) )+ Vel) 


a 


[569] 84， 有 界 变 差 函数 57 ， 


由 此 推 得 
Vel < Vi + Vs 
今 令 p(z) = f(z)g(z), 并 设 对 ag zx < 
f(z)| < K，|g(z)| < 工 ，(K, 工 = 常数) 
(参看 1°). 显然， 


Ip(zi41) = p(zi)|=|f (cir) g(r) — 9g(70)] + g(ro)[f (zi41) -call 
SK -lg(zin) -g(r + Llf (rn) -fc 
由 此 已 很 容易 得 到 
b b b 
Vp(z) < KV g(r) + LY f(z). 
3 车 f(z) 及 gfz) 为 有 界 变 差 函 数 且 |g(z)| > > 0, 则 商 1 也 为 有 界 变 
差 画 数 ， 
由 性 质 2 只 要 求证 函数 h(z) = 6) 为 有 界 变 差 函 数 就 够 了 . 我 们 有 


phe) jzatz 一 gz 让- 工 lorz 
| 户 (Zi+1) h( 让 | 19(z [grr)l 三 9( it1) 一 g( |， 


所 以 
5 1 .2 
V hl(z) < 元 V 9?) 


4 设 函 数 Flz) 定义 于 区 间 oa, 中 上 且 a <c<b. 车 函数 f(z) 在 区 间 [a,b] 上 
为 有 界 变 差 , 则 它 在 区 间 [a,0] 及 [c, 避 上 也 为 有 界 变 差 , 反 过 来 也 是 如 此 . 这 时 ， 


Vi = ViG) 十 ViG) (5) 
设 f(z) 在 [a,4] 中 有 有 界 变 差 . 我 们 将 区 间 [a, a 及 [c, 4] 分别 分 成 许多 部 分 : 
Y=a< < <ym=e Hw0=e<A< n=b; (6) 
这 样 整个 区 间 [a,48] 亦 分 成 许多 部 分 . 对 区 间 [wo 及 [cq] 分 别 作 和 : 
-2 |f (yr1) v2 = > [f(z2+1) — f(z2)l; 
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对 于 区 间 [a,9] 的 对 应 和 将 为 v = vi 十 v2. 于 是 


b 
V1 十 V2 < Vf(), 


因此 , 每 一 和 vi, v2 都 是 有 界 的 , 即 函 数 f(x) 在 区 间 [a, a] 及 [cb 上 是 有 界 变 差 的 . 
选择 许多 细 分 (6) 使 和 vi 及 wa 趋 近 于 对 应 的 全 变 差 , 到 极限 时 得 


c b b 
V f(z) +V f(r) < V f(z). (7) 
现 设 f(z) 在 每 一 区 间 [a,d 及 [c, 中 都 是 有 界 变 差 的 . 将 区 间 [a,0] 任意 地 分 


成 许多 部 分 . 如 点 c 不 在 诸 分 点 之 列 , 则 我 们 将 它 补充 进去 , 我 们 已 知 , 这 样 得 出 
的 和 vw 只 可 能 增 大 . 仍 用 以 前 的 记号 , 将 有 


C b 
vu+v <V f(r)+V (2). 


由 此 立刻 可 以 推 得 f(x) 在 区 间 [lo, 届 上 的 有 界 变 差 性 及 不 等 式 


b c b 
V f(z) < V f(z) +V f(z). (8) 


最 后 , 由 (7) 及 (8) 推出 (5). 
从 已 证 的 一 些 定理 , 特别 可 推 得 : 
5。 如 在 区 间 [a,b] 中 函数 f(z) 有 有 界 变 差 , 则 对 a < zx 世上 b, 全 变 差 


为 = 的 单调 增加 ,( 且 为 有 界 ) 函数 . 
事实 上 , 若 o 和 zz <z” gb, 则 


Vf = V+V i, 


27 


g(7") — g(7") -VO> (9) 


(因为 由 全 变 差 定义 本 身 它 不 会 是 负数 ). 
参看 第 54 页 上 脚注 @@. 


[570] 84， 有 界 变 差 函数 “59 ， 


现在 很 清楚 了 , 在 无 穷 区 间 [u, 十 oo] 中 全 变 差 的 定义 可 不 用 (2) 而 写成 下 面 的 形 
式 : 


十 co A 
V 10) = ,mV fe) (2") 
用 这 一 说 明 , 这 一 目 中 的 定理 很 容易 推广 到 无 穷 区 间 的 情形 . 


570. 有 界 变 差 函数 的 判定 法 ” 设 函 数 f(z) 定义 于 -一 有 限 的 或 无 穷 的 区 间 [o, 吕 
上 

6。 要 使 函数 f(z) 在 区 间 [o, 避 上 为 有 界 变 差 的 ， 必 要 与 充分 条 件 是 : 对 于 它 ， 
在 这 一 区 间 上 有 这 样 的 一 有 界 单 调 增加 函数 F(z) 存在 , 使 在 区 间 [a 的 任何 部 分 
Er,zo](z < 27) 上 , 函数 的 增 量 绝对 值 不 超过 函数 斑 的 对 应 的 增 量 : 


Hz 一 AS Fo 一 Fo ) 


(有 这 种 性 质 的 函数 F(z) 自然 地 称 为 函数 f(zx) 的 强 函 数 .) 
必要 性 ”可 从 下 面 推 得 : 对 有 界 变 差 的 函数 f(z), 例如 , 函数 


可 作为 强 函 数 , 由 5° 它 是 有 界 单调 增加 的 .由 函数 全 变 差 定义 本 身 , 就 能 推出 不 
等 式 


[f(z”) — f(2)| < g(2”) 一 1 = VI 
充分 性 ”对 有 限 区 间 的 情形 , 从 不 等 式 
n—l 
v= f(z)—f < Tn Zi+1) 一 下 (Zi)] = F(b) — F(a) 
i=0 


立刻 可 以 看 出 , 而 对 无 穷 区 间 的 情形 , 可 由 极限 过 程 得 出 . 
判定 法 的 下 一 另外 形式 非常 重要 : 
7 要 函数 f(z) 在 区 间 [a, 上 有 有 界 变 差 ， 必要 与 充分 条 件 是 它 在 这 一 区 间 
中 能 表 作 两 个 有 界 单调 增加 函数 的 差 : 
fcz) = g(x) — h(x). (10) 
多 但 亦 可 用 不 带 绝对 值 记 号 的 不 等 式 : 
f(x") — f(7) < F(z") — F(z’). 
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必要 性 ”由 6°, 对 有 界 变 差 函数 f(z) 应 有 一 有 界 单调 增加 的 强 函 数 F(z) 存在 . 


令 
9(Z) = F(z), h(x) = F(z)— f(z), 
所 以 (10) 式 适 合 . 还 要 证 明 的 是 函数 h(xz) 的 单调 性 ; 但 当 z < x” 时, 由 强 函 数 的 
定义 ， 
pz ) 一 pz)=[E(z) 一 cz 一 [zz 一 zz 20. 
充分 性 可 从 下 面 看 出 来 : 当 有 等 式 (10) 时 , 函数 


F(z) = g(7) + hlz) 
就 是 强 函数 , 因为 
je) 一 Ac 和 Bl 一 gc+[Rz — hl)] = Fz”) — Fz). 


留 给 读者 两 习题 : 

1) 根据 所 述 判 定 法 , 重新 证 明 前 目 中 断言 1?~4?; 

2) 对 在 第 568 目 中 所 考察 的 有 界 变 差 函数 类 , 直接 证 明 单 调 强 函数 的 存在 , 并 
将 它 表 作 两 单调 函数 差 的 可 能 性 . 

关于 定理 7° 我 们 将 作 一 补充 说 明 . 因为 函数 g 及 h 都 是 有 界 的 , 故 在 它们 上 
面 各 加 上 同一 常数 恒 可 使 它们 都 变 成 正 的 . 同样 , 在 函数 g 及 h 上 加 上 任何 一 个 严 
格 增加 的 有 界 函 数 (例如 ,arctgz), 我 们 便 得 到 一 个 形 如 (10) 的 拆 开 来 的 式 子 , 其 中 
两 个 也 数 都 已 经 是 严格 增加 的 . 

由 7°* 中 所 建立 的 , 有 界 变 差 函 数 在 某 种 意义 上 化 为 单调 函数 的 可 能 性 , 读者 不 
要 幻想 到 有 界 变 差 函 数 的 性 质 很 “简单 ”: 试看 , 在 第 568 目 曾 考察 过 的 无 限 振动 函 
数 

f(z)=z?sinT (sz#0, f(0)=0 


I 
也 可 表 作 两 单调 函数 的 差 的 形状 ! 
然而 , 就 是 因为 (10) 式 的 关系 , 单调 函数 的 某 些 性 质 也 搬 到 有 界 变 差 函 数 上 来 
了 . 例如 , 如 果 回忆 到 , 对 任何 的 z = zo, 单调 有 界 函 数 f(z) 的 右 侧 的 及 左 侧 的 单 侧 
极限 都 存在 ， 
f(zo —0) =, lim f(s), f(ro+0)=, tim fa， (11) 


Z 一 2Z0 十 0 
171,1°], 则 , 应 用 这 一 性 质 到 每 个 函数 9 及 h, 亦 可 得 出 结论 : 
8。 在 区 间 [a, 上 有 界 变 差 的 函数 f(z) 在 这 一 区 间 的 任何 点 2 = zo 处 有 有 
限 单 侧 极限 (11) 存在 .@ 
中 当然 , 如 果 zo 是 区 间 的 端点 之 一 , 则 只 能 谈 到 这 两 个 极限 中 的 一 个 . 


[571] §4.， 有 界 变 差 函 数 “61. 


571. 连续 的 有 界 变 差 函 数 9。 设 在 区 间 [a,4] 中 给 出 一 有 界 变 差 函数 f(z). 
如 f(z) 在 菜 一 点 2 = zo 连续 , 则 在 同一 点 , 函数 
g(x) = V f(t) 


假定 zo < 5, 求证 g(x) 在 点 zo 处 右 连续 . 为 达 此 目的 , 取 一 正 数 = > 0 后 , 用 点 


XO <Zi1<:.…<rn=b 


将 区 间 [zo,0] 分 为 许多 部 分 使 
n—1 b 
v= frr) — f(z) > Vf) ~—e. (12) 
i=0 To 


依据 函数 f(x) 的 连续 性 , 这 里 可 以 假定 ,zi 已 经 非常 靠近 zo, 使 不 等 式 
[f(z1) ~ f(zo)| <e 
适合 (在 必要 时 , 可 以 再 插入 一 分 点 , 这 样 , 和 w 只 会 增加 ). 因此 , 由 (12) 应 得 


b 


b n—l n—l1 
VI) <et Dd ci-Acijl<2e+》 fmt) — fri)| < 2e + VF), 
Xo i=0 i=1 


Tl1 


因而 ， , 
V f(t) < 2e， 
或 最 后 ， 
g(21) 一 9g(zo) < 2e. 
于 是 更 加 有 


0 & g(xzo +0) — g(x0) < 2e， 


因为 s 是 任意 的 , 因此 
9(zo + 0) = g(x0). 


同样 可 证 明 ( 当 xo > a 时 ) 
9(zo — 0) = g(x0), 


亦 即 g(x) 在 点 zo 处 左 连续 . 
从 证 得 的 定理 得 出 这 样 一 推论 : 
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10°。 连续 的 有 界 变 差 函 数 可 表 作 两 连续 增加 函数 差 的 形状 . 
事实 上 , 如 回 到 命题 7” 的 证 明 (特别 , 关于 必要 性 一 方面 ), 并 取 吗 数 ( 且 由 9”， 
是 一 连续 的 肾 数 ) 


=V /0) 
作为 单调 强 函 数 时 , 就 能 得 到 所 求 的 分 拆 开 的 式 子 . 
最 后 我 们 指出 , 对 连续 国 数 , 在 全 变 差 的 定义 
b 
V f(x) = sup{v} 
中 , 不 论 全 变 差 是 有 限 的 或 无 穷 的 ,“sup” 都 可 用 一 极限 来 代替 . 
11? 设 函 数 f(x) 连续 于 一 有 限 区 间 [a,8] 上 . 将 这 一 区 间 用 点 
2Z0 一 Q<2Z1<:… <2zn 一 
分 成 许多 部 分 并 作 和 
名 一 二 
v= ,f(rin) 一 /oil 
i=0 
后 , 就 有 
b 
limv = Vf(®), (13) 
其 = max(Zi+1l — 25) .也 
经 说 过 , 在 添加 一 新 的 分 点 时 和 v 不 会 减少 .@ 另 一 方面 , 如 这 一 新 分 点 落 在 
Zk 到 zk+1l 间 的 区 间 内 时 , 则 由 这 一 点 所 产生 的 和 的 增加 不 会 超过 函数 f(z) 在 区 


间 [zk, zk+il 上 振动 的 两 倍 . 
注意 到 这 一 点 以 后 , 我 们 取 任 何 一 数 


b 
A< V f(x) 
并 求 得 一 和 wv* 使 
v* > A. (14) 
设 这 一 和 对 应 于 下 一 分 法 : 


Z0 一 <O< <2%h=b. 


中 这 里 , 极限 过 程 与 对 黎 曼 和 或 达 布 和 [259, 30] 时 的 极限 为 同一 类 型 . 
@ 参 看 第 54 页 脚注 @. 


[572] 84， 有 界 变 差 函 数 “63. 


现 选 取 一 非常 小 的 5 > 0, 使 只 要 | 下 < 6 时 ， 


He0 -faIl<2 


(由 函数 f 的 一 致 连续 性 这 是 办 得 到 的 ). 我 们 来 证 明 , 对 任何 的 分 法 其 和 < 6 者 , 有 


v>A. (15) 


事实 上 , 有 了 这 样 一 分 法 (1), 我 们 就 在 (D 上 添加 这 些 点 zt 后 得 一 新 分 法 (ID 
如 对 应 于 分 法 (ID) 的 和 为 vo, 则 
vo 之 TY (16) 
另 一 方面 , 分 法 (ID) 是 由 (D) 经 过 (至 多 )m 次 添加 一 个 点 而 得 来 的 . 因为 每 次 
添加 所 引起 和 v 的 增加 小 于 “二 4, 故 


2m 


vA 
pt 


Vo—v< 


从 这 里 以 及 (16) 与 (14), 得 


v*—A > 4+ 
2 2 


这 样 , 当 入 < 5 时 (15) 式 适 合 ; 但 既然 恒 有 


> 4. 


人 盖 80 一 


b 
vg Vi(), 


故 的 确 (13) 式 成 立 , 这 就 是 要 求证 的 . 


572. 可 求 长 曲线 有 界 变 差 琐 数 的 概念 在 曲线 的 可 求 长 问题 上 有 应 用 ， 所 称 
概念 就 是 在 联系 到 这 一 问题 时 首先 被 若 尔 当 介绍 的 .我 们 想来 叙述 这 一 问题 作为 本 
节 的 结束 . 

设 一 曲线 (K) 以 参数 方程 


T= p(t), Y= (17) 


给 出 , 其 中 函数 ptt) 及 yb) 仅 假定 为 连续 的 . 同时 设 曲线 没有 重点 . 
取 曲 线 上 对 应 于 参数 什 


to<ti<ts < <tn=7T (18) 


的 点 为 曲线 内 接 折线 的 顶点 , 对 折线 的 周 长 我 们 有 表示 式 


| 
pp 


n 


p= 5 Vpltit) ~ P(t)]? + Wltir) — Yt)]. 


人 


外 
© 
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如 我 们 所 知 [247], 所 考察 的 曲线 其 弧 长 s 可 定义 为 所 有 内 接 折线 周 长 p 的 集合 的 
上 确 界 . 如 果 它 是 有 限 的 ， 同名 称 为 可 求 长 的 可 求 长 的 充分 条 件 我 们 在 第 一 关中 
已 说 明 过 [248]. 现在 条 件 . 
车 尔 当 定理 ”曲线 (17) 可 可 来 长 的 汉 要 充 分 条件 为 函数 of 及 W(b 在 区 间 [to,T| 
上 臂 为 有 界 变 差 ， 
必要 性 ”如 曲线 可 求 长 且 长 为 s, 则 对 区 间 [to,T] 的 任何 细 分 (18) 有 


[p(tiri1) — pt) + [w(titi) — pt) < s 


于 是 ， 向 明显 的 不 等 
Jp(tit1) — pt < Vlp(tiri) — pa)] + wltiti) — Pt) 
得 出 
> Ipltit1) — p(ti)| < s， 
所 以 函数 p(t) 的 确 是 有 界 变 差 的 同样 的 结论 可 加 到 函数 y(t) 上 . 
充分 性 现 设 函 数 p(t) 及 w(t) 都 是 有 界 变 差 的 . 由 明显 的 不 等 式 


[eds — p(t) + Wiiri) — pti)l? 


< ;3 Jp(ti41) — p(ti)|+ 和 \w tar) — V(ti)| 
记 0 


i=0 


可 以 推断 : 所 有 数 p 上 面 有 界 , 例如 以 数 
T T 
Vv) + Vw) 


为 上 界 , 于 是 由 上 所 证 就 能 推 得 曲线 (K) 的 可 求 长 性 . 
我 们 还 加 两 个 重要 的 说 明 于 后 . 
由 刚才 所 述 的 , 很 清楚 , 曲线 (17) 的 全 长 满足 不 等 式 


TT TT 
5 < Vr + VY 


考察 一 对 应 于 区 间 [to, 引 中 参数 变化 的 变动 弧 s = s(t), 应 用 上 面 不 等 式 到 区 间 [t,t 十 
A4] 上 去 , 其 中 At 譬如 说 ,> 0, 则 


t 十 At t 十 At 


0<As< V vt+ VY vw. 


[573] 85. .斯 蒂 尔 切 斯 积分 .65. 


因为 对 无 限 小 的 At 右 端的 两 个 变动 量 [由 571,9°] 与 As 一 起 同样 也 是 无 限 小 , 故 
我 们 得 到 结论 : 对 可 求 长 的 连续 曲线 , 动 缴 s(t) 是 参数 的 连续 函数 . 

因为 这 一 函数 自 0 单调 增加 到 整个 曲线 的 长 5, 故 不 论 n 为 怎样 的 自然 数 , 我 
们 可 以 设想 这 一 曲线 分 为 n 部 分 , 每 分 长 2 [ 辣 西 定理 , 83]. 如 平面 被 一 边 长 > 的 
正方 形 网 覆盖 起 来, 则 上 述 每 一 小 段 至 多 只 能 与 四 个 这 种 正方 形 相交 ,因此 , 所 有 与 
曲线 相交 的 正方 形 面积 的 和 在 任何 情形 下 不 会 超过 4n- 3 可 使 它 任意 小 :曲线 有 面 

由 此 得 一 有 趣 的 推论 :由 一 可 求 长 曲线 (或 若干 个 这 种 曲线 ) 所 围 的 区 域 显 然 是 
可 求 面积 的 , 亦 即 有 一 面积 [337]. 


85， 斯 蒂 尔 切 斯 积 


573. 斯 蒂 尔 切 斯 积分 的 定义 ”斯 带 尔 切 斯 (Th.J.Stieltjes) 积分 是 通常 的 黎 受 
定 积 分 [295] 的 直接 推广 . 它 用 下 法 来 定义 . 
设 在 区 间 [c, 外 上 已 给 两 个 有 界 函 数 f(z) 及 y(z). 用 点 


2Z0 一 QQ<X<zZa<…<zn_ <2n 一 (1) 


将 区 间 [a, 9 分 成 许多 部 分 , 命 和 = max Azi. 在 每 一 部 分 [zi, zi = 0,1,…,n 一 1) 
上 取 一 点 &, 计算 出 函数 f(z) 的 值 1(&;), 并 将 它 乘 上 函数 g(z) 对 应 于 区 间 [zi zi+j] 
的 增 量 : 

Ag(zi) = g(Ti+1) — 9(2i). 
最 后 , 作 所 有 这 些 乘 积 的 和 : 


n—l 


o = > f(€i)Ag(zi). (2) 
记 0 
这 一 和 称 为 斯 蒂 尔 切 斯 积分 和 . 
如 当 入 趋 近 于 零 时 斯 蒂 尔 切 斯 和 ao 有 一 确定 的 有 限 极 限 , 且 这 一 极限 既 与 区 间 
[a,9| 分 成 许多 部 分 的 方法 无 关 , 又 与 在 部 分 区 间 中 点 &; 的 选择 无 关 , 则 这 一 极限 称 
作 函 数 f(z) 对 函数 g(x) 的 斯 蒂 尔 切 斯 积分 ,S83) 并 表 作 记号 


b n—l 
ff(0)a9() = hm,o = lim Df(E)Ag(e).® (3) 
2 i=0 


@ 为 明确 起 见 我 们 假定 a。< ”不 难 同样 地 讨论 a。> b 的 情形 , 由 等 式 广 = - 太 , 它 立刻 可 化 为 
前 者 . 


83) 等 式 (3) 定义 的 积分 可 更 完整 地 称 为 黎 曼 -斯 蒂 尔 切 斯 积分 ; 在 现代 积分 理论 中 是 研究 其 推广 ， 
称 为 勒 贝 格 -斯 蒂 尔 切 斯 积分 . 


. 66 . 第 十 五 章 曲线 积分 . 斯 蒂 尔 切 斯 积分 [574j 


有 时 候 , 为 了 要 特别 强调 积分 是 在 斯 蒂 尔 切 斯 意义 下 考察 的 , 就 采用 记号 
b 
(8) /ydeG) 或 sgf(s)ag(s). 


这 里 的 极限 其 意义 与 在 通常 的 定 积分 情况 下 相同 . 更 精确 地 说 , 数 了 称 作 斯 带 
尔 切 斯 积分 , 如 对 任何 数 s > 0, 有 一 数 5 > 0 存在 , 使 得 只 要 区 间 [a,4] 分 成 许多 部 
分 其 入 < 6 时 , 不 论点 & 在 对 应 的 区 间 中 如 何 选 取 , 不 等 式 


lc —T|<e 


总 能 满足 . 
当 积分 (3) 存在 时 , 也 这 样 说 :函数 f(z) 在 区 间 [0 是 上 对 函数 g(z) 可 积分 . 
读者 可 以 看 见 , 上 面 所 给 定义 与 通常 歼 曼 积 分 定义 间 唯 一 的 (但 为 实质 上 的 ) 区 

别 是 : f(&;) 不 是 用 独立 变数 的 增 量 Azi 来 乘 , 而 是 用 第 二 个 函数 的 增 量 Ag(zi) 来 

乘 . 因此 , 当 取 独立 变数 z 本 身 作为 函数 g(z) 时 : 


9 人 (Z) = 7, 
可 见 黎 曼 积分 是 斯 蒂 尔 切 斯 积分 的 一 特殊 情形 . 


574. 斯 蒂 尔 切 斯 积分 存在 的 一 般 条 件 ”在 函数 g(z) 单调 增加 的 限制 下 , 我 们 
来 建立 斯 蒂 尔 切 斯 积分 存在 的 一 般 条 件 . 

于 是 , 当 a < 时, 与 早 前 的 Azi > 0 一 样 , 现在 所 有 的 Ag(zi) > 0. 只 要 将 Ar 
换 作 Ag(zi), 就 可 以 逐 字 逐 句 地 重复 整个 第 296 及 297 目的 论证 . 

首先 , 与 达 布 和 同样 , 在 这 里 最 好 引入 下 列 和 数 


名 一 工 n—l 
8 一 > mAg(zi), $= > MiAg(zi), 
i=0 i=0 
其 中 mi 及 Mi 分 别 表 函数 f(z) 在 第 i 个 区 间 [wi, zi41] 上 的 下 确 界 及 上 确 界 . 我 们 
将 称 这 些 和 为 达 布 -斯 蒂 尔 切 斯 下 和 及 上 和 . 
首先 很 清楚 的 (对 同一 分 法 ), 


s<o<S, 


且 s 及 5 为 斯 蒂 尔 切 斯 和 o 的 确 界 . 

与 最 简单 的 情形 [296] 一 样 , 达 布 -斯 蒂 尔 切 斯 和 本 身 有 下 列 二 性 质 : 

第 一 性 质 如 在 已 有 的 分 点 中 加 上 新 的 点 ， 则 达 布 -斯 蒂 尔 切 斯 下 和 只 会 增加 ， 
上 和 只 会 减少 . 

第 二 性 质 每 一 达 布 -斯 蒂 尔 切 斯 下 和 不 会 超过 每 一 上 和 , 即使 是 对 应 于 区 间 另 
一 分 法 的 上 和 . 


[575] §5。 斯 蒂 尔 切 斯 积分 67. 


如 引进 达 布 -斯 蒂 尔 切 斯 下 积分 及 上 积 
六 一 supfsy 及 I* = inf{S}, 


则 
s&h<I<Ss. 


最 后 , 借 达 布 -斯 蒂 尔 切 斯 和 之 助 , 对 所 考察 的 情形 很 容易 给 斯 蒂 尔 切 斯 积分 的 
存在 建立 一 基本 判定 法 : 


定理 斯 蒂 尔 切 斯 积分 存在 的 必要 充分 条 件 为 : 


n—l 


lim 2 wiAg(zxi) = 0, (4) 


与 通常 一 样 , wi 为 函数 f(z) 在 第 i 个 区 间 [zi, ziti] 上 的 振动 Mi 一 mi. 

所 有 的 证 明 , 我 们 已 说 过 , 与 在 第 296, 297 目 中 所 引用 的 对 应 证 明 全 类 似 , 我 
们 把 它们 留 给 读者 ， 

在 下 一 目 中 , 我 们 将 应 用 这 一 判定 法 来 求 出 若干 类 有 斯 蒂 尔 切 斯 积分 的 重要 函 
数 偶 f(7z) 及 g(x). 


575. 斯 蒂 尔 切 斯 积分 存在 的 若干 种 情况 
I 落 函数 f(z) 连续 而 函数 g(z) 的 变 差 是 有 界 的 , 则 斯 蒂 尔 切 斯 积分 


b 
/ f(z)dg(z) (5) 


存在 . 

开始 我 们 假定 g(z) 单调 增加 , 我 们 就 应 用 前 目 中 的 判定 法 . 对 任 一 已 给 的 s > 0， 
由 函数 f(z) 的 一 致 连续 性 , 可 找 得 5 > 0 使 f(x) 在 任 一 长 小 于 6 的 区 间 上 振动 小 
于 ey 现 设 区 间 [a 任意 地 分 成 许多 部 分 , 其 和 = maxAzi < 5. 则 所 有 


已 
wi < Fo go)’ 


2 eg < OE 2 — 9(7i)] = s, 
由 此 , 可 知 条 件 (4) 适合 , 因而 积分 也 存在 . 


在 一 般 情形 下 , 如 函数 g(x) 为 有 界 变 差 的 , 则 它 可 表 为 两 有 界 增加 函数 差 的 形 
状 : g(x) = gi (zx) 一 g2(z)[570,7°]. 与 此 相应 , 对 应 于 函数 g(z) 的 斯 蒂 尔 切 斯 积分 就 


68 ， 第 十 五 章 曲线 积分 . 斯 蒂 尔 切 斯 积分 [575] 


变 成 : 
o= 5 f(é)Agle) 
i=0 
一 3 flé&2) Ag1(Ti) 一 3 f(&i)Ag2(Ti) = cl — 02. 
i=0 i=0 


因为 由 已 经 证 明 的 论断 可 知 每 一 和 cl 及 os 当 和 一 0 时 趋 近 于 有 限 的 极限 , 故 
对 和 c 也 是 如 此 , 这 就 是 要 求证 的 . 

如 加 强 对 畏 数 g(x) 的 要 求 , 同时 就 可 减轻 加 到 函数 f(z) 上 的 条 件 : 

II 如 函数 f(x) 在 黎 曼 意义 下 在 区 间 [a,8] 上 可 积 而 g(x) 满足 利 普 希 茨 条件: 


lg(z) — g(x)| < L(z 一 2) (L= 常数 ,a<z<z<5b), (6) 
则 积分 (5) 存在 . 
为 了 又 有 可 能 应 用 前 面 讲 的 判定 法 , 开始 时 我 们 假设 函数 g(z) 不 仅 满足 条 件 


(6), 且 单 调 增加 . 


n—l n—l1 
> wiAg(zi) < L > CiAzZi， 
i=0 i=0 


但 由 函数 f(x) 的 可 积 性 (在 黎 曼 意义 下 ), 后 面 的 和 当 入 一 0 时 本 身 也 趋 近 于 0, 因 
而 第 一 个 和 也 趋 近 于 零 , 这 就 证 明了 积分 (5) 的 存在 . 
在 一 般 情 形 g(x) 仅 满足 利 普 希 茨 条 件 (6) 时 , 将 它 表 作 差 
g(x) = Lz ~ [Lz — g(x)] =9i(z) — g2(7). 
消 数 gi(z) = Lz 显然 满足 利 普 希 茨 条 件 且 同时 单调 增加 同样 ,函数 go(z) = Lz 一 
g(z) 也 是 如 此 , 因为 由 (6), 当 wa 和 zz 所 五 入 六 时 ， 


92(£) 一 92(Z) = L(Z — 2)— [g(z)— 9(7)] >0 


|92(£) — go(x)| & L(Z — 7)+ |9(2) 一 9(Z)| < 2L(z — 7z). 
在 这 种 情况 下 , 推理 与 上 面 一 样 . 
II. 如 函数 f(z) 在 歼 曼 意义 下 可 积 , 而 函数 g(z) 可 表 作 有 变动 上 限 的 积分 的 形 
状 : 
os) =e+ f va (0 
其 中 p(t) 在 区 间 [a,b] 上 绝对 可 积 , 则 积分 (5) 存在 . 


[575] 85， 斯 蒂 尔 切 斯 积分 “69 


设 p(t) > 0 故 g(z) 单调 增加 .如 p(t) 在 正常 意义 下 可 积分 因而 有 界 : lp(| < 
也 则 对 a < z <x<g5b 我 们 有 
Ig(5) - g(z)| = | / ed < Ls-2). 


因此 , 在 这 种 情形 下 , g(z) 满足 利 普 希 茨 条 件 , 由 I1, 积分 存在 . 
现在 假定 , p(t) 在 广义 的 意义 下 可 积 . 我 们 只 讨论 一 个 奇 点 的 情形 , 例如 5. 首 
先 , 对 任意 取 定 的 s > 0, 选 一 n>0 使 


b 局 
/ ?Od < 而 (8) 


其 中 8 是 函数 f(zx) 在 所 考察 的 区 间 中 总 的 振动 . 
将 区 闻 [a,4] 任意 地 分 成 许多 部 分 并 作 和 


n—l1 
》、 一 》 wuwiAg(zi， 
i=0 
将 它 拆 成 两 个 和 也 = 中 + 3, 第 一 个 和 对 应 于 完全 包含 在 区 间 [a,b 一 | 中 的 一 些 
区 间 , 第 二 个 和 对 应 于 其 余 的 区 间 . 只 要 入 = max Az; < 2 后 面 的 一 些 区 间 就 一 定 
在 区 间 也 一 n, 相 中 ; 故 由 (8)， 
b 
1 E 
> < of wl < 7 


另 一 方面 , 因为 在 区 间 [a,5 一 | 中 函数 y(t) 在 常 义 下 可 积 , 故 由 已 经 证 明 的 , 当 和 
相当 小 时 和 2 就 小 于 <. 因此 得 (4), 这 就 是 所 要 证 明 的 ， 

在 一 般 情形 , 当 函 妆 w(t) 在 区 间 fw 中 上 绝对 可 积 时 , 我 们 就 考察 函数 

p10) = OEY, p00) = PO, 
显然 , 它们 在 上 述 区 间 上 为 非 负 的 且 可 积 的 . 因为 
op 的 = 的 一 pa(， 

故 与 上 面 一 样 , 问题 归结 到 已 讨论 的 情形 . 

附注 设 函 数 g(z) 在 区 间 [a,9 上 连续 , 且 除 可 能 有 限 个 点 外 , 有 导数 g'(z), 又 


这 一 导数 @ 自 a 到 & 在 常 义 或 广义 的 意义 下 ) 可 积 ; 则 如 大 家 所 熟知 [470, 附注 ], 形 
如 (7) 的 公式 


9g(z) = 9(a) 十 / 9 (t)dt 


成 立 . 如 g'(zx) 绝 对 可 积 , 则 III 中 所 述 可 完全 应 用 到 函数 g(z) 上 去 . 
@ 如 在 导数 不 存在 的 点 处 , 其 值 任意 地 选取 . 


“70. 第 十 五 章 曲线 积分 . 斯 蒂 尔 切 斯 积分 [576] 


576， 斯 蒂 尔 切 斯 积分 的 性 质 ”由 斯 蒂 尔 切 斯 积分 的 定义 立刻 可 推 得 它 的 下 列 
各 性 质 : 


b 

1° / dg(z) = g(b) — g(a); 
b b b 

2 A) + flodolo) = f flrdolo) + f foal)agle); 
b b b 

3。 / fo)dlo(s) + 9 = f fa)dg(s) + ra 


b b 
xf) = 局: 太 7(ojdg(o) (1= 党 数 ) 


同时 在 2°,3°,4° 的 情形 下 , 从 右 端 积分 的 存在 可 推 得 左 端 积分 的 存在 . 
再 , 我 们 还 有 


5° / | f(z)dg(z) = / ‘fle)dg(z) + / ?f(s)dg(e), 


于 其 中 , 我 们 假定 a < c <。, 且 三 积分 皆 存 在 . 

要 证 明 这 一 公式 , 只 要 注意 在 作 积 分 fdg 的 斯 蒂 尔 切 斯 和 时 将 点 c 放 人 区 间 
[a, 4 的 分 点 之 中 就 可 以 了 .， 

与 这 一 公式 有 关 , 我 们 提出 一 些 注 意 , 首先 , 由 积分 用 fdg 的 存在 就 得 出 积分 
帮 fdg 及 J fdg 的 存在 . 

对 于 由 斯 蒂 尔 切 斯 和 得 出 斯 蒂 尔 切 斯 积分 的 特殊 极限 手续 来 说 , 布尔 查 诺 - 柯 西 
收敛 原理 成 立 . 因此 , 给 出 一 = > 0, 由 积分 /。 fdg 的 存在 可 求 得 一 5 > 0 使 任何 二 
斯 蒂 尔 切 斯 和 o 及 5 当 其 对 应 的 入 及 入 < 5 时 它们 相差 小 于 e， 如 同时 命 分 点 中 
包含 c 点 , 而 在 区 间 [c, 昌 内 的 分 点 在 此 两 种 情况 下 都 取 相 同 的 点 , 则 差 vc -5 就 化 
成 已 经 变 到 区 间 [a,cd| 上 的 两 斯 蒂 尔 切 斯 和 的 差 ci - 五, 因为 其 它 各 项 彼此 相 消 掉 
了 . 应 用 同一 收敛 原理 到 区 间 [o, d 并 计算 它 上 面 的 斯 蒂 尔 切 斯 和 时 , 我 们 得 出 积分 
凡 1ag 存在 的 结论 . 同样 可 建立 积分 /* fdg 的 存在 . 

特别 值得 注意 的 是 前 所 未 有 的 事实 , 即 一 般 说 来 , 不 能 从 积分 [* fdg 及 [* fdg 
都 存在 推出 积分 ”fdg 存在 . 

为 了 要 相信 这 一 点 , 只 要 考察 一 个 例子 . 设 在 区 间 [1, 1] 上 用 下 列 等 式 给 出 二 函数 f(x) 及 
和 0 当 -1<z 忒 0， 
1 当 0<z 世 1i 


0 当 -1g<zxz<0, 


f(?) = oa-| 当 0< zx1l 


易 见 , 积分 


0 1 
/ f(s)dg(z), [ f(z)dg(s) 
—1 0 


第 存 在 且 等 于 0, 因为 对 应 于 它们 的 斯 蒂 尔 切 斯 和 皆 等 于 0; 对 于 第 一 个 来 说 这 是 由 于 f(x) 永远 
二 0, 对 于 第 二 个 来 说 , 因为 Ag(zi) 永远 = 0 而 函数 g(z) 是 常数 . 


[577] 85， 斯 蒂 尔 切 斯 积分 71. 


/ f(s)dg(e) 


不 存在 . 将 区 间 [~1, 1] 分 为 许多 部 分 使 点 0 不 是 分 点 , 作 和 


这 时 积分 


os = 5 JEDAgta) 


:一 0 


如 点 0 在 区 间 [ze; Tk+1] 中 , 因此 zx < 0 < zr 则 在 和 o 中 只 剩 下 一 个 第 有 项 , 其 余 的 皆 为 
零 , 这 是 因为 对 1 关 忆 Ag(zi) =g(zi+l) 一 g(xi) =0. 这样. 


= jrj[g(ze+l) 一 9(zp]] = Se)， 


由 名 乞 0 或 尔 >0 因 而 cc=0 或 c=1 故 ce 没有 极限 . 
土 面 所 述 的 特殊 情况 是 因为 函数 f(x) 及 g(z) 在 x = 0 处 不 连续 之 故 [参看 584,3) 及 4)]. 


577. 分 部 积分 法 ”对 斯 蒂 尔 切 斯 积分 , 公式 


b pb b 
f fn)aglw) = yoe| -saw (9) 


成 立 , 于 此 假定 , 这 两 积分 之 一 存在 ; 另 一 积分 的 存在 从 这 里 可 推出 来 . 这 一 公式 叫 
做 分 部 积分 法 公式 . 我 们 来 证 明 它 . 

设 积分 2 gdf 存在 . 将 区 间 [a,9| 分 为 许多 部 分 [zi zifll( = 0,1 ,n 一 1) 后 ， 
在 这 些 部 分 中 任意 取 点 &, 故 


Q=7Xo0 So ETE EN EG 1 ETEE 


: 
STi EC Tn 1 én-1l rn=b. 
积分 fdag 的 斯 蒂 尔 切 斯 和 
n—l 
o= >》 f(éi)l9(zit1) — 9(7i)] 
i=0 
可 表 作 如 下 形式 : 
n n—l 
cc 一 》 f(éi1)g(7i) — 2 Fa)g(zi) 
i=1 
一 —{g(a a)f (éo0) 十 3 gl zi)[ — f(éi— 1)] 一 g(b)f (én-1)}. 


如 在 右 端 加 减 一 式 子 
jz)g(z) = 7D)9( 人 一 ao)g(o)， 
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则 o 可 重 写 为 : 
o=f(n)g(s)|, ~ {gl (0) - 7 


+ 和 oO ~ Ei + oO CO) ~ Fé) 


在 大 括 弧 中 的 式 子 是 积分 * gdf (其 存在 为 假定 了 的 !) 的 斯 蒂 尔 切 斯 和 . 它 对 应 
于 区 间 [a,4| 用 分 点 


时 的 分 法 , 并 在 区 间 [&-1,&](i = 1,2,… ,n 一 1) 中 取 zi 为 选 定 的 点 , 而 对 区 间 [a, 6o] 
及 [6&_1, 相 分 别 取 a 及 六 与 通常 一 样 , 如 命 入 = max(zifl 一 Xi) ， 则 现在 所 有 部 分 
区 间 的 长 不 超过 2X. 当 A 一 0 时 , 在 大 括 缴 中 的 和 趋 近 于 及 gdf, 因此 , o 的 极限 也 
存在 , 即 积分 用 fdg 存在 且 这 一 积分 为 公式 (9) 所 确定 . 

作为 我 们 推理 中 的 一 推论 , 我 们 特别 注意 一 奇怪 的 事实 :如 函数 g(x) 在 区 间 [a,|] 
内 对 函数 f(x) 可 积 , 则 函数 f(z) 对 函数 g(z) 也 可 积 . 

在 575 所 考察 的 斯 蒂 尔 切 斯 积分 存在 的 情形 中 , 将 函数 f 及 9 的 地 位 交换 后 ， 
由 这 一 注意 点 可 增加 许多 新 的 情形 到 上 面 去 . 


578. 化 斯 蒂 尔 切 斯 积分 为 黎 曙 积分” 设 函数 f(zx) 在 区 间 [we, 中 上 连续 , 而 g(x) 在 这 一 区 
间 上 单调 增加 , 且 在 严格 的 意义 下 单调 增加 .> 则 勒 贝 格 (H.Lebesgue) 证 明了 , 斯 蒂 尔 切 斯 积分 
(5S) [? Flz)dg(z) 用 代 换 法 v = g(z) 立刻 化 为 黎 曼 积 分 . 

在 图 29 中 作出 了 函数 v = g(x) 的 图 形 . 对 
于 那些 地 方 x = zx,g(7x) 在 该 处 断 掉 时 (因为 我 
们 完全 没有 假定 g(x) 非 连续 不 可 ), 我 们 用 连接 点 
(x, g(x' 一 0)) 及 (x',g(z 十 0)) 的 一 垂直 直线 段 来 
补充 这 一 图 形 . 这 样 就 做 成 了 一 连续 曲线 , 在 它 上 
面 对 于 在 vo 二 g(a) 及 V = g(b) 间 的 每 一 值 v 就 
决定 一 个 在 a 及 5b 间 的 一 确定 值 . 这 一 函数 z = 
g…1(v) 显然 连续 旦 在 广义 的 意义 下 单调 增加 ; 它 可 
视 作 函数 v = g(x) 的 某 种 反 函 数 . 

如 只 限制 于 函数 v= g(x) 当 z 自 a 变 到 5 时 
所 取 的 v 的 值 , 则 x = 9 (wu) 就 是 在 通常 意义 下 
的 反 函 数 , 亦 即将 v 变 成 使 g(z) = v 的 值 r. 但 
图 29 当 wv 值 取 于 函数 g(z) 跳 妈 处 的 区 间 


[g(x’ — 0), g(x’ + 0)] 


外 我 们 假定 这 , 完全 是 为 了 使 叙述 简单 些 . 


[578] 85， 斯 蒂 尔 切 斯 积分 “73. 


内 时 , 只 有 一 个 值 v= w = g(z') 有 对 应 的 值 z = z, 而 在 这 一 区 间 中 的 其 它 v 值 显然 没有 任何 
z 的 值 与 它 对 应 . 但 我 们 同意 将 它们 也 变 到 同一 值 = = z', 几何 上 这 就 可 以 用 在 函数 y = g(x) 的 
图 形 上 补充 许多 垂直 线段 来 表示 . 

现在 我 们 来 求证 


b 了 
(9) / f(z)dg(z) = (R) / f(g -1(v))av, (10) 
其 中 后 面 的 积分 是 在 通常 意义 下 取 的 ; 它 的 存在 是 有 了 保证 的 , 因 函 数 g-1(v) 连续 , 因而 复合 函 


数 f(g-!(v)) 也 是 连续 的 . 
为 达 此 目的 , 将 区 间 [a, 引 用 分 点 


Q=7X0<Ti < <Ti Ttl1<<Tn=b 
分 成 许多 部 分 并 作 斯 蒂 尔 切 斯 和 


n—1l1 


一 >》 f(zi)lg(zi+i) 一 g(xi)].© 


i=0 
如 令 vi = g(xi)(i = 0,1,… ,nm), 则 我 们 将 有 
Vo ZV ZU Wt < nV 


因为 zi = g~1(wi), 故 
nl 
o =) f(g (0))Av: (Au = wir — wi). 
4 一 0 


这 一 式 子 是 积分 y 
| ee 
的 一 黎 曼 和 . 
但 从 这 里 还 不 可 立刻 作出 结论 : 当 变 到 极限 时 等 式 (10) 成 立 . 因为 即使 Azx; 一 0( 和 一 0) 还 


可 能 Awi 不 趋 近 于 零 , 例如 , 当 zi 及 zi+l 无 限 接近 时 如 果 值 > = x 总 夹 在 中 间 而 函数 g(z) 在 
这 里 跳跃 了 一 下 , 这 时 就 是 如 此 的 . 故我 们 要 换 一 方法 来 推理 . 


我 们 有 , 
2 vil 
f tee 3/ ete 
vo iD * vi 
且 
nl pviti 
-工人 fe 
i=0 v 
所 以 


f(zi) — fg” (v))]dv. 


/row 


i=0 了 


@ 为 简单 起 见 , 在 区 间 [zi, zi+1] 中 就 选取 点 mi. 


Vi 二 1 
[ 
i 
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现在 假定 Azi 如 此 小 , 使 函数 f(x) 在 整个 区 间 [zi, zi+l] 上 的 振动 小 于 事先 任意 指定 的 一 数 
< > 0. 因为 当 wv < vitrl 时 显然 


ri Sg (Vv) & wirl, 


故 同时 也 
[f(zi) 一 gm (o) < e. 
这 时 
V 
lc- / f(g (0))dv| < e(V — vo). 
这 就 证 明了 


V 
limo = / f(g (v))adv, 
由 此 可 得 (10). 
不 管 所 得 的 结果 在 原则 上 如 何 重要 , 但 它 在 实际 上 并 不 能 算 作 计算 斯 蒂 尔 切 斯 积分 的 方便 工 
具 . 我 们 将 在 下 一 目 中 指出 在 若干 极 简单 的 情况 下 如 何 来 进行 计算 . 


579. 斯 蒂 尔 切 斯 积分 的 计算 ”我 们 来 求证 下 面 的 定理 : 
1。 如 子 数 f(z) 在 区 间 [o 引 上 在 黎 曼 意义 下 可 积 , 而 g(z) 可 表 作 积 分 


on) =e+ f ed 
其 中 地 数 p(t) 在 [a,9] 上 绝对 可 积 , 则 


8) f(g)dg(z = fn f(z)p(z)dz. (1) 


右 端的 积分 存在 [298,482]. 在 所 作假 定 下 斯 蒂 尔 切 斯 积分 的 存在 已 经 证 明 过 
了 [575,111]. 
剩 下 来 的 只 要 确立 等 式 (11). 
不 失 一 般 性 我 们 可 假定 函数 w(z) 是 正 的 [参照 第 69 页 ]. 
与 通常 一 样 , 作 斯 蒂 尔 切 斯 和 
0 = Dn &i)[9(Xi+1) — 9(7i)] = 3 f (éi)p(z) dx. 


因为 在 男 一 方面 可 以 写 
b n—1 Pitl 
f sowas =- 工人 yoelojar 
a i=0 2: 


故 有 | 
of roolw)ar = 5 Le) -foots)a 
2 二 0“ 


[579] 85， 斯 蒂 尔 切 斯 积分 . 75 . 


显然 , 对 zi 和 z 和 zi) 一 了 (zz)| gwi 其 中 ww 表 国 数 f(z) 在 区 间 [zi,zini] 上 
的 振动 . 由 此 推出 上 面 所 写 的 差 的 这 样 一 估计 : 


b n—l Titl n—l 
| 一 / je)p(zjdz < 2 人 p(T) dz = 2 Ag(ei). 


i 二 0 


但 我 们 已 经 知道 [575,IJ, 当 和 一 0 时 最 后 一 和 趋 近 于 0, 因此 ， 
b 
mo = /Jaealdn 


这 就 证 明了 公式 (11) 
特别 , 由 所 证 定理 推 得 [如 注意 到 第 575 目 示 的 附注 ] 在 实际 中 直接 应 用 起 来 很 
方便 的 一 推论 : 
2。 对 函数 f(z) 同 以 前 的 假定 , 设 吕 数 g(x) 在 整个 区 间 [a,8| 上 连续 , 且 可 能 
除 有 限 个 点 外 , 在 这 区 间 上 有 导数 g(x), 而 g(x) 在 [a,0] 上 绝对 可 积 . 吕 则 


b b 
/yo = ®) f fl)g (war. (12) 


特别 有 趣 的 是 , 如 将 符号 dg(z) 表 面 上 当 作 微分 , 而 用 式 子 9 (z)dz 代替 它 时 , 公 
式 (12) 中 右 端 的 积分 形式 上 可 从 左 端的 积分 得 来 . 
我 们 回 到 函数 g(z) 不 连续 的 情形 (以 后 将 看 到 , 这 在 实践 中 特别 重要 ), 首先 考 


虑 由 等 式 
(四 = 0 当 x < 0, 
A 1 当 z>0 


所 定义 的 “标准 " 不 连续 函数 . 

它 在 点 z = 0 的 右边 有 一 第 一 种 不 连续 一 跳 路 , 且 跳 路 的 值 p(+0) - p(0) 等 
于 1; 在 点 z = 0 的 左边 及 其 余 的 点 处 , 函数 p(z) 连续 . 函数 p(x - c) 在 点 7 = c 的 
右边 也 有 一 同样 的 不 连续 ; 反 过 来 , p(c 一 zx) 在 点 z = c 的 左边 有 一 类 似 的 不 连续 , 且 
跳跃 的 值 等 于 -1. 

候 定 函数 f(z) 在 点 = = 。 处 连续 , 我 们 来 计算 (S) 放 f(s)dp(z -人 ,其 中 a < 
c < b( 当 c=5 时 这 一 积分 等 于 零 ). 

作 斯 蒂 尔 切 斯 和 1: 

c= 》 f(&)Ap(ri —o). 
i=0 

设 点 c, 例如 , 落 在 第 个 区 间 中 , 即 ze < c < zkti. 则 Ap(zk 一 cj = 1 而 当 i 关 
时 显然 Ap(zi -ce) = 0. 因此 , 整个 和 o 化 成 一 项 : o = f(&k). 现 令 入 一 0. 由 连续 性 ， 


@ 参 看 第 575 目 附 注 的 脚注 . 
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fs) 一 了 (o). 因此 ， 
G) / jz)jdpo(z — ©) = limo = jc) (13) 
存在 ( 当 a < c<5b 时 ). 
同样 可 证 明 ( 当 a < ec 乏 时 ) 
b 
(8) { f(ap(e—s) =-f(0) (4 


( 当 c= a 时 这 一 积分 为 零 ). 

现在 我 们 进而 证 明 一 定理 , 在 某 种 意义 下 较 2° 更 广泛 , 也 就 是 , 放弃 对 函数 g(x) 
连续 的 要 求 : 

3 设 函 数 f(z) 在 区 间 [o, 中 上 连续 , 而 g(z), 可 能 除 有 限 个 点 外 , 在 这 一 区 间 
上 有 导数 g'(z), 且 g'(z) 在 [a,8| 上 绝对 可 积 . 同时 设 函 数 g(Z) 在 有 限 个 点 


co 一 0Q<c<.…<ckg< <cmn 一 D 


处 有 第 一 种 不 连续 . 则 斯 蒂 尔 切 斯 积分 存在 且 可 表 作 公式 
b b 
国人 ou- f fog ede + Flo)lole +0) -glo)] 


m—1 
+ > flcr)lg(cr +0) — gex — 0)] 
k=1 
二 Jio — gb — O)]. (15) 
积分 外 面 的 和 的 出 现在 这 里 显示 了 函数 g(z) 有 (在 点 a 及 处 是 单 侧 的 @) 跳 
路 的 特征 . 
为 了 记 起 来 简单 些 , 对 函数 g(x) 在 左边 及 在 右边 的 跳跃 我 们 引用 下 列 记号 : 
oz =g(ce 二 0) 一 9g(cp) (k=0,1,.……,m—1), 
ax =g(ck) — g(cx — 0) (k = 1 2 ,m); 


显然 ,对 1<kg<m-l,art+t+ar = g(ck+0)— yg(cr 一 0). 


m—1 m 
g1(7) = > op(z — ck) — ogp(ck — 7), 
k=0 k=1 
好 像 在 它 里 面 吸收 了 函数 g(z) 的 所 有 不 连续 点 ; 我 们 现在 就 要 证 明 , 差 pz(z) = 


9g(z) 一 g(x) 就 已 经 是 连续 的 了 . 
” @ 在 这 两 点 中 的 任何 一 点 处 如 没有 跳跃 , 则 实际 上 对 应 的 被 加 项 就 是 零 


[580] 85， 斯 蒂 尔 切 斯 积分 .77 . 


对 异 于 所 有 cx 的 值 xz, 函数 g(z) 连续 不 会 有 疑问 , 因为 对 这 些 值 , 函数 g(z) 
及 gi(z) 皆 连 续 . 现在 求证 gz(z) 在 点 cp(k < mm) 的 右边 连续 . gi(z) 中 所 有 各 项 除 
op(z 一 cr) 外 在 x = ci 的 右边 都 连续 , 故 只 要 研究 式 子 g(z) 一 at p(z 一 ck) 的 性 质 . 
当 z= cxk 时 它 的 值 是 g(ex), 而 当 z 一 ck +0 时 它 的 极限 也 是 如 此 : 

slim, ug(z) — og plz — ox)] = gc + 0) — a = gen)- 

同样 可 验证 函数 go(z) 在 点 cr(k > 0) 的 左边 连续 . 

其 次 , 如 取 一 点 z( 异 于 所 有 的 cj), 函数 g(x) 在 该 处 有 导数 者 , 则 gi(x) 在 这 一 
点 附近 保持 一 常数 值 , 因此 在 该 处 函数 gz(z) 也 有 导数 , 且 


go(7) = g (7). 
对 连续 函数 go(x), 由 前 面 的 定理 , 斯 蒂 尔 切 斯 积分 存在 : 
b b b 
(8) / f(z)dg2(z) = (BR) / f(z)g (2)dr = (BR) / f(z)g (wde. 
同样 也 很 容易 计算 积分 [参看 (13),(14)] 
b 
(GS) / f(r)dgi (z) 
b mm b 
£9) Fo)dple -on) — Yor (8) { fe)dp(es —o) 
a k=1 a 


= 》 atf(cx) + 》 ox fer) 
0 k=1 


m—1 


=f(a)lg(a +0)—g(o)] + >》 flcr)lg(cx +0)— gc — 0)] + f(b)[9(b) — 9(5 — O)]. 


k=1 


将 这 两 等 式 两 边 相 加 , 我 们 便 得 到 等 式 (15); f(x) 对 函数 g(z) = ga(z) + g2(7) 
的 斯 蒂 尔 切 斯 积分 的 存在 性 也 附带 建立 了 [576, 3°]. 


580. 例 1) 用 公式 (11) 计算 积分 : 


(a) (S) [ z2dln(1 + x), (6) (S) [ zdsin x, (B) 9/ rdarctgz. 
0 一 ! 


解 (a) (S) [2 zzdln(1+z) = (RB) de ($2 -s+ h(i+o))| = 等 等 . 
答 (0) 3—1; (8) 0. . 
2) 用 公式 (15) 计算 积分 : 
0 当 z= 一 1 
(a) (S) 户 zadg(z), 其 中 gz)=。 1 当 一 1<z<2， 


-1 当 2 和 zx 忒 3; 
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(6) (S) 用 z2dg(z), 其 中 g(z) = 


解 (a) 函数 g(z) 当 x = 一 1 时 有 一 跳跃 1, 当 x = 2 时 有 一 跳 牙 一 2; 在 其 余 的 点 处 
9g(z) 二 0. 故 


s / 2Zdg(z) = (—1):1+2.:(-2) = 一 5. 


(6) 当 z = 5 时 跳 拨 为 1 当 z 一 3 时 跳 搁 为 -2( 函 数 9 当 z = 5 时 的 值 对 结果 没有 影 
响 ); 在 其 余 的 点 处 g(x) = 0. 故 有 : 


ef roo- 的 和 的 co- 过 
3) 用 公式 (15) 计算 积分 : 


a 人 aa of alge) oa/ 有人) 


其 中 


2 当 一 1<xz<0， 
2zZ2 二 3 当 0 近 zx 所 2. 


解 函数 g(z) 当 z = 一 1 及 7z ==0 时 有 等 于 1 的 跳跃 . 导数 


1 当 -2<z<-l, 
g(xz)=40 当 -1<z<0， 


2 当 0<z 挟 2， 


Z 二 2 当 一 2 和 xz 所 一 
9g(z) = 


2 一 工 2 
/ -= / zaz+2 人 z2dz 十 (110.1 二 25. 
一 2 一 2 0 6 


z2dg(z) = 111 及 5 4 Da (z) = 15 工 
ek: _ 2 一 20 


一 2 
4) 假定 沿 着 x 轴 上 的 线段 [a, 58] 分 布 着 有 质量 , 在 个 别 的 点 处 集中 着 , 一 般 则 连续 地 分 布 着 . 
将 它们 不 加 区 别 , 对 z > a 以 更 (z) 表 分 布 在 区 间 [a, z] 上 的 所 有 质量 的 和 ; 此 外 , 并 令 B(a) = 0. 
显然 ,B(x) 是 一 单调 增加 函数 . 我 们 的 问题 是 求 出 这 些 质 量 对 坐标 原点 的 静 扰 ， 
将 区 间 [a,5] 用 点 


QQ 一 XZ0<Z1< <Zi<XOiH< <zZn 一 避 


[580] 85， 斯 蒂 尔 切 斯 积分 79. 


分 成 许多 部 分 . 当 i > 0 时 在 线段 (zi, Tit1] 上 显然 包含 有 质量 B(zi41) 一 B(xi) 二 AB(zxi). 同 
样 在 线段 [a, zi] 上 含有 质量 B(x1) 一 名 (xo) = A 轩 (zo). 在 一 切 情形 下 , 把 质量 认为 是 集中 在 例 
如 区 间 的 右 端 , 我 们 便 得 所 求 静 和 矩 的 近似 式 


多 一 了 
MM 二 > Tit1AB(xi). 


i=0 


当 所 有 Azi 趋 近 于 0 时 , 变 到 极限 就 得 到 准确 的 结果 : 
b 
M = (8) / zdB(z). (16) 


与 在 第 二 卷 对 通常 定 积分 所 说 明 的 一 样 [348], 这 里 也 可 以 首先 确立 对 应 于 轴 上 自 z 到 z+dz 
的 “元 素 ” 静 和 矩 dM = zdE(z), 然后 将 这 些 元 素 “ 相 加 ”. 
同样 , 关于 这 些 同 样 的 质量 对 原点 的 惯 矩 7 我 们 有 公式 


= zr2d®(z). (17) 


特别 着 重 指出 , 斯 蒂 尔 切 斯 积分 给 出 了 可 能 , 用 一 个 积分 公式 就 将 连续 分 布 的 质量 与 集中 的 质量 
两 种 不 同情 况 联 结 在 一 起 . 

设 连续 分 布 的 质量 其 线性 密度 为 p(x), 此 外 设 在 点 z = cl ca,…… ,ck 处 放置 有 集中 的 质量 
mrn02) ;mg. 则 除 这 些 点 外 , 函数 B(x) 有 导数 


®B'(z) = p(z). 


在 每 一 点 x = cj(j = 1,2,.… ,k) 处 函数 有 一 跳跃 , 等 于 集中 在 这 一 点 处 的 质量 mj. 
现在 如 将 积分 (16) 按 公式 (15) 展开 , 则 得 


b b k 
M= 9/ 2Zd@(z) = mf/ zp(z)dz+ Dems. 
a o I=1 
将 右 端 仔细 观察 后 , 容易 知道 第 一 项 是 连续 分 布 质量 的 静 矩 , 而 第 二 项 是 集中 质量 的 静 矩 . 对 积分 
(17) 也 可 得 同样 的 结果 . 
5) 为 了 更 好 地 说 明 前 一 练习 题 的 涵义 , 要 求 : 
(a) 对 下 面 的 质量 分 布 情形 组 成 表示 式 B(z) 并 作 它 的 图 形 : 在 点 z = 1 2, 3 处 质量 大 小 为 
1, 在 区 间 [1,3] 上 连续 分 布 的 质量 密度 为 2; 
(6) 同样 , 对 这 样 的 分 布 : 当 x = 2,4 时 质量 大 小 为 2, 在 区 间 [0,5] 上 连续 分 布 的 质量 密度 
为 27; 
(a) 如 更 (z) 等 于 问题 3) 中 的 函数 g(z), 说 明 质 量 的 分 布 情形 . 
答 (a) 在 区 间 [1,3] 上 我 们 有 


0 对 z=1， 

27—1 对 1<Z<2， 
B(z) = 7 二 2 

27 对 2 过 z<3， 


7 对 Zz 二 3. 
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(6) 在 区 间 |0,5] 上 我 们 有 


zx? 对 0<z<2, 
Bz7)=4 z+2 对 2 和 rz<4 
Z2 二 4 对 4<zxz<5. 
(8) 在 点 zx = -1 及 0 处 质量 大 小 为 1, 在 区 间 [-2, 一 1 上 连续 分 布 的 质量 密度 为 1, 在 区 间 
[0,2] 上 密度 变 为 2zx. 
6) 考察 另 一 问题 , 斯 蒂 尔 切 斯 积分 在 它 里 面 所 起 的 作用 与 习题 4) 中 的 相同 .假定 在 安置 在 两 
支 座 中 上 的 一 梁 上 (图 30), 除 连续 分 布 的 负荷 外 还 有 集中 力作 用 着 . 沿 梁 的 轴 取 z 轴 , 而 y 轴 垂 
直 地 朝 下 ( 见 图 ). 将 作用 的 力 不 加 区 别 , 对 x > 0 以 F(z) 表 所 有 作用 于 梁 的 线段 [0,z] 上 的 力 ， 
包括 支 座 的 反作用 在 内 ; 再 令 FF(0) = 0. 力 F(x) 称 作 梁 在 断面 z 处 的 前 力 . 这 时 向 下 的 力 将 算 
作 正 的 , 而 向 上 的 力 算 作 负 的 . 


é 7 
-二 -> 
中 -一 -二 - 5 
Xt+ Z 
[从 
1 、) 
4 
中 
图 30 


我 们 的 任务 是 要 确定 梁 在 任意 断面 zx = 《 处 的 弯 矩 MRI. 所 谓 弯 和 矩 就 是 粱 的 右 (或 左 ) 部 上 所 
有 的 作用 力 对 断面 的 矩 的 和 . 这 时 , 如 说 到 的 是 梁 的 右 部 , 而 这 一 矩 使 这 一 部 分 以 时 针 向 转动 , 则 
和 矩 就 算是 正 的 (对 左 部 来 说 , 以 相反 规则 ). 

因为 在 梁 的 右 部 元 素 (z,z 十 dz] 上 作用 的 力 为 F(z 十 dx) 一 F(z) = dF(z), 它 构成 一 元 素 矩 


dM = -edFla， 
故 “ 相 加 ”得 ， 
M=MG=(G9 人 ec-edrG) 
同样 , 自 梁 的 左 部 出 发 , 可 得 (在 计算 姑 时 要 改变 正 向 ) 
MG = (9) / CE- aa (8) 
很 容易 直接 看 到 , 这 两 个 表示 弯 和 矩 的 式 子 实际 上 是 相等 的 . 这 就 相当 于 条 件 
/ zdF(z) — FP(l) =0, 
这 是 由 平衡 条 件 即 作用 于 梁 上 的 一 切 力 的 和 等 于 零 及 这 些 力 (对 原点 ) 的 矩 的 和 等 于 零 : 


1 
F(Il) = 0， / rarF(r)=0 
Jo 


中 我 们 做 这 一 假定 仅仅 是 为 了 简单 起 见 . 


[580] 85， 斯 蒂 尔 切 斯 积分 “81. 


而 得 来 的 结果 . 
如 以 gq(z) 表 连 续 分 布 的 荷载 的 强度 , 则 除 掉 有 和 集中 力作 用 的 点 外 , 有 


设 集中 力 而 (= 1,2,… ,kk) 作用 于 点 x = x;. 则 , 显然 剪 力 在 这 些 点 处 有 跳跃 , 分 别 等 于 万 . 
再 , 将 公式 (15) 应 用 到 , 例如 积分 (18) 时 , 得 


[3 
Me)= 人 -asdz+ De- en) 


Tj <E 
右 端 的 两 项 容易 认识 为 连续 荷载 及 集中 力 分 别 所 产生 的 矩 :斯 幕 尔 切 斯 积分 将 它们 统一 为 一 个 积 
分 形式 . 
我 们 还 证 明 一 事实 , 在 材料 力学 理论 中 有 用 处 的 . 在 公式 (18) 中 进行 分 部 积分 , 得 


E 《 E E 
MO = / GadFo = (€ a)F(z)| - / F(ad(E -2) = / F(z)dz. 
[0 [0 [0 


0 
由 此 就 很 清楚 , 除开 有 集中 力作 用 的 点 外 , 等 式 
dM 


二 


成 立 . 

7) 例 设 一 长 1 = 3 的 梁 带 有 (图 31) 强度 为 3 的 
“三 角形 ”和 荷载, 此外, 设 有 一 等 于 3 的 集中 力 加 在 点 z= 1 
处 , 又 支 座 的 反作用 都 等 于 -3 (由 杠杆 定律 它们 平衡 ) 试 
决定 剪 力 F(z) 及 弯 矩 M (&). 


答 
0， 当 z=0， 图 31 
52 一 3 当 0<z<1 
F(x) = 1 
32 ， 当 1 < zw <3, 
0， 当 z=3i 


1 

5 -3 当 0 < é€<1, 
MG = 1, 

58 -3， 当 1<ét<3. 


8) 公式 (15) 对 计算 通常 积分 (在 黎 曼 意义 下 ) 也 有 用 处 . 我 们 用 下 面 的 一 般 例题 来 说 明 这 . 
设 w(z) 在 区 间 [a,8] 上 为 “分 段 多 项 式 ”的 函数 , 这 就 是 说 区 间 可 用 点 


a=é0<&i<...<ék=b 


分 为 有 限 个 部 分 使 在 每 一 部 分 上 函数 p(z) 可 表 作 不 高 于 n 次 的 多 项 式 、 在 点 a 及 5 处 将 函 
数 p(z) 及 其 所 有 导数 的 值 用 零 来 代替 后 , 以 59(j = 0,1,… ,k;i 二 0,1,… ,mn) 表 第 i 阶 导数 


“82 、 第 十 五 章 曲线 积分 . 斯 蒂 尔 切 斯 积分 [581] 
p 中 (z) 在 第 7 个 点 z = 处 跳 幅 的 大 小 . 
又 设 f(z) 为 任何 连续 函数 , 令 
F(x) = / f(z)dz, 一 般 , F(x) = / Fi(z)dr (s>1). 
则 下 一 公式 成 立 : 
/ ‘f(a)p(e)dr = - > Fi(é)50) + 3 Fa(€7)60) 一 十 (De 和 及 +a(6)89. 
a j=0 j=0 


j=0 


事实 上 , 我 们 逐次 地 得 


四 /reetot=G) came = oa) RD)| - 


@®) {aple) 
上 下 代入 式 等 于 零 , 而 积分 

[ ray) = Tn) + { Ryley 
同样 | 


[ wna -Deep 人 so)p’ (oda; 


等 等 . 
9) 最 后 , 借 公式 (11) 之 助 我 们 来 建立 一 个 有 用 的 对 通常 积分 的 分 部 积分 的 一 般 公式 . 若 u(x) 
及 v(x) 在 区 间 [a, 6b] 上 都 绝对 可 积 , 而 U(x) 及 V(z) 由 积分 公式 


U(xz) = U(a) + / 对 


V(x)= V(a)+ 三 v(t)adt 
所 确定 , 则 公式 


b b 


A) -/ V(x)u(z)dzr (19) 


a 


成 立 . 为 了 证 明 起 见 , 由 公式 (11), 将 左 端的 积分 用 斯 蒂 尔 切 斯 积分 来 代替 并 分 部 积分 起 来 [577]: 


b 


- / V(x)aU(z). 


a 


/ U(x)v(z)dr =/ U(xz)dV (xz) = U(r)V(z) 


要 想得到 (19) 只 要 再 一 次 应 用 公式 (11) 到 后 一 积分 上 去 . 
这 里 函数 v(z),v(z) 所 起 的 作用 好 像 是 函数 U(x),V(zx) 的 导数 , 但 事实 上 它们 并 不 是 导数 . 
当 函 数 w(z) 及 v(x) 连 续 时 , 我 们 便 回 到 了 通常 的 分 部 积分 公式 , 因为 这 时 确 平 


U(x) = u(r), V(x)= wv(z). 
581. 斯 蒂 尔 切 斯 积分 的 几何 说 明 ”考察 积分 


6) /7 (20) 


[582] 85， 斯 蒂 尔 切 斯 积分 83 ， 


假设 函数 f(t) 连续 且 为 正 的 , 而 g(t) 只 要 单调 增加 。 >y 
(在 严格 的 意义 下 ); 函数 g(t) 可 有 (跳跃 ) 不 连续 . 
参数 方程 


r= g(t), y= f(t) (21) 


代表 某 一 曲线 (K), 一 般 说 来 , 是 不 连续 的 (图 32). 如 
对 某 一 二 = 如， 函数 g(t) 有 一 跳跃 , 即 g(to 一 0) < 
g(to 十 0) 时 , 则 x = g(t) 的 这 些 极 限 值 有 同一 个 4 一 
f(t) 的 极限 值 fto) 与 它们 相对 应 . 将 曲线 (K) 用 一 图 32 
些 水 平 线段 添补 起 来 , 它们 是 连接 对 应 于 函数 g(t) 的 

一 切 跳跃 的 点 偶 


(g(to —0),f(to)) 及 (g(to +0), f(to)) 
而 成 的 . 这 样 就 形成 了 一 连续 的 曲线 (L). 我 们 求证 , 积分 (20) 代表 这 一 曲线 下 面 图 形 的 面积 , 更 
正确 地 说 , 代表 由 曲线 ( 厂 ),z 轴 及 对 应 于 横 坐 标 g(a) 与 g(b) 的 两 头 的 纵 坐 标 所 围 的 面积 . 
为 达 此 目的 将 区 间 [a, 可 用 点 


a=to < < <ti<tisl <ty=b 
分 为 许多 部 分 , 与 此 相应 , x 轴 上 的 区 间 [g(a),g(b)] 由 点 
g(a) < g(t1) < < g(ti) < g(tir1) < < g(b) 


分 成 许多 部 分 . 
设 函 数 f(t) 在 第 i 个 区 间 上 比 , 世 +1] 上 的 最 小 值 及 最 大 值 为 m; 及 Mi, 作 斯 蒂 尔 切 斯 - 达 布 


下 和 及 上 和 
s 一 2 mA )， 3= $= 2 As 


现在 容易 看 到 ， 它们 代表 内 面 一 些 纸 形 及 外 面 一 些 矩形 所 成 图 珍 的 面积 所 考察 的 曲线 图 形 夹 在 
这 些 矩 形 之 间 ， 

因为 当 所 有 的 Ati 趋 近 于 零 时 , 这 两 和 趋 于 公共 极限 (20), 由 此 推 得 [336], 我 们 的 图 形 是 可 
求 面积 的 , 且 确 实 积分 (20) 就 是 它 的 面积 . 


582， 中 值 定理 , 估计 值 1。 设 在 区 间 la, 中 上 函数 f(z) 有 界 
m < f(z) < M, 
而 g(z) 单调 增加 . 如 f(z) 对 9(z) 的 斯 蒂 尔 切 斯 积分 存在 , 则 下 一 公式 成 立 : 
-G/ f(z)ag(z) = nlg() — 9(o)]， 其 中 m<p<M. (22) 
这 就 是 斯 蒂 尔 切 斯 积分 的 中 值 定理 . 
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为 了 证 明 起 见 我 们 从 一 个 斯 蒂 尔 切 斯 和 c 的 明显 的 不 等 式 出 发 : 
mlg(b) ~ g(a)] & o < MIg(b) ~ g(o)]. 
变 到 极限 , 得 
mlg(b) — g(a)] < I «< Mlg(b) — g(a)] (23) 
或 @ 


NN < 一 一 一 一 一 一 


将 这 一 比 表 作 j, 便 得 (22). 
如 函数 f(z) 在 区 间 [o, 刀 上 连续 , 则 用 普通 的 方法 就 能 证 明 / 是 这 一 区 间 上 某 
一 点 处 的 函数 值 , 公式 (22) 就 作 下 形 


9(b) 一 < 


8/ f(z)dg(z) = f(é)[l9(b) — g(a)]， 其 中 a<é<b (24) 


2° 在 实践 中 斯 蒂 尔 切 斯 积分 最 重要 的 情况 是 函数 f(x) 连续 , 函数 g(z) 有 界 
变 差 . 在 这 种 情况 下 , 斯 蒂 尔 切 斯 积分 的 下 一 估计 成 立 : 


| 太 raaeo| < uv, (25) 
其 中 


M= max |f(z)l, V = Vs 


a<z<b 


实际 上 , 对 斯 蒂 尔 切 斯 和 o 有 


lol=| 5 f(e)Ag(ea)| < 5 If(é) Agea)| 


<M2, |9(zit1) — g(xi)| 和 MV, 
故 要 得 到 所 需 不 等 式 只 要 变 到 极限 就 行 
3。 特别 , 由 此 亦 推 得 出 和 o 与 斯 鞍 尔 切 斯 积分 了 本身 近似 程度 的 估计 (对 本 
数 / 及 9 在 前 面 的 假定 下 ). 将 。 及 了 表 作 以 下 形式 
= eA) = 5/ fe 
了 一 > 人/ z)dg(z), 


外 我 们 假定 g(8) > g(a), 因为 g(6) = g(a)[ 即 g(z)= 常数 ] 不 消 讨论 , 这 时 公式 (22) 两 端 都 是 零 . 


[583] §5。 斯 蒂 尔 切 斯 积分 . 85 . 


并 将 这 两 等 式 两 端 相 减 , 得 
-1=5/ Ve) flag 
如 与 通常 一 样 , 以 w; 表 卫 数 f(x) 在 区 间 [zxi, zi41] 上 的 振动 , 故 


|f(€2) — f(D < wi, 对 Zi & 2 & zit ~ 


则 分 别 应 用 估计 值 (25) 到 每 一 积分 大 时 我 们 将 有 


Titl 


& wi V 9(7). 


fe) -Ta 


如 区 间 [a, 9] 被 分 成 非常 小 的 部 分 使 所 有 的 w; < s, 其 中 s > 0 是 事先 任意 取 定 
的 数 , 则 我 们 断言 ， 


b 
lc -| < eV olz). (26) 
在 下 目 中 我 们 将 利用 这 些 估 计 值 . 


583. 斯 蒂 尔 切 斯 积分 记号 下 面 的 极限 过 程 1。 设 函 数 记 (zj(n = 1,2,3,…) 
在 区 间 [a, 四 上 连续 且 当 nn 一 00 时 一 臻 趋 近 于 极限 函数 


fa) = lim f(a) 
{显然 , 也 是 连续 的 , 436], 而 g(z) 是 一 有 界 变 差 函数 . 则 
b b 
dim, { fle)do(s) = f Tajdot 
证 明 对 已 给 的 。> 0 可 求 得 一 N, 使 当 > N 时 对 所 有 的 x 将 有 


fn(7) — f(7)| <e. 
则 , 由 (25), 对 n> N， 


I/ ad - / Ga -|/ fae) ~ fdgln)| < eV oslo), 


由 于 的 任意 性 , 定理 得 证 . 
2° 现 设 函 数 f(z) 在 区 间 [a,0| 上 连续 , 而 所 有 的 通 数 gn(z)(n = 1,2,3,…) 在 
这 区 间 上 有 界 变 差 . 如 这 些 函 数 的 全 变 差 全 体 是 有 界 的 : 
b 
Von <&V (n=1,2,3,.…), 
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且 当 nn 一 00 时 gn(7) 趋 近 于 一 极限 通 数 


9(7) = ,lim gn(2), 


| lim/ f(s)dgn(s) = / dot 
证 明 首先 我 们 证 明 极限 函数 g(z) 本 身 亦 有 界 变 差 . 将 区 间 [w, 中 任意 地 用 点 
a=zo<zZ< .<z<2ZH<… <Zm 一 昌 
分 为 许多 部 分 , 我 们 将 有 (对 任何 的 问 
> Ign (Zi+1) — gn (2i)| < Van grV. 
当 n 一 00 时 变 到 极限 , 得 
2 lg(lzr ~ geo)| < V, 
于 是 
V g(x) &V. 
作 斯 蒂 尔 切 斯 和 | 
o= 5 fo0)Ag(m), on = 5 je)Agn(o 


如 假定 这 时 区 间 [a, 5| 分 得 很 细 , 已 使 函数 f(x) 在 每 一 部 分 中 的 振动 小 于 事先 任意 
取 定 的 数 s > 0, 则 由 估计 值 (26), 对 所 有 的 mw， 


b b 
|m -/ f(zjdon(z] <eV, | -/ jz)ag 人 zj <eV. (27) 
另 一 方面 , 如 固定 上 述 条 件 下 所 取 的 一 分 法 , 则 当 n -oo 时 显然 cu 一 o, 故 可 
求 得 一 N 使 对 ”> N 就 有 


lon—ol<&. (28) 


则 由 (27) 及 (28), 对 同样 的 ” 值 , 我 们 将 有 


[fsa =f a9)<|f fog 0% ton -ol+ lo f sa0|< Gv + Ds 
于 是 , 由 于 s 的 任意 性 , 即 得 所 需 结论 . 


[584] 85， 斯 蒂 尔 切 斯 积分 “87. 


584. 例题 及 补充 。 1) 设 函 数 g(z) 在 严格 的 意义 下 单调 增加 , 对 在 公式 (24) 中 所 指出 的 
数 &, 可 以 证 明 一 更 精确 的 断言 : a < 上 < 彤 

以 mm 及 M 表 函 数 f(z) 在 区 间 fa, 四 上 的 最 小 及 最 大 值 , 并 认为 m < M; 容易 求 得 这 一 
区 间 的 一 部 分 [a, Bj, 使 在 这 一 部 分 上 , 数 m' > m 及 M' < M 为 f(x) 的 界 , 故 [ 比 较 (23)] 


有 
mle(9) -oaj<mgO-eals() / 
<Mg(O ~ g(a)] < MI9(B) -gtajl 
对 区 间 [a,al 及 [68,4] 写 出 形 如 (23) 的 不 等 式 后 并 将 它们 与 上 面 的 不 等 式 相 加 , 得 的 不 是 
(23) 而 是 一 更 精确 的 不 等 式 : 
mlg(b) — g(a)] < I < MIg(b) — glo), 


故 数 
I 


Oy) 
严格 地 在 m 及 M 之 间 ; 因而 & 也 严格 地 处 于 a 及 b 之 间 , 其 中 jy = f(&), 等 等 . 
2) 利用 第 579 目的 公式 (11), 斯 蒂 尔 切 斯 积分 的 分 部 积分 公式 及 中 值 定理 [577,582,1°], 非 
常 容易 重新 建立 通常 积分 的 第 二 中 值 定理 [306]. 
设 在 区 间 [0, 9] 上 f(z)( 在 黎 曼 意义 下 ) 可 积 , 而 g(z) 单调 增加 .@ 作 一 函数 


F(x)= 三 f(x)dr (a< wDb); 
大 家 都 知道 , 它 是 连续 的 [305,11°]. 
现在 我 们 逐步 有 
b b b b 
f 1900= {gale) = gn) Fl =f Fag) 
=g(0)F(b) -Fl ~ 9(0)] = g(a) P(E) + 9(b) Fb) ~ Fe) 
& b 

一 a da 十 f d a < & < b 了 

za f fa 上 (jar ( ) 


这 就 是 所 要 求证 的 . 

如 g(z) 在 严格 的 意义 下 单调 增加 , 则 由 1) 中 所 述 的 说 明 , 对 & 可 更 精确 地 说 : a < € < 6. 

3) 求证 : 如 两 函数 有 及 g 之 一 在 点 z 二 c 处 连续 , 同时 另 一 函数 在 这 一 点 的 附近 有 界 , 则 积 
分 (S) 广 及 (S) 用 的 存在 就 能 推出 (S) 凡 的 存在 [参看 576,5°]. 

为 达 此 目的 , 我 们 注意 , 如 在 形成 斯 蒂 尔 切 斯 和 c 时 我 们 将 点 c 包括 在 分 点 之 列 , 则 和 a 可 
拆 成 对 部 分 区 间 la,cl 及 [c, 引 的 两 个 同样 的 和 ; 当 入 = max 人 xi 一 0 时 它 将 趋 近 于 积分 的 和 
产 Jag+ * fdg. 现 设 点 c 不 在 分 点 之 列 . 将 点 < 添加 进去 , 我 们 自 o 就 得 出 一 新 的 和 5, 我 们 
已 经 知道 , 当 入 一 0 时 它 有 上 述 极限 . 因此 , 只 要 证 明 差 o 一 5 与 入 同时 趋 近 于 0. 


四 当 m = M 时 函数 f(z) 成 为 常数 , 这 时 值 就 可 以 任意 地 选取 . 
@g(z) 单调 减少 的 情形 很 容易 变 成 这 种 情况 . 
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设 点 c 落 在 区 间 [zx, zk41] 上 ; 则 和 5 与 和 的 区 别 仅 仅 在 于 : o 的 一 项 


f(ék) lg(zkr1) — g(xx)] 


变 成 了 两 项 : 
f(é)l9(c) ~ gzn)] + GE )[9(zk+D — 9(0)), 
其 中 €' 及 入 是 在 条 件 zs < &' <c 及 cg &”< zrti 下 任意 取 的 . 为 简化 起 见 令 6’ = &” = 
后 式 就 化 为 
f(g (Trt1) 一 9(ZR)]， 
所 以 
o—5= [f(x) — f(g9(zrti) 一 9(zp)]、 (29) 

当 入 一 0 时 , 右 端 第 一 因子 为 无 穷 小 , 同时 第 二 个 因子 有 界 , 因此 , o 一 5 一 0, 这 就 是 所 要 
证 的 . 

4) 车 函数 f(zZ) 及 g(x) 在 同一 点 2 二 c 处 (a 区 cb) 都 不 连续 , 则 斯 蒂 尔 切 斯 积分 


全 aa (30) 


根本 不 存在 . 

为 了 证 明 起 见 , 分 成 两 种 情况 . 开始 设 a < c < b, 且 极 限 g(c-- 0) 及 g(c 十 0) 不 相等 . 则 当 
作 斯 蒂 尔 切 斯 和 时 我 们 就 不 将 c 点 取 作 分 点 , 璧 如 设 zk < c < zxrri. 一 次 取 &x 关 c, 另 一 次 到 c 
作为 6, 我 们 作出 两 个 和 o 及 5, 其 差 可 化 为 (29) 式 . 使 分 点 接近 时 , 有 


g(Tr+1) — gx) = g(c+0)—g(c—0)#0. 


此 外 , 点 多 可 这 样 取 , 使 差 f(&x) 一 je) 的 绝对 值 大 于 某 一 固定 正 数 . 则 差 o -- 5 就 不 趋 近 于 0， 
故 积分 不 可 能 存在 . 

如 g(c 一 0) = g(c 十 0), 但 它们 的 公共 值 异 于 g(c)[“ 可 去 不 连续 ”],2 则 相反 地 我 们 就 将 c 取 
在 分 点 之 列 , 设 c= zk. 如 f(z) 在 点 x =c 处 例如 有 一 右边 的 不 连续 , 则 与 刚才 一 样 , 作 两 个 和 
0 及 5, 仅 由 &x 的 选取 而 不 同 : 对 o 点 6&4 任意 取 在 zx = ec 及 zk41 之 间 , 而 对 5 点 c 就 取 作 
tx. 与 前 面 一 样 , 我 们 有 (29) 式 且 推演 可 同样 地 得 出 来 .84) 

习题 3) 及 4) 更 阐明 了 在 第 576 目 未 所 说 的 重要 事实 . 

5) 设 在 区 间 [a,8] 上 f(x) 连续 而 g(x) 为 有 界 变 差 . 

根据 估计 式 (25), 求证 在 器 数 g(z) 连续 的 zo 处 , 斯 幕 尔 切 斯 积分 


1)= f Wag 
对 其 变动 上 限 z 连续 . 
外 这 里 也 包括 这 种 情况 , 即 : 或 者 c= a 且 g(a 十 0) 异 于 g(a), 或 者 c=5 且 gb -- 0) 异 于 g(b). 
8 在 第 二 类 间断 点 的 情形 , 所 进行 的 论证 在 本 质 上 仍然 成 立 . 


[584] 85， 斯 蒂 尔 切 斯 积分 :89 . 


如 注意 到 在 点 zo 处 变 差 Vz g(x) 亦 必 连续 571,9°], 则 结论 立刻 可 从 下 一 不 等 式 推出 : 


zZD0O 十 Az 
1 fdg 
Z0 


6) 如 大 是 在 区 间 [a,b] 上 的 连续 函数 类 , 而 9 是 在 这 一 区 间 上 有 界 变 差 的 函数 类 , 则 如 大 家 
所 知道 的 , 一 类 中 的 每 一 个 函数 对 另 一 类 的 每 一 个 函数 是 可 积分 的 .求证 , 要 保持 所 述 性 质 , 这 一 
类 也 好 , 那 一 类 也 好 , 都 不 能 推广 . 

对 于 类 大 来 说 , 由 4), 这 几乎 是 明显 的 . 事实 上 , 如 函数 f(x) 有 一 不 连续 点 zo, 则 它 , 例如 ， 
对 有 同一 不 连续 点 的 有 界 变 差 函 数 p(x 一 zo), 根本 就 不 能 积分 [573]. 

现 设 g(x) 在 区 间 [fc, 上 有 一 无 穷 全 变 差 , 在 这 一 假定 下 我 们 将 做 一 连续 隔 数 f(x) 使 积分 
(30) 不 存在 . 

如 将 区 间 [a, 5] 平分, 则 至 少 在 一 个 一 半 中 函数 g(x) 的 全 变 差 亦 为 无 穷 ; 将 这 一 半 又 平分 , 如 
此 继续 下 去 . 用 这 样 的 方法 确定 出 某 一 点 c, g(x) 在 它 的 每 一 邻 域 中 没有 有 界 的 变 差 . 为 简单 起 见 
设 c= 上 4b. 

在 这 样 的 情况 下 容易 作出 一 单调 增加 的 且 趋 近 于 5 的 数列 x = cn: 


2Z0 十 Amz 
< - - 
ax f(). \/ slo) 


To 


Mtzo 十 Az) ~ T(z0)| = 


Q0=a<a < <an <<ansl < <b, an 一 D 
使 级 数 
De - g(a)| 


发 拉 对 于 这 一 级 数 又 可 求 得 一 超过 于 0 的 数列 到 > 0(i = 0,1,2,…) 使 级 数 
Dfilg(oir1) — g(aa)| (31) 
i 二 0 
也 发 散 [比照 475,4) 及 7)]. 现在 我 们 来 定义 函数 f(z). 令 
jai) = fisignlg(ai+1) ~ g(ad)]® (i=0,1,2,..), 
f(b) = 0， 
而 在 区 间 (ai, ai41) 内 认为 f(z) 是 线性 的 


1(2) = fa) + Les) = fe -oa (=0,12,..). 


Qi+l 一 Qi 
显然 f(z) 是 连续 的 . 同时 , 由 于 级 数 (31) 发 散 的 缘故 . 当 n 一 co 时 
On 二 yy [lg (Qi+1) -区 filg(ai+1) — g(ai)| 一 +oo， 


i=0 
@ 我 们 提醒 一 下 , sign z 为 +1,0 或 -1 视 z>0,=0 或 <0 而 定 . 在 所 有 的 情况 下 


2 sign z = |z|. 
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所 以 了 对 9 的 积分 的 确 不 存在 . 

所 证 得 的 断 语 也 可 这 样 说 : 如 一 已 知 肖 数 有 对 9 中 任何 g 斯 蒂 尔 切 斯 积分 存在 , 则 有 必须 
属于 和 大; 同样 , 如 大 中 任何 的 有 对 一 已 知 范 数 g 这 一 积分 存在 , 则 g 必须 属于 G. 

7) 在 斯 蒂 尔 切 斯 积分 记号 下 作 极 限 手续 的 第 一 定理 中 [583,1°]， 我们 曾经 要 求 函 数 序 列 
{ 访 (z)} 一 致 趋 近 于 极限 函数 f(z). 但 亦 可 以 用 更 一 般 的 条 件 来 代替 这 一 要 求 ; 这 条 件 就 是 : 这 些 
汤 数 是 一 致 有 界 的 : 


|fn(z)| < M  (M = 常数 ,a < z <b,n=1,2,3,.…). 


[此 处 还 必须 亦 只 须 事先 假定 极限 函数 f(z) 连续 .] 
证 明 时 只 要 考察 9(z) 在 严格 的 意义 下 增加 的 情况 就 够 了 [参看 第 570 目 中 的 附注 ]. 但 对 这 
种 情况 , 可 利用 在 578 目 中 所 引进 的 变换 [参看 (10)]: 


9/ f(z)dg(s) = (B) [ f(g 1(v))do 


9/ Jojdoo) = mm 人 f(g (wo)dv 


而 在 处 理 黎 曼 积分 时 , 只 要 应 用 阿尔 采 拉 定 理 人 526]. 
8) 最 后 ， 我 们 闪 昌 基 芝 尔 四 其 ! 分 的 另 一 解说 , 与 区 间 的 可 加 函数 概念 [参照 348] 有 关 . 
设 对 已 知 区 间 [a, 6] 的 每 一 部 分 [a, 68] 定义 一 数 G([a, 6]), 且 若 区 间 [a, 8] 由 点 7 分 为 两 部 
分 [a, HY 及 [Dy,8], 则 
Glla, B]) = Ga, ))) + G(Y, A)). 
则 G([a, 8]) 是 变动 区 间 [a, 6] 的 可 加 函数 . 设 除 此 以 外 , 在 区 间 [a,9] 上 又 给 出 一 点 函数 jz). 与 
通常 一 样 , 现在 将 区 间 [a,9] 用 点 


QQ 一 2Z0o<zZ<. <zZni<xzn 一 


分 成 部 分 [zi, xit1](i = 0,1,… ,n 一 1) 在 每 一 部 分 中 任意 选择 一 点 &;, 最 后 作 和 
nl 


0 = 2 HG(es as) (32) 


i=0 


这 一 和 当 入 = max(zi+l 一 Xi) 一 0 时 的 极限 就 是 一 斯 蒂 尔 切 斯 积分 , 很 自然 地 一 一 按 作出 它 的 
过 程 一 一 表 作 : 


b 
/ f(s)G(dz). (33) 
如 令 
gs) = ctlo 可 对 z>a g(a) =0, 
定义 一 第 二 点 函数 g(x), 则 由 于 函数 G 的 可 加 性 , 在 所 有 情形 下 


Gl[a, Pl) = 9(6) ~ g(a), (34) 


[585] 85， 斯 著 尔 切 斯 积分 91 . 


故 和 (32) 就 成 为 通常 的 斯 蒂 尔 切 斯 和 
n—l1 


o = 》 f(é)l9(zi+1) -9g(za] 
而 极限 (33) 就 成 为 通常 的 斯 蒂 尔 切 斯 积分 
(9) /yt 人 


反 过 来 , 如 后 面 这 积分 存在 , 则 用 等 式 (34) 定义 一 区 间 函 数 后 ( 且 容 易 验证 , 它 是 可 加 的 ), 可 
化 通常 的 斯 蒂 尔 切 斯 积分 成 为 积分 (33). 


585. 化 第 二 型 曲线 积分 为 斯 蒂 尔 切 斯 积分 “读者 在 掌握 了 斯 带 尔 切 斯 积分 后 ， 
现在 回来 考察 第 二 型 曲线 积分 [546] 是 很 有 用 处 的 : 


/ f (zy)de =/ 1eadl (35) 
(AB) (4AB) 
设想 曲线 (4B) 以 参数 方程 

z= p(t), y= W(t) 


给 出 , 且 当 t 自 a 单调 地 变 到 6 时 曲线 以 自 4 到 B 的 方向 描画 ， 为 明确 起 见 设 
a < B. 则 对 于 为 了 要 形成 积分 和 而 取 在 曲线 上 的 点 4i(i = 0,1,… ,n), 就 有 增加 的 
参数 上 的 值 

to=a<ti < < 在 < 让 II< < 二 
与 它们 相对 应 , 而 对 于 在 弧 AiA;,1 上 所 选取 的 点 Mi， 就 有 值 上 = Tti < ni < 
ts 二 0,1,… ,nn 一 1) 相对 应 . 积分 和 本 身 , 例如 对 第 一 个 积分 来 说 , 可 写作 


?= 2 f(r YTi))Ap(ti) 


的 样子 . 立刻 明白 , 这 是 一 个 斯 蒂 尔 切 斯 和 , 故 第 二 型 曲线 积分 由 定义 本 身 就 与 特殊 
的 斯 蒂 尔 切 斯 积分 恒 等 : 


/ jz,y)dz -9 f (p(t) Pp(O. 


/ f(x,y)q -Sf fp(t), b(t) dp(t). 
(4B) 
由 此 就 很 容易 得 出 曲线 积分 (35) 存在 的 一 个 非常 普遍 的 条 件 :只 要 假定 函数 
f(x,y) 连续 , 而 函数 p(t)[ 或 W(t), 看 情形 ] 为 有 界 变 差 [575, 了 ] 就 够 了 .85) 
85) 函 数 p(t) 和 %(b 的 连续 性 是 不 言 而 喻 的 , 因为 只 考虑 连续 曲线 . 


同样 ， 
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特别 , 如 曲线 (4B) 可 求 长 [572], 而 溃 数 P(z,y) 及 Q(z,y) 连续 , 则 积分 


B B 
/ Pdz + Qady = / P(g(0), Ve) dp(d) + / Q(t0), bE) ay) 
(AB) a a 


存在 . 
现在 , 如 果 考 虑 到 在 579 中 说 过 的 斯 带 尔 切 斯 积分 计算 法 (尤其 , 参看 2°), 则 
可 重新 得 到 第 547 目 中 的 公式 (5), (5*) 或 (6), 且 可 在 比 以 前 更 普遍 的 假定 下 得 到 . 
其 次 , 现在 也 容易 来 推广 第 551 日 中 的 最 终结 果 : 由 一 连续 可 求 长 曲线 所 范围 的 
面积 可 用 该 目 中 的 任 一 公式 (8),(9) 或 (10) 表示 . 这 时 在 推理 中 没有 什么 要 变更 , 因 
为 第 550 目的 引 理 立刻 可 推广 到 可 求 长 曲线 的 情形 ; 亦 可 参看 572 的 最 后 说 明 . 
最 后 , 曲线 积分 与 道路 无 关 的 整个 理论 [83] 亦 可 直接 推广 到 沿 任何 可 求 长 道路 
所 取 的 积分 的 情形 . 


81. 二 重 积分 的 定义 及 简单 性 质 


586. 柱 形 长 条 体积 的 问题 ”与 曲 边 梯形 面积 问题 引导 到 单 重 定 积 分 概念 [294| 
一 样 , 同样 , 柱 形 长 条 体积 的 问题 就 引导 到 一 新 的 概念 一 一 二 重 ( 定 ) 积分 . 
考察 一 立体 V, 上 面 为 曲面 


z= f(z,y) (1) 


所 限制 , 侧面 为 一 柱 面 所 限制 其 母线 平行 于 z 轴 , 最 后 ， 
下 面 为 zy 平面 上 的 一 平面 图 形 (P) 所 限制 (图 33); 要 
去 求 立 体 V 的 体积 . 史 

为 了 要 解决 这 一 问题 , 我 们 采用 通常 在 积分 学 中 所 
用 的 方法 , 将 所 求 量 分 为 元 素 部 分 , 近似 地 计算 每 一 部 
分 , 相 加 并 接着 取 极 限 . 为 达 此 目的 , 将 区 域 (P) 用 一 曲 


线 网 分 成 许多 部 分 (P), ( 肪 ),… , (P,), 并 考察 许多 柱 形 罗 33 
细 条 , 它们 的 底面 是 这 些 部 分 区 域 , 总 起 来 就 形成 所 给 的 
立体 . 


为 了 要 算出 一 个 一 个 细 条 的 体积 , 在 每 一 图 形 (PP) 上 任 取 一 点 (人 mi) 如 将 每 
一 细 条 近似 地 当 作 一 真正 的 柱 形 , 其 高 等 于 图 中 一 长 一 短 的 虚线 f(&;,7), 则 个 别 的 
细 条 体积 近似 地 等 于 


FT) PB 
@ 如 假定 函数 f(z,y) 连续 而 平面 区 域 (P) 可 求 面积 , 则 在 这 情况 下 体积 存在 本 身 容易 从 在 第 
341 及 337 目 中 所 叙述 的 道理 中 推出 来 . 


-94 ， 第 十 六 章 二 重 积分 [587] 


其 中 PB 表 图 形 (及) 的 面积 . 在 这 样 的 情况 下 整个 立体 体积 的 近似 式 为 


V= 》 fm)P. 
i 二 1 

要 增加 这 一 等 式 的 准确 性 就 要 减 小 平面 小 块 (P) 的 幅度 , 同时 增加 它们 的 个 数 . 
当 所 有 的 区 域 () 的 最 大 直径 趋 近 于 零 而 变 到 极限 时 , 这 一 等 式 就 变 成 准确 的 了 ， 
故 

V = lm 》 f(éi,m)P, (2) 
4 一 1 

所 提出 的 问题 就 此 解决 了 . 

这 种 形状 的 极限 就 是 函数 (x,y) 对 区 域 (P) 的 二 重 积分 ; 它 表 作 记号 


//, f (zx, y)aP, 


v=/ | » fdP® (2*) 


因此 , 二 重 积分 是 定 积分 概念 在 两 个 变量 函数 上 的 直接 推广 ,在 决定 各 种 不 同 
的 几何 及 物理 量 时 它 同样 起 很 重要 的 作用 . 


587. 化 二 重 积分 为 逐次 积分 “在 进行 几何 地 解释 二 重 积 分 为 柱 形 长 条 体积 时 ， 
我 们 这 里 也 指出 如 何 用 化 为 逐次 积分 的 方法 来 计算 它 . 

第 二 卷 中 我 们 已 经 讨论 过 用 横断 面 来 计算 立体 (V) 的 体积 的 问题 [342]. 我 们 
回想 一 下 与 这 里 有 关 的 公式 . 设立 体 范 围 在 平面 x = a 及 z=b 之 间 (图 34), 又 立 
体 被 垂直 于 x 轴 且 对 应 于 横 坐 标 xz(a < x < 5) 的 平面 所 截 的 断面 面积 为 9(z)， 则 
立体 体积 在 假定 它 存 在 时 可 用 公式 


故 体积 的 公式 (2) 作 下 形 


b 
v=/ Q(z)dz (3) 


来 表示 . 

现在 应 用 这 一 公式 到 柱 形 长 条 体积 的 计算 , 这 种 长 条 在 前 一 日 中 已 谈 到 过 . 我 们 
以 一 简单 情形 开始 , 即 长 条 的 底面 是 一 矩形 [a,b;c,d]( 图 35). 

长 条 被 平面 x = zola < zo < b) 所 截 的 断面 是 一 曲 边 梯形 a6y65 . 为 了 要 求 出 
它 的 面积 , 将 这 一 图 形 射 影 到 yz 平面 上 , 我 们 得 到 一 与 它 全 同 的 梯形 oi By161( 因 
为 射影 没有 发 生变 形 ). 于 是 ， 


Q(z0) = 面积 cb676 = 面积 a Biyi61. 
@ 不 难 给 这 一 公式 的 推演 以 一 完全 严格 的 形式 , 参看 第 590 目 中 的 附注 . 


[587] 81， 二 重 积分 的 定义 及 简单 性 质 95 ， 


不 过 yz 平面 上 的 曲线 六 61 的 方程 显然 是 
z= f(x0,y) (ec < yqd). 
利用 所 熟知 的 表 曲 边 梯形 面积 为 定 积分 的 式 子 , 我 们 将 有 
a 
Q(z0) = / f (xo, ydy. 
因为 我 们 的 推理 可 用 于 任何 断面 ， 故 一 般 对 a < x 所 bb， 
a 
Q(z) = / f(z,y)dy.o 
将 这 一 值 Q(z) 代入 公式 (3), 得 
b d 
TV 一 / ar | f(z, y)ay. 


但 对 体积 V 我 们 有 式 子 (2*), 因此 ， 


p 了 了 y=Y(x) 
,VaP= | a ,yd 4 
fe / = f(x,ydy (4) 
一 一 二 重 积分 变 成 逐次 积分 了 . 
在 更 一 般 的 情况 下 ， 当 ry 平面 上 的 区 域 (P) 1 y=yo(x) 
是 由 两 曲线 


y= yo(7), Y=Y(7) (和 ZU 
及 两 纵 坐 标 x = a 与 x = 5b( 图 36) 所 围 的 曲 边 梯 
形 时 也 可 得 同样 的 结果 . 与 讨论 过 的 情况 比较 起 来 
@ 这 是 z 的 函数 , 对 于 z 也 是 连续 的 [506], 这 也 是 我 们 在 推演 公式 (3) 时 已 经 假定 了 的 . 


96 ， 第 十 六 章 二 重 积分 [588] 


其 差别 在 于 : 以 前 对 任何 固定 的 z = zo,y 的 变化 发 生 在 同一 区 间 [c,d] 上 , 而 现在 
这 一 区 间 

[yo(zoj Y (x0)] 
本 身 也 与 zo 有关, 故 


Y (zo0) 


Q(z0) = / f(zo, Wady. 


o(zo) 


最 后 得 


v= |/ | fn)aP = [ as / N f(z,Y)dy.® (5) 


在 读者 对 二 重 积分 概念 及 其 计算 在 几何 解释 下 熟悉 以 后 , 我 们 现在 就 要 转 而 用 
纯 分 析 的 观点 更 一 般 地 讨论 这 问题 . 


588. 二 重 积分 的 定义 ”然而 , 我 们 这 里 也 不 能 完全 避免 几何 , 或 至 少 不 能 避免 
几何 的 语言 [160~163]. 我 们 将 谈 到 所 讨论 的 两 上 变量 函数 定义 所 在 的 “二 维 区 域 ” 
( 忆 ), 将 谈 到 “用 曲线 ”分 它 为 部 分 “区 域 ”, 将 取 这 些 “ 区 域 ”的 “面积 ”等 等 . 事实 
上 这 是 算术 的 二 维 空间 中 的 “区 域 ” 及 “曲线 ”, 数 对 就 是 它们 的 “点 ”. 但 通常 所 有 
这 些 “ 形 象 ”, 为 方便 起 见 总 是 用 与 它们 相对 应 的 真正 的 几何 形象 来 替代 , 而 彼此 间 
不 加 任何 区 别 . 特别 , 将 算术 二 维 空间 中 的 “区 域 面积 ”永远 了 解 为 对 应 的 几何 区 域 
面积 .86) 

我 们 回想 一 下 , 要 任 一 曲线 所 范围 的 区 域 可 求 面积 , 必要 且 充 分 地 需 这 一 曲线 
有 面积 0[337]. 光滑 曲线 或 由 有 限 多 个 光滑 段 所 组 成 的 曲线 (所 谓 分 段 光 滑 的 曲线 ) 
形成 这 种 曲线 的 很 宽广 的 一 类 .我 们 以 后 将 假定 , 区 域 (P) 的 边界 以 及 我 们 用 来 将 
区 域 分 割 的 曲线 臂 有 面积 0( 例 如 , 属于 上 述 的 类 中 ); 这 就 保证 了 我 们 所 需 用 的 一 切 
面积 的 存在 . 

现在 我 们 回 到 实际 上 已 在 第 586 日 中 引进 过 的 二 重 积分 概念 , 并 更 广泛 地 给 它 
一 个 一 般 的 定义 ， 

设 在 区 域 (P) 中 定义 一 函数 f(z,9y).3 将 区 域 (P) 用 一 曲线 网 分 成 有 限 个 区 
域 (号 ), ( 马 ),… , (Pn), 它们 的 面积 为 P, 己 ,… ,已 . 虽然 最 简单 不 过 是 假想 这 些 
部 分 区 域 为 连通 的 , 但 为 了 简化 将 来 的 叙述 起 见 ,对 它们 还 是 不 搬 开 有 不 连通 的 可 能 

@ 不 破坏 所 述 性 质 , 甚至 可 允许 有 有 限 个 奇 点 存在 . 

@ 这 里 我 们 并 没有 做 关于 连续 性 的 任何 假定 . 

86) 我 们 注意 , 从 严格 的 分 析 的 角度 , 所 有 涉及 二 维 算术 空间 中 的 区 域 与 曲线 的 “ 儿 何 上 明显 的 ” 
事实 , 一 般 说 来 , 需要 纯粹 分 析 的 、 不 依靠 直观 的 验证 . 今后 有 时 把 这 种 验证 交 给 读者 ; 对 于 在 实 
dp 曲线 , 这 总 是 容易 的 ; 而 (在 个 别 情形 ) 对 一 般 形状 的 区 域 和 曲线 , 可 能 
较为 复杂 . 


[589] 81， 二 重 积分 的 定义 及 简单 性 质 “97. 


好 些 .87) 在 第 i 个 元 素 区 域 (已 ) 范围 内 任 取 一 点 (6 mi), 将 在 这 一 点 处 的 函数 值 
f(&i,mm) 乘 上 对 应 区 域 的 面积 五 , 并 将 所 有 类 似 的 乘积 相 加 . 所 得 的 和 


n 


0 = f(&,m)P 


?一 | 


将 称 为 函数 f(x,y) 在 区 域 (P) 上 的 积分 和 . 
以 入 表 部 分 区 域 (P) 中 的 最 大 直径 .@ 如 当 入 一 0 时 积分 和 o 有 一 确定 的 有 限 
极限 


T= lim o, 
入 一 0 


既 与 区 域 (P) 分 为 部 分 (及) 的 分 法 无 关 , 又 与 在 每 一 部 分 范围 内 点 (6 Wi) 的 选 法 
也 无 关 , 则 这 一 极限 @ 就 称 为 函数 f(z,y) 在 区 域 (P) 上 的 二 重 积分 并 表 作 记号 


I= J rwar 


有 积分 的 函数 称 为 可 积 芯 


589， 二 重 积分 存在 的 条 件 ”可 积 函 数 必须 是 有 有 界 的 . 事实 上 , 在 相反 的 情形 下 ， 
对 任何 已 给 的 将 区 域 (P) 分 割 的 方法 , 依靠 点 (6 mm) 的 选择 可 使 积分 和 任意 大 . 
所 以 以 后 讨论 到 已 知 函 数 f(z,y) 可 积 条 件 时 , 我 们 将 事先 假定 它 是 有 界 的 : 


m < f(z,y} < M. 


与 一 个 变数 函数 时 一 样 , 这 里 引进 所 谓 达 布 上 和 与 下 和 : 
3 一 Simip, S= SMR 
i=1 i=1 


较为 方便 , 其 中 mi 及 Mi 分别 表示 函数 f(z,y) 的 值 在 区 域 (P) 上 的 下 确 界 与 上 确 
界 . 
当 给 出 分 割 区 域 (P) 的 一 方法 时 , 不 论点 (和 ,mi) 如 何 选取 , 不 等 式 
so&s 
@ 我 们 回想 一 下 , 一 点 集中 两 任意 点 距离 的 上 确 界 称 作 点 集合 的 直径 . 在 闭 的 平面 区 域 由 连续 


曲线 所 范围 时 最 大 的 蓄 就 是 直径 . 参看 174. 
四 读者 很 容易 自己 确定 这 一 新 “极限 ”的 正确 意义 ， 


87) 在 二 重 积分 定义 中 , 重要 的 是 : 区 域 (P1), (Pz),… , (Pn) 的 边界 的 面积 为 零 , 区 域 (P;) 彼此 不 
相交 , 它们 连同 其 边界 取 并 就 给 出 原来 的 区 域 及 边界 (例如 , 把 区 域 (P) 分 割 成 (Pi), (P2),…. , (Pn) 
的 “曲线 网 ”的 存在 仅仅 是 使 定义 更 为 直观 ). 


.98 ， 第 十 六 章 二 重 积分 [590] 


将 适合 . 但 适当 地 选择 这 些 点 可 使 值 f(&;,m) 任意 地 接近 于 mi(Mi), 而 与 此 同时 可 
使 和 o 任意 地 接近 于 s(S), 因此 , 达 布 上 和 及 下 和 分 别 对 应 于 区 域 的 同一 分 法 的 积 
分 和 的 下 确 界 及 上 确 界 . 

与 线性 情形 时 一 样 , 对 达 布 和 可 确立 下 列 性 质 . 

第 一 性 质 当 在 昌 的 分 割 线 外 如 添加 一 些 新 线 将 部 分 (已 ) 进一步 分 割 时 , 达 布 
下 和 不 会 减少 , 上 和 不 会 增 大 . 

第 二 性 质 每 一 达 布 下 和 不 超过 每 一 上 和 , 即使 对 区 域 (P) 的 不 同 分 法 也 是 如 
此 . 

证 明 可 与 以 前 [296] 同样 地 来 进行 ; 只 是 在 以 前 谈 的 是 分 点 , 这 里 必须 谈 分 割 线 . 

不 过 有 一 点 我 们 愿意 读者 注意 一 下 . 在 线性 情况 时 每 一 新 分 点 很 清楚 地 将 一 个 
旧 区 间 分 为 两 个 , 又 两 个 区 间 的 公共 部 分 依然 是 一 区 间 . 在 平面 情况 时 情形 就 复杂 
了 , 因为 两 曲线 可 彼此 相交 于 很 多 点 (甚至 相交 于 一 无 穷 点 集 ), 故 连 通 部 分 区 域 可 能 
被 新 的 曲线 拆 成 不 连通 的 部 分 , 同样 两 连通 区 域 的 公共 部 分 也 可 以 是 不 连通 区 域 .这 
就 是 为 什么 我 们 一 开始 就 不 搬 开 讨论 将 基本 区 域 分 为 不 连通 部 分 的 原因 ! 

其 次 , 将 达 布 下 积分 及 上 积分 的 概念 确立 起 来 : 


T=sup{s}, I*= inf{S}, 
且 有 


ss. 
最 后 , 将 对 线性 情况 的 证 明 [297] 逐 字 逐 句 搬 过 来 这 里 就 得 : 
定理 二 重 积分 存在 的 必要 充分 条 件 为 
lim(S 一 5) =0, 
或 用 另 一 记 法 ， 
lim 2 = 0， (6) 
其 中 wi 为 了 区 数 f(zx,y) 在 部 分 区 域 (已 ) 上 的 振动 Mi; — mi. 


590. 可 积 函 数 类 ” 借 上 面 所 确立 的 可 积 判定 法 容易 证 明 : 

I. 任 一 连续 于 区 域 (P) 上 的 函数 f(z,y) 是 可 积 的 ， 

事实 上 , 如 函数 f 连续 于 ( 闭 ) 区 域 (P) 上 , 则 由 一 致 连续 性 , 对 每 一 。 > 0 一 
定 有 一 6 > 0 相对 应 , 使 在 区 域 (P) 的 任 一 直径 小 于 5 的 部 分 上 函数 的 振动 小 于 =s. 
现 设 区 域 (P) 分 成 许多 部 分 (已 ), 它们 的 直径 都 小 于 56. 则 所 有 的 振动 wi < s, 而 


>》 wiP <e) P=eP, 
‘ 4 


于 是 得 知 条 件 (6) 适合 . 这 样 , 函数 的 可 积 性 就 证 明了 . 


[590] 81.， 二 重 积分 的 定义 及 简单 性 质 . 99 . 


附注 现在 就 很 容易 使 柱 形 长 条 体积 的 公式 (2*) 的 推演 变 得 非常 严密 . 这 完全 
可 与 推演 曲 边 梯形 面积 公式 时 [338] 一 样 来 做 一 引用 在 里 面 的 与 外 面 的 立体 , 其 
体积 可 表 作 达 布 和 者 . 


为 了 将 可 积 函数 类 作 若 干 推广 , 我 们 需要 下 一 引 理 . 


引 理 设 在 区 域 (P) 上 已 给 一 面积 为 0 的 某 一 曲线 (万 . 则 对 每 一 s > 0, 有 一 
6 > 0 相对 应 , 使 得 只 要 区 域 (P) 被 分 为 直径 小 于 6 的 许多 部 分 时 , 那些 与 (LL) 有 公 
共 点 的 部 分 其 面积 和 就 小 于 &. 


由 曲线 (万 的 假定 , 可 将 曲线 (I) 夹 在 一 面积 小 于 =s 的 多 角形 域 (8) 内 . 我 们 
可 以 做 得 使 曲线 (L) 与 所 讲 的 区 域 边界 (K) 没有 公共 点 . 则 两 曲线 上 动 点 间 的 距离 
有 一 最 小 值 5 > 0.2 

现在 将 区 域 (P) 任意 地 分 成 许多 部 分 使 它们 的 直径 < 6. 其 中 与 曲线 (L) 相遇 
的 那些 部 分 必 完 全 在 区 域 (8) 内 , 因此 它们 的 总 面积 小 于 <. 

IT 如 有 界 函 数 f(z,y) 至 多 在 有 限 个 面积 为 0 的 曲线 上 有 不 连续 , 则 它 是 可 积 的 

已 给 任意 一 数 = > 0.， 由 假定 可 将 函 
数 f(z,y) 的 所 有 “不 连续 线 ” 包 括 在 总 面 ? 
只 < < 的 多 角形 域 (8) 内 . 在 图 37 中 这 一 
区 域 用 斜 线 打 了 出 来 . 它 的 边界 是 有 限 个 折 
线 (万 , 显然 其 本 身 面积 为 0. 

在 从 (P) 中 减 去 区 域 (Q) 内 部 后 所 得 
的 闭 区 域 中 , 函数 f(z,y) 到 处 连续 , 也 就 意 
味 着 一 致 连续 . 因此 , 对 给 出 的 = > 0 可 求 
得 一 数 51 > 0, 使 在 这 一 区 域 的 每 一 直径 小 
于 61 的 部 分 上 , 函数 f(x,y) 的 振动 < <. 

现 由 引 理 , 也 可 求 得 一 数 6。 > 0 使 每 当 区 域 (P) 用 任意 的 曲线 分 为 直径 小 于 bo 
的 部 分 时 , 那些 与 折线 的 总 体 (一 一 被 减 去 的 多 角形 域 (8) 的 边界 一 相遇 的 
部 分 面积 和 必然 < <. 

设 5 是 两 数 51,62 中 的 较 小 的 一 个 . 将 区 域 (P) 分 为 直径 小 于 6 的 部 分 (已 )， 
(已 ) … , (Pn), 并 考察 对 应 的 和 

》 wuwi 书 . 
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图 37 


将 它 分 为 两 个 和 : 
> (Ci 万 ， 十 》， Wa Pi 》 
i i 


参看 第 二 卷 , 336 目 脚注 QD. 
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假定 记号 i 对 应 于 整个 在 被 减 去 的 区 域 (8) 的 外 面 的 区 域 (PP), 而 记号 i 对 应 于 
所 有 其 它 的 . 我 们 分 别 来 估计 每 一 和 . 

因为 所 有 的 (B,) 都 在 从 (P) 中 减 去 (8) 后 所 得 的 区 域内 , 且 它们 的 直径 < 5 < 
61 , 故 所 有 wis < es, 所 以 


Dw Py < E》 已 <eP. 
另 一 方面 , 如 以 0 表 函 数 f(z,y) 在 整个 区 域 (P) 上 的 振动 , 则 我 们 有 (因为 


wi < 0) 
》， CH/ Py < 人 》， Pi » 
2 Cidh 


这 里 Py, 是 两 类 (已 ) 的 面积 和 : 1) 一 类 整个 在 被 除 掉 的 区 域 (8) 内 , 2) 另 一 类 与 
这 一 区 域 的 边界 () 相遇 . 第 一 类 区 域 的 总 面积 小 于 s, 因为 8 < si; 既然 区 域 被 分 
为 直径 小 于 5 < 62 的 部 分 , 故 对 第 二 类 区 域 的 总 面积 也 可 如 此 说 . 因此 Py < 2s， 
所 以 

>》 ww Pi < 20e. 


2 


最 后 , 当 和 < 6 时 就 有 : 


DwiP < (P+20)e. 


因为 这 一 不 等 式 右 端 与 s 同时 可 任意 小 , 故 条 件 (6) 适合 , 等 等 . 


591. 下 积分 及 上 积分 作为 极限 “在 二 维 情形 下 , 同样 有 达 布 定理 ”对 任何 在 (P) 中 的 有 
界 函数 f(z,Yy) 极限 等 式 
-bo T= kms 
成 立 [比照 301]. | 
我 们 预备 来 证 明 这 里 的 结果 (例如 , 对 上 和 ), 因为 在 推理 上 它 与 线性 情形 有 一 点 实质 上 的 
差异 . 
与 那 时 一 样 , 对 已 给 的 s > 0, 开始 时 将 区 域 (P) 用 一 曲线 网 分 成 许多 部 分 使 对 于 对 应 的 和 
S 有 
S < 产 十 3 
刚才 所 提 到 的 曲线 网 一 一 这 些 曲 线 总 起 来 表 作 (L) 一 一 面积 为 0. 因此 , 由 前 一 目的 引 理 , 可 求 
得 一 个 6 > 0, 使 当 区 域 (P) 无 论 怎样 分 为 直径 < 6 的 部 分 ( 忆 ) 时 , 那些 至 少 与 曲线 (L) 之 一 
相遇 的 部 分 其 面积 和 将 < 2, 其 中 Q 是 函数 f 在 区 域 (P) 上 的 全 振动 
以 3 表 对 应 于 任意 的 这 种 分 法 的 和 . 如 果 我 们 将 整个 曲线 网 (ZL) 全 部 加 到 所 出 现 的 分 割 曲 
线 上 来 , 就 得 出 一 和 S”; 将 5S 与 S” 来 比较 一 下 . 由 达 布 和 的 第 一 个 性 质 [589], S”< S', 故 更 
不 用 说 
3S” <I*+ 了 


[592] §1. 二 重 积分 的 定义 及 简单 性 质 * 101- 


和 5S 及 5S” 的 差别 只 在 那些 对 应 于 被 曲线 ( 工 ) 所 切 开 的 部 分 (PB) 的 项 . 因为 这 些 部 分 的 面积 和 
< 二 , 故 容易 看 到 ， 

20 ， 加 

S-S"<Q. pr 
最 后 ， 
”<S<I+s, 
这 就 完成 了 证 明 . 
现在 积分 存在 的 判别 就 化 为 等 式 
= 


用 这 , 与 线性 情形 一 样 , 要 函数 可 积 , 对 任何 的 s > 0, 即 使 对 于 一 对 达 布 和 不 等 式 
S—s<e 
满足 就 够 了 . 


592. 可 积 函 数 与 二 重 积分 的 性 质 1° 如 用 任意 的 方式 改变 在 (P) 中 可 积 函 
数 f(x,y) 党 任何 面积 为 0 的 曲线 上 的 值 (只 要 受 一 限制 , 就 是 改变 后 的 函数 依然 有 
界 ), 则 又 得 一 同样 在 (P) 中 可 积 的 函数 , 且 它 的 积分 等 于 f(x,y) 的 积分 . 

为 了 证 明 起 见 ,必须 对 改变 后 的 与 原来 的 函数 作 积分 和 , 它们 只 可 能 在 与 曲线 
(万 相遇 的 区 域 (PB) 上 面 那些 项 不 同 . 但 由 第 590 目 引 理 , 这 些 区 域 的 总 面积 当 
入 一 0 时 趋 近 于 零 , 于 是 就 容易 作 结论 : 两 积分 和 趋 于 同一 极限 . 

因此 ,二 重 积分 的 存在 及 大 小 与 积分 号 下 的 函数 活 有 限 个 面积 为 0 的 曲线 上 所 
取 的 值 无 关 . 

2° 著 将 函数 f(z,y) 所 在 的 区 域 (P) 用 曲线 (也 )( 面 积 为 0) 分 成 二 区 域 (P”) 
及 (P"), 则 由 函数 f(z,y) 在 整个 区 域 (P) 上 的 可 积 性 就 能 推 得 它 在 部 分 区 域 (P') 
及 (P") 上 的 可 积 性 , 反 过 来 , 由 函数 在 两 区 域 (P') 及 (P”") 上 的 可 积 性 推 得 在 区 域 
(P) 上 的 可 积 性 . 同时 


sewae= fewart ff,, f(zx, YaP. 


将 区 域 (P') 及 (P”) 任意 地 分 成 许多 部 分 , 这 样 (P) 亦 分 成 了 许多 部 分 : 
(Ph (BP), , (Pn). 
如 以 记号 i 表 包 含 在 (P') 内 的 部 分 ,i” 表 包 含 在 (P”) 内 的 部 分 , 则 
ZwiP; = Dwr Pz + Dwi Pi. 


设 函 数 f(z,y) 在 (P) 上 可 积 , 故 当 和 一 0 时 左 端的 和 趋 近 于 零 ; 因而 右 端的 每 一 和 
更 趋 近 于 零 , 故 函 数 同样 在 (P”) 及 (P”) 上 可 积 . 
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反 过 来 , 如 有 后 面 这 一 情况 , 故 当 和 一 0 时 右 端的 两 个 和 趋 近 于 零 , 则 左 端的 和 
同样 也 趋 近 于 零 . 不 过 , 必须 注意 , 这 个 和 不 是 对 区 域 (P) 的 任意 分 法 得 来 的 , 我 们 
原来 是 从 区 域 (P') 及 (P”) 分 开 来 分 割 而 出 发 的 . 

要 想 将 区 域 (P) 的 任意 分 法 变 成 这 种 特殊 形状 的 分 法 , 只 要 在 分 割 线 中 加 上 曲 
线 (). 与 它们 相对 应 的 和 仅仅 在 和 那些 与 曲线 (L) 相遇 的 元 素 区 域 相对 应 的 项 上 
不 同 . 但 由 第 590 目 中 引 理 , 它们 的 总 面积 当 和 一 0 时 趋 近 于 零 , 而 两 和 相差 一 无 
穷 小 . 因此 , 条 件 (6) 完全 适合 , 函数 f(x,y) 就 在 (P) 上 可 积 . 

最 后 , 当 入 一 0 时 从 等 式 


Ef (Ei,m)P: = Df (Ebr, mn) Py + Df (Er, mr) Pr 


经 极限 过 程 就 得 到 所 要 证 的 公式 . 
同样 , 从 极限 过 程 考 察 积 分 和 也 可 得 下 面 三 性 质 : 
3°。 如 将 在 (P) 上 的 可 积 函 数 f(z,y) 来 上 一 常数 k， 则 所 得 函数 也 同样 可 积 ， 


几 kf (zx,y)dP = /ren 


各 ”如 在 区 域 (P) 中 函数 f(z,9) 及 g(z, 引 可 积 , 则 函数 Flz, 切 士 g(z, 切 也 可 


积 , 且 
/ | Um) £9ln lap= 上/ 1/ ya)ap+ / / ,seaP 


5° 如 对 在 (P) 中 可 积 的 函数 f(z,y) 及 g(x,y) 不 等 式 f(z,y) < g(x,y) 成立， 


则 
dP < ,ydP. 
sre < Js 1 
再 则 ， 
6” 当 函 数 f(z,y) 可 积 时 函数 jj/(z, 切 | 也 可 积 , 且 有 不 等 式 


foreewar < ,ve we 


水 数 |f| 的 可 积 从 一 简单 的 说 明 就 推 得 出 来 : 这 一 函数 在 任何 区 域 P 上 的 振动 
i 不 会 超过 函数 了 的 对 应 振动 6. 事实 上 , 这 样 就 有 


FoiP; & DwiP;, 
而 第 二 个 和 趋 近 于 零 就 隐 含 着 第 一 个 和 趋 近 于 零 . 
从 不 等 式 
[Sf (énm) P| < Ef (Ei, mm)|P; 
用 极限 过 程 就 能 得 到 所 求证 的 不 等 式 . 


[593] 81. 二 重 积分 的 定义 及 简单 性 质 . 103 ， 


7。 如 在 (P) 上 的 可 积 函数 f(z,y) 满足 不 等 式 
m <& f(x,y) < M, 
则 
mP< 有 renapsMP (7) 
这 可 以 从 显明 的 不 等 式 
mp < 5f(Esm)P < MP 


经 极限 过 程 得 来 . 
如 用 P 来 除 不 等 式 (7) 的 各 端 : 
m < fp, f(x,y)aP < 
P 
并 以 4 表示 中 间 的 比值 , 则 得 不 等 式 (7) 的 另 一 写法 


M, 


ff rmap=up (msnu<M) (8) 
(P) : 


这 表明 了 所 谓 中 值 定理 . 

特别 , 现在 假定 函数 f(x,y) 在 (P) 上 连续 , 并 取 在 区 域 (P) 上 的 最 小 及 最 大 值 
一 一 由 魏 尔 斯 特 拉 斯 定理 [173], 它们 存在 ! 作为 m 及 M. 则 由 大 家 熟知 的 柯 
西 定理 [171], 连续 函数 f(x,y) 如 取 值 m 及 M 也 必 通 过 每 一 中 间 值 . 因此 , 在 任何 
情况 下 , 在 区 域 (P) 上 可 找 得 一 点 (x, 纺 使 j= f(z, 妨 , 而 公式 (8) 有 以 下 形式 : 


/ | Tm)dP = 5D) P (9) 


这 是 特别 常用 的 中 值 定理 的 形式 .88) 
同样 ,推广 的 中 值 定理 也 很 容易 [304,10°] 搬 到 这 里 所 讨论 的 情况 上 来 , 我 们 将 
这 留 给 读者 . 


593. 积分 当 作 区 域 的 可 加 函数 , 对 区 域 的 微分 法 ”考察 一 ( 闭 的 ) 平面 区 域 (P) 
及 含 在 它 里 面 的 部 分 ( 闭 ) 区 域 (p). 我 们 将 假定 所 有 区 域 都 是 可 求 面积 的 (有 时 候 它 
们 还 要 受 其 它 限 制 ). 如 果 对 区 域 (P) 的 每 一 部 分 (p), 有 某 一 定数 


B= B((p)) 


88) 所 述 中 值 定理 的 证 明显 然 用 到 了 区 域 (P) 是 闭 的 及 连通 性 ; 我 们 要 注意 , 没有 这 两 个 假设 中 
值 定理 不 成 立 , 虽然 对 积分 此 前 所 述 性 质 , 这 两 个 假设 不 是 本 质 的 . 
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与 它 相 对 应 , 这 样 就 对 所 述 的 那些 (p) 定义 了 “区 域 (p) 的 一 个 函数 ”、 这 种 区 域 函 
数 的 例子 有 : 区 域 的 面积 , 连续 分 布 在 它 上 面 的 质量 , 这 质量 的 静 和 矩 , 连续 分 布 的 荷 
载 或 一 般 地 作用 在 它 上 面 的 力 , 等 等 . 

车 尔 当 将 区 域 (p) 任意 地 分 为 互 不 相 滞 的 部 分 89) 


(p) = (p) + (p") 
时 恒 有 
更 ((D)) = B((p)) + B((p")), 
则 区 域 函数 更 ((p)) 称 作 可 加 的 . 上 面 所 举 的 一 切 疼 数 都 具有 这 种 可 加 性 质 . 可 加 的 
区 域 哨 数 有 其 特殊 重要 性 , 因为 在 研究 自然 现象 时 常常 会 遇见 它们 ， 
设 在 一 可 求 面积 区 域 (P) 上 已 给 一 可 积 图 数 f(M) = jz,g; 因此 它 在 区 域 (P) 
的 任 一 可 求 面 积 部 分 (p) 上 也 为 可 积 的 , 故 积 分 


so)= | ,feaP (10) 


也 为 区 域 (p) 的 函数 . 由 592,2°, 显然 它 是 一 可 加 函数 . 

现在 我 们 来 讨论 “函数 了 ((p)) 对 区 域 的 微分 法 ”. 设 M 是 区 域 (P) 的 一 定点 ,(p) 
是 任 一 包含 这 一 点 的 部 分 区 域 .如 上 比 

$((p)) 
p 

(p 是 区 域 (p) 的 面积 ) 当 区 域 (p) 的 直径 无 限 减 小 时 趋 近 于 一 确定 有 限 极限 f 一 
f(M), 则 这 一 极限 称 作 在 点 M 处 $((p)) 对 区 域 的 导数 .例如 , 若 8((p)) 是 连续 分 布 
在 平面 图 形 (p) 上 的 质量 , 则 f(M) 不 是 别 的 , 就 是 在 点 M 处 分 布 质量 的 密度 ; 如 
鲁 ((p)) 表示 作用 在 图 形 (p) 上 面 的 力 , 则 了 (M) 表 在 点 M 处 的 压强 , 等 等 . 

我 们 特别 感 兴趣 的 情况 是 区 域 函数 可 表 作 形 如 (10) 的 积分 时 , 其 中 f(z,y) 是 
区 域 (P) 上 的 连续 函数 . 我 们 来 证 明 : 积 分 在 点 M 处 对 区 域 的 导数 就 是 积分 号 下 的 
函数 在 这 一 点 处 的 值 , 即 


f(M)= f(z,Y). 
事实 上 , 取 在 导数 定义 中 所 谈 到 的 一 个 区 域 (p) 后 , 由 中 值 定理 [参看 (9)] 有 
SS((D)) = f (3,) 2, 


其 中 (x,9) 为 区 域 (p) 的 某 一 点 . 如 区 域 (p) 的 直径 趋 近 于 零 , 则 点 (x,3) 就 无 限 接 
近 于 (x, 人, 由 连续 性 ， 
B((p)) 


p= f (5,9) 一 f(z,Y), 
89) 如 果 各 个 部 分 区 域 没有 公共 点 , 就 称 它们 为 不 相 友 的 (或 不 相交 的 ). 
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这 就 是 所 要 证 明 的 . 

因此 , 在 变动 区 域 上 的 二 重 积分 (10) 在 特殊 意义 下 是 积分 号 下 点 函数 的 “ 原 函 
数 ”; 它 成 为 一 区 域 函数 , 对 于 它 来 说 这 一 点 函数 就 是 对 区 域 的 导 隐 数 . 自然 就 发 生 
这 样 一 问题 : 由 导 孙 数 究 况 能 够 唯一 地 决定 “ 原 隔 数 ” 到 怎样 的 程度 呢 ? 

在 这 一 方面 可 以 证 明 这 样 一 命题 :两 可 加 的 区 域 函 数 $1((p)) 及 2((p)) 若 在 原 
来 的 区 域 (P) 的 所 有 点 处 对 区 域 的 导数 相同 , 则 必 恒 等 . 

如 变 为 考虑 差 鲁 ((p)) = 1((p)) 一 2((p)), 事情 就 成 为 求证 :可 加 的 区 域 溃 数 
B((p)) 在 区 域 (P) 的 所 有 点 处 其 导数 等 于 零 时 它 本 身 也 恒 等 于 零 . 

由 导数 定义 本 身 , 不 论 s > 0 是 怎样 的 一 个 数 , 可 用 一 邻 域 围绕 区 域 (P) 的 每 一 
点 M, 使 对 任 一 包含 M 的 而 含 在 邻 域 里 面 的 任 一 部 分 (p), 有 


a 


< <.90) 
p 


将 博 雷 尔 引 理 [175] 应 用 到 这 些 邻 域 上 , 就 能 够 将 区 域 (P) 分 为 有 限 个 互 不 相 重合 
的 区 域 : 

(P) = (pi1) + (p2) + :… + (pk), 
使 对 它们 的 每 一 个 皆 有 (i = 1,2,:…. ,) 


ee <e 或 |B((pi)| < pas 


由 函数 @((p)) 假定 的 可 加 性 , 我 们 有 
3((P)) = 2 B((pi)). 
由 此 联系 到 前 一 不 等 式 , 得 
IB((P)I < 2 (pp))| < Pe. 


但 此 处 = 是 任意 的 , 这 就 是 说 $B((P)) = 0. 因为 可 以 取 任何 部 分 区 域 (p) 以 代替 区 
域 (P), 这 也 就 证 明了 我 们 的 断言 

对 照 全 部 上 面 所 述 的 , 我 们 得 到 - -最 后 的 断言 :在 变动 区 域 上 的 二 重 积分 (10) 是 
积分 记号 下 点 函数 巴 的 唯一 可 加 “ 原 函 数 ”. 


@ 与 上 面 一 样 , 这 一 函数 假定 为 连续 的 . 


90) 由 导数 的 定义 仅 可 直接 推出 , 对 位 于 点 M 的 某 个 邻 域内 , 并 且 包 含 点 M 本 身 的 各 个 (p), 上 
述 不 等 式 成 立 . 然而 任意 不 包含 M 的 区 域 (p) 可 以 表 为 两 个 包含 M 的 区 域 之 差 . 所 求 不 等 式 容 
易 从 函数 更 ((p)) 的 可 加 性 推出 . 
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所 以 , 不 必 计 算 就 可 明白 , 例如 , 已 知 在 点 M 处 分 布 的 质量 其 密度 为 p(M) = 
ofz,y) 时 , 分 布 在 图 形 (P) 上 的 整个 质量 可 表 作 积 分 


m = 几 p(x, yaP; 


如 gq(M) = g(z,y) 是 在 点 M 处 的 压强 , 则 整个 作用 在 图 形 (P) 上 的 力 为 


r= |/ | mdP 
等 等 . 


附注 前 面 我 们 曾经 谈 过 区 间 的 可 加 函数 [348;584,8)]. 因为 这 种 函数 总 是 某 点 
肖 数 的 两 个 值 的 差 , 故 对 “线性 的 ” 情形 没有 必要 像 上 面 对 “平面 的 ”情形 叙述 的 那 
， 样 来 发 展 理论 . 然而 在 定 积分 对 变动 上 限 微分 法 的 定理 中 [305,12°], 读者 容易 观察 
到 与 刚才 所 证 明 的 二 重 积 分 对 区 域 的 微分 法 定理 的 相似 处 , 而 第 348 目 中 的 推理 可 
解释 为 积分 是 作为 已 知 点 函数 的 “ 原 函 数 ” 的 唯一 可 加 区 间 天 数 的 证 明 . 
82. 二 重 积分 的 计算 


594. 在 政 形 区 域 的 情况 下 化 二 重 积分 为 逐次 积分 “关于 这 一 问题 的 几何 的 解 
释 , 在 一 些 特殊 的 假定 下 我 们 在 第 587 目 中 已 经 作 过 了 . 

现在 我 们 用 分 析 的 工具 且 在 最 普遍 的 形式 下 来 考察 它 ; 我 们 从 最 简单 的 情形 开 
始 , 即 当 积 分 区 域 是 一 矩形 (P) = [abc,d] 时 . 


定理 ”如 对 定义 于 短 形 (P) = [a,6;c,d| 上 的 一 函数 f(z,y) 二 重 积 分 


/ / myaP (1) 


存在 , 且 对 每 一 个 [a,0| 上 的 常数 值 x, 单 积分 


ad 
rs)=/ favady (a<r < CO) 


/ dy / “flr, ay (3) 


几 jz,y)dP = [ dz [sna (4) 
成 立 .中 


@ 读 者 容易 观察 到 这 一 断言 是 关于 二 重 极限 及 逐次 极限 的 熟知 定理 [168] 的 一 种 变形 . 


也 存在 , 则 逐次 积分 


同 祥 存在 ， 且 等 式 


{594] §2， 二 重 积分 的 计算 . 107. 


证 明 在 确定 矩形 (P) 的 区 间 [a, 引 及 [c,dj 内 插入 分 点 
TO=a<H1 < LPT < < Tn=b, 
Yo=e< < Yk Yt < < Ym=d. 
将 它们 分 为 许多 部 分 . 因而 矩形 (P) 就 分 成 许多 部 分 矩形 (图 38) 
(Pp) = [za CH pH 全 一 01 ,no1k=0,1,.… ,mo—1). 


以 miw 及 Mi 分 别 表 示 羡 数 f(x,y) 在 
矩形 (Ps) 上 的 下 确 界 及 上 确 界 , 故 对 这 一 矩 
形 的 所 有 点 (x,y)， 


mk < f(r,Yy) < Ni 


将 z 在 区 间 [za zitr1] 上 任意 固定 : zx = &i, 
对 y 自 yr 积分 到 w+ 我 们 将 有 [304,8°] 


VYk+1 
mi,k AYk < / f(é&i,y)dy < Mi,pAyk, 
Yk 


其 中 Ap = yr+1 一 yr; 对 y 的 积分 是 存在 的 ， 38 
因为 假定 了 在 整个 的 区 间 [c, dj] 上 的 积分 (2) 
存在 . 将 对 的 自 0 到 m 一 1 的 类 似 不 等 式 相 加 , 得 


m—l 


a m—1l 
ma,kpAYyk < T(Eéi) = / f(éi,y)dy < > Mi,kp Ayk-: 
k=0 ° k=0 


如 在 这 不 等 式 各 端 遍 乘 以 Azi = zit1 一 zi 并 对 附 标 i 自 0 到 nn 一 1 相 加 ， 则 得 


Ta 工 mikAgk < 3 &i)Ari < Do, Mi,p Ayk. 

i=0 i= 
在 中 间 我 们 得 到 了 函数 I(x) 的 积分 和 . 至 于 两 头 的 项 , 它们 不 是 别 的 , 正 是 对 于 二 重 
积分 (1) 的 达 布 和 s 及 5. 事实 上 , 因为 AxiAyn 是 矩形 (Pix) 的 面积 Ps, 故我 们 
有 , 例如 ， 


n—lm—1l 


3 D3 mi,k AYk = 》， >， mi,kATiAYk = 2 大 一 8， 


i=0 k=0 


因此 , 最 后 


n—l 


8 所 》， IT(&i)Axi < 5. 


1 一 
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如 现在 所 有 的 Azx; 及 Aykx 同时 趋 近 于 零 , 则 由 于 二 重 积分 (1) 的 存在 , 和 s 及 5 都 
趋 近 于 它 为 极限 . 在 这 种 情形 下 , 也 有 


imS rym = {ftwan 


i=0 ( 


亦 即 二 重 积分 (1) 同时 也 是 函数 I(z) 的 积分 : 


J wa = [ ra = dz fw)ay, 


这 就 是 所 要 求证 的 . 
将 z 及 y 的 地 位 交换 , 与 (4) 同时 , 也 可 证 明 公式 


[sewar= [wf tema (a, 


这 时 假定 了 当 y= 常数 时 积分 。 
| sear 
存在 . 
附注 如 与 二 重 积分 (1) 一 起 , 两 单 积分 都 存在 : 


a b 
ya (z= 常数) 及 /fast)dz 外 = 常数 ) 


则 两 公式 (4),(4*) 同时 成 立 , 于 是 


af tawny= f af trae (5) 


这 一 结果 我 们 以 前 [528] 已 经 得 出 过 , 那 时 没有 利用 二 重 积分 存在 的 假定 . 

应 用 公式 (4) 或 (4*) 要 受 二 重 积分 及 单 积分 之 一 存在 的 限制 . 如 函数 f(z,y) 连 
续 (在 实际 中 通常 所 遇 到 的 情形 ), 则 所 有 上 述 积分 都 保证 存在 ; 例如 对 二 重 积分 来 
说 , 能 由 590, 1 得 出 . 在 这 种 情况 下 , 在 实际 计算 二 重 积分 时 任 一 上 述 公式 都 可 利用 
因为 计算 单 积分 是 一 特别 简单 的 问题 

在 证 明 公 式 (4) 时 最 自然 的 是 用 平行 于 坐标 轴 的 直线 分 矩形 (P) 为 有 面积 
AziAgk 的 矩形 元 素 . 要 想 就 二 重 积分 记号 本 身 能 说 明 是 用 平行 于 坐标 轴 的 直线 将 
区 域 细 分 而 进行 积分 的 , 常常 就 不 用 //. f(z,y)aP 而 写 


//, f(x, ydrdy 革 /, fdvda . 


[595] 82. 二 重 积分 的 计算 .109 ， 


此 外 , 注意 到 将 取 在 矩形 (P) = [a,b;c,q] 上 的 二 重 积分 化 为 逐次 积分 时 , 二 重 
积分 本 身 也 常常 用 一 类 似 于 逐次 积分 的 记号 来 表示 : 


[ [tenavas 或 厂 Jenanm 


在 这 种 表示 法 里 “外 面 的 积分 ”与 “外 面 的 微分 ”彼此 对 应 , 故 为 了 要 得 到 任 一 逐次 
积分 , 只 要 添置 括 弧 就 行 了 : 


[ {few 或 [ {frewar}e 


595. 例 1) 计算 展 布 在 矩形 (P) = [3,4;1,2] 上 的 积 


由 
/|/ es 


4 


解 ”由 公式 (4*) 可 以 写 


先 求 出 里 面 的 积 
QZ 1 1 
3 (z+Y)? y+3 y+4 


// dzxdy -三 1 |。 _mn2s 
四 区 + J yt3 到 “于 


于 是 ， 


2) 计算 积 
1 2Z2dzd 
(n= f(y 2)drdy, (B= Tp 
1 pl ydrdy 
(a)1s= 天 (t+ )3/2 
解 (a) 岂 = 1 ay fi( 57x2y 一 273 )dz= 户 (195y — 6y2)dy = 660. 
172 dy nt 
(6) B= 7 def T= 1 


(a) 用 公式 (4) 将 Is 表 作 下 形 更 为 简单 : 
ydy 
1s = [ dr | 十 好 2)3/2， 


yady 1 1 


0 (Try) 一 Z2 十 1 Z2 十 2 


因为 立刻 就 能 得 到 


所 以 


9 


na- 三 ( 志 nt -mn3+ 
Jj0、VvVz2+1 VI2 二 2 2 十 Vz2 十 2|0 1 十 


a 
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如 采用 另 一 逐次 积分 , 则 求 积 时 就 比较 麻烦 些 ; 
“=| “ Ur 


QZ 
/ (+22+ 于 | 0 
I 了 ydy 1 V2+ 1 
3 一 一 一 一- 一 一 一 一 -一 一 一 -一 
o (1+)V2+ 2 


1 V3- DV2+D 
2 (V3+D(V2-1) 


很 容易 将 这 一 答案 变 到 前 面 的 形状 . 
3) 求 一 立体 的 体积 V, 这 立体 下 面 被 zy 平面 所 限制 , 侧面 被 平面 z = 0z = ay = 二 0,y=b 
所 限制 , 而 上 面 被 椭圆 抛物 面 


所 限制 . 
解 ”首先 由 公式 (2*) 


我 们 用 公式 (4*) 来 计算 这 一 积分 : 


6 a 2 2 6 3 2 2 2 
/a 2 交 )4 =/ (三 和 = 业 (S 5). 
/ ,/ ( 务 + 才 2 二 人 机 1235)% esta 
入 同样 对 由 zy 平面 、 曲面 zz 十 22 二 Ra2(z > 0) 及 平面 y = 0 与 y = 瓦 所 围 的 立体 炒 


体积 . 
解 ”如 取 zy 平面 上 的 矩形 [一 R, R;0, 玖 ] 为 立体 的 底 , 则 


H R R 2 
-/ 三 VE -widy =2n | Baidr = 工 5 


(当然 , 更 简单 的 是 将 这 立体 当 作 以 zz 平面 上 的 半圆 为 底 的 柱 形 .) 
5) 同样 对 由 平面 z = 0,x 二 a,x = b,y = CY = dlb > > 0,d > c > 0) 与 双 曲 抛物 面 
2\/p2 
z 二 型 (m > 0) 所 围 的 立体 求 体积 答 了 = < 二 < 一 2) 
m 4m 
6) 求证 


1 1 1 
/ / (zy) dzdy = ydy. 
0 0 0 


二 重 积分 中 积分 号 下 的 函数 , 如 当 zy = 0 时 给 它 以 值 1, 则 它 在 整个 正方 形 [0,1;0,1] 上 


连续 . 
1 rl 1 1 
/ [ (zy) "dzagy = dy / (zy)=ydz， 
0 “0 0 0 


我 们 有 


[595] 82. 二 重 积分 的 计算 . 111 ， 


在 里 面 的 积分 中 作 替 换 zy = t( 当 y = 常数 > 0), 再 行 分 部 积分 , 因而 对 二 重 积分 得 出 表示 式 


1 y y 1 1 
/于 上 at= my { ttat -/ Wf In ydy. 
o YJo 0 0 0 


前 一 双重 代入 式 为 零 , 因为 放 tidt 当 y 一 0 时 是 一 阶 无 穷 小 .至 于 后 面 一 积分 , 则 由 恒 
等 式 


(9) = Iny+ yy, 
它 就 化 为 积分 1 yrady. 
7) 求证 (对 任何 的 z = 常数 ) 


持 / 生 到 ? 
/ / cos(2z sin psinbg)awpoab = {/ Cos{z sn . 
o Jo 0 
为 达 此 目的 , 将 每 一 积分 展开 为 z 的 震级 数 . 对 于 单 积分 这 已 经 在 [440,13)] 中 做 过 : 
至 2 2k 
人 cos(z sin 入 )GA 一 了 人 oa 
二 重 积分 中 积分 号 下 函数 展开 成 级 数 


多 


cos(2z sinwsing0) 一 工 十 和 Ta sin2 wp sin®: 0, 


i=l1 


它 对 正方 形 [0, 5; 0, 开 ] 中 一 切 值 p 及 9 一 致 收 全 ,在 这 一 正方 形 内 将 它 逐 项 积分 ,得 
可 各 
/ 人 cos(2zsin wsing)dpdb 
0 
2 
= 六 + Da [ [ sin?: p sin2 gadpdb. 
但 [参看 312(8)] 
广 广 sin2 psin2 gdpab = 人 wf sin2 psin2 dp 
0 Jo 
- 记 snpag 广 -| | 
-/ sin” 0d0 人/ sin2 ipdp 5 (an ， 
故 经 简单 变换 后 ， 


至 和 ， , 页 2 Dz .20)! 1)'z2: . (22)! 
/ 人 cos(2z sinwpsin bcdpab = 工 和 十 二 下 


@ 本 来 ， Jim- -fo ttdt = lmt 二 1, 
—0Y 


@ 不 青 加 以 说 明 , 读者 可 将 一致 收敛 级 数 的 概念 以 及 将 它 逐 项 积分 的 定理 推广 到 级 数 项 含有 两 
个 变数 的 情形 . 
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现在 容易 验证 [参看 390,3)], 的 确 ， 
2 
(一 1:z (20)! 1) i za . (2 四 
++ 所 - -{1>c 1) | 。 
因此 , 所 提出 的 二 重 积分 的 值 可 用 附 标 为 零 的 贝 塞 尔 函数 来 表示 :9 
至 /于 A2 
/ / cos(2z sin psinbg)dpdb = 了 OP . 
0 Jo 


8) 求证 对 任何 TO < 天 < 1 了) 


dod 和 dX TK(A 
1— ksin? psin?0 50 一 1 二 12sin2 入 2 


提示 “将 两 积分 按 & 的 需 展 开 , 右 端 积分 的 这 一 展开 式 我 们 已 经 遇见 过 [440,11)]. 

9) 求证 : 如 函数 f(z) 在 区 间 [a,5] 上 可 积 , 而 函数 g(y) 在 区 间 [c,d] 上 可 积分 , 则 两 变数 的 
函数 f(z)g(y) 在 矩形 (P) = [a,6;c,d] 上 可 积 . 

提示 ”问题 可 变 成 函数 f(x) 及 g(y) 当 作 两 变数 的 函数 时 分 别 在 (P) 上 的 可 积分 性 . 为 此 ， 
利用 在 第 591 目 末 所 述 的 可 积 简易 判定 法 非常 方便 . 

注意 , 此 处 


/ (py 9a = 1 | / f(tWe| 
| [ 7 oaejw- / ar， / “gay, 


故 二 重 积分 这 里 就 成 为 两 个 单 积分 的 乘积 . 

反 过 来 , 有 时 候 将 两 个 单 积分 的 乘积 表 成 二 重 积分 的 形状 也 是 有 用 处 的 下 面 我 们 举 出 应 用 
这 一 思想 的 若干 例题 . 

10) 求证 不 等 式 


/rm | 乱 >0 — a)’, 


其 中 f(x) 是 一 正 连续 函数 . 
不 失 一 般 性 , 可 以 假定 a < 5. 因为 积分 与 积分 变量 记 法 无 关 , 可 将 任 一 积分 中 用 文字 y 代 葵 
文字 z, 则 不 等 式 左 端 就 可 改写 成 : 


Fa J yd 
一 /天 人 // (py Fz) 
其 中 (P) = [a,b; a,49]. 于 是 


m=3// | Ee + 到] w= 万 四 十 广 扫 
(P) FD (p) 2f(2)f 2F(z)fF(Yy) 
中 如 推广 第 299 目 , II 的 定理 到 两 变数 的 函数 上 去 . 


91) 参 看 440,12). 


[595] 82， 二 重 积分 的 计算 . 113 . 


由 明显 的 不 等 式 24B < A? 十 B?, 积分 号 下 的 函数 > 1, 故 [参看 592,7?] 
I 之 (6b a)’, 


这 就 是 所 要 求证 的 . 
11) 布 尼 亚 科 夫 斯 基 不 等 式 ” 我 们 以 前 已 经 遇 到 过 这 一 不 等 式 [321]， 作 为 一 习题 我 们 将 给 
出 当 函 数 f(x) 及 g(z) 在 [a,9] 上 在 正常 的 意义 下 可 积 时 它 的 一 新 的 推演 . 
考察 积 
- / | 0) ~ Foo day, 


其 中 (P) 是 正方 形 [a,b; oa, 中. 解 开 括号 , 我 们 有 [参看 9)] 


- / ‘Plas / ‘p(y)ay -2 / gajaa、 / eta / my / ‘p(w)de, 


或 , 最 后 , 再 利用 积分 与 自 变数 记 法 的 无 关 性 : 


B=2 {f fu /rom- [reoom| }. 


因为 在 积分 B 中 积分 号 下 的 式 子 是 非 负 的 , 故 亦 B > 0, 由 此 就 得 出 所 要 求 的 不 等 式 


/ f(x)g(z | < /Po /rom 


附注 从 这 里 ,特别 ,前 一 习题 的 不 等 式 也 可 推出 【将 / 换 作 V7, 9 换 作 六 
12) 切 比 雪夫 不 等 式 “用 同样 的 推理 可 证 明 不 等 式 
/ p(s) f(s)de. / ‘p(s)9(s)ds < / pla)ds. / pl2) f(a)o(n)ds, 
这 是 属于 r.z. 切 比 雪夫 的 . 这 里 p(xz) 是 正 的 可 积 函数 , 而 f(z) 及 g(x) 是 单调 增加 孔 数 . 
设 a < 5b. 考察 差 


b p ; 
A= f ror)owas: { pds f poco: f paola) 
在 两 个 项 的 第 二 因子 中 将 文字 > 换 作 y, 表 这 一 差 为 
b b 
=/ / p(z)p(Y) f(x) g(r) — g(y) Adzrady. 


=/ fz yf ) 9(y) ~ g(a)ldzdy. 


-3/ [ p(x)p(Yy)Nf (zx) 一 oo(z) — 9 (ydray. 


现在 交换 x 及 y 的 地 位 : 


最 后 , 如 取 两 式 的 和 之 半 , 得 
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因为 函数 f 及 9 都 单调 增加 , 故 两 方 括号 有 同 号 , 即 积分 号 于 的 式 子 永远 非 负 , 因而 亦 A > 0， 
这 就 证 明了 所 需 不 等 式 . 

容易 看 到 , 在 函数 f 及 9 都 减少 时 它 也 保持 有 效 . 当 一 个 减少 另 一 个 增加 时 , 不 等 式 就 掉头 . 

13) 设 函 数 f(x,y) 在 矩形 (P) = [a,b;c,qd] 上 连续 . 以 (z,y) 表 这 一 矩形 上 的 任意 点 ， 考 察 


由 二 重 积分 所 表 的 函数 : 2 
F(z,y) = / / flu,v)dvdu. 


F(x,y) = / 可 / f (u,v)dv. 


则 先 对 x 然后 对 y 微分 , 依次 得 只 


如 将 它 表 作 逐 次 积分 的 样子 : 


OF Y O28F 
Br =/ f(x, v)dv, OrOy = f(x,Y). 


我 们 得 到 与 单 积 分 对 变动 上 限 微分 定理 的 一 类 似 定理 . 同样 亦 可 建立 
OF 
EE f(z, Y). 


14) 设 f(z,y) 在 矩形 (P) = [a, 6; c,d] 上 可 积分 , 如 对 这 一 函数 (这 一 次 我 们 不 假定 非 要 连 
续 不 可 ) 存在 一 “ 原 ” 函 数 ®(x,y), 就 是 说 


BLY) 
Taz0 = f(x,Y), 
则 
ff fee wanay = B60) ~ Elo) ~ Bod) + Blo,o). 
(P) 
这 与 用 原 函 数 表 通常 定 积 分 的 公式 相 类 似 ， 
我 们 着 手 来 证 明 . 将 矩形 [a,b; c, dj, 如 在 第 594 目 中 一 样 , 分 为 部 分 矩形 
[zi Titi; Yor Yet1] (i=0,1,. ,nm1l;k=0,1,...,m— 1). 
两 次 应 用 有 限 增 量 的 公式 到 式 子 
BTit1, YE+1) — BTiri, Yk) 一 下 (Ci Ye+1) + BTi, Yy) 
上 去 ,将 它 表 作 


Diy (ins Mk ATiAY: = f (Eip, Tk) ATiAYk 
的 样子 , 其 中 zz < 6&ik 所 Vitly Yk 所 Tkp < Yr+1. 对 i 及 kk 相 加 ,得 
Df(éins nin) AziAys = B(b,d) ~ Blb,c) ~ Bla,d) + (a, 0). 
ik 


@ 应 该 注意 到 对 外 面 的 积分 来 说 积分 号 下 的 函数 * f(w,v)dv 是 w 的 连续 函数 [506]. 
@ 比 较 在 第 190 目 中 当 证 明 两 微分 法 颠倒 的 定理 时 式 子 W 的 变换 . 
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最 后 , 变 到 极限 . 
可 以 看 见 , 推理 的 结构 与 证 明 积分 学 中 的 基本 公式 用 原 函 数 表 简 单 定 积分 [310] 时 完全 一 样 . 
最 后 我 们 举 两 个 有 启发 性 的 例题 , 表明 第 594 目 中 定理 的 条 件 相 互 无 关 . 
15) 如 zx 是 一 有 理 数 ， 则 将 它 表 作 正 分 母 的 既 约 分 数 后 ， 表 分 母 为 qz. 在 正方 形 (P) = 
[0, 1;0,1] 上 定义 一 函数 (x,y), 令 : 


f(z,9) = 过 + 之 ， 如 > 及 yy 都 是 有 理 的 ， 
> y 
f(z,Y) =0, 在 其 它 情形 


函数 在 正方 形 中 有 理 坐 标的 一 切 点 处 不 连续 , 而 在 其 余 的 点 处 连续 . 
因为 , 不 论 s > 0 是 怎样 一 个 数 , 只 有 在 有 限 个 点 处 可 能 f > s, 故 在 第 589 目 中 所 建立 的 


可 积 条 件 适合 ,2 而 二 重 积 
[freewar 
(P) 
存在 , 但 等 于 0. 


对 无 理 的 值 y 函数 f(z,y) 对 所 有 的 z 为 0, 所 以 
/ f(x,y)dz = 0. 
0 


而 如 y 为 有 理 时 , 则 对 无 理 的 值 > F(z,g = 0, 对 有 理 的 x 有 : f(zx, 妇 = 过 十 这 这 个 x 的 函 
工 y 
数 在 x 的 任何 区 间 上 有 振动 > 过， 因此 , 它 对 z 的 积分 不 在 在. 这 就 是 说 , 不 可 能 来 谈 逐 次 积 
2 


1 1 
/ wf f(z,Yy) dx. 
0 0 


1 1 

f=/ f(x, ydy 

0 0 
也 不 存在 . 


16) 现今 在 正方 形 中 所 有 点 其 坐标 z,y 为 有 理 且 gs = gqy 时 f(x,y) = 1, 在 其 它 的 点 处 
f(x,y) = 0. 
因为 在 正方 形 的 任何 部 分 内 , 函数 『 的 振动 等 于 1, 故 二 重 积 分 


/ f(x,y)aP 
(P) 
这 一 次 不 存在 . 


同时 对 固定 的 y, 函数 f(x,y) 或 恒 等 于 0( 如 y 为 无 理 ) 或 仅 对 有 限 个 值 x 可 能 异 于 0( 如 vy 
为 有 理 ). 在 这 两 种 情况 下 ， 


同样 可 证 明 积 


1 
/ f(x,y)dz = 0, 
0 


@ 这 一 点 不 对 , 事实 上 了 可 以 在 无 穷 多 个 点 上 > e. 但 下 面 的 二 重 积分 还 是 存在 的 , 这 是 因为 , / 
的 不 连续 点 只 有 “可 数 多 个 ", 所 以 其 面积 为 0; 由 590 目 11, 便 得 所 要 结果 一 一 译 者 . 
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1 1 
[wf f(x,y)adr = 0 
0 0 
1 i 
f=/ f(x,y)ay=0 
0 0 


就 是 说 , 逐次 积分 


存在 . 同样 , 积分 


也 存在 [比较 528]. 


[596] 


596. 在 曲 边 区 域 的 情况 下 化 二 重 积分 为 逐次 积分 考察 一 区 域 (P) ,其 上 下 
由 两 连续 曲线 


y—yo(z),y=Y(rz) (og<z gb) 


所 限制 , 两 侧 由 两 纵 坐标 z = a 及 x = 5b 所 限 


定理 也 成 立 : 


f(z,y), 二 重 积分 


也 存在 , 则 逐次 积分 


b Y(z) 
dz f(z,Yy)dy 
人 he 6 
也 同 祥 存在 , 且 等 式 


/ | /eaP = / ds / MN f(z, Wdy 


证 明 建 立 在 将 这 种 情况 化 为 在 第 594 自 中 所 讨论 过 的 情况 . 令 c = minoszsb 


yo(z), 4 = maxo<zsbY(z) (参看 图 39), 将 区 域 (P) 包 在 矩形 
(R) = [a, b; c,d] 
内 , 并 用 下 法 在 这 一 和 矩形 上 定义 一 函数 f*(zx, 29): 


f(z,y)， 如 点 (z,9) 属 于 区 域 (P)， 


f° (zx,Y) -1{ 0， 在 矩形 (局 的 其 它 点 处 . 


/ /| 局 f(z,y)dP 


存在 , 又 对 [a, 中 每 一 固定 值 x 单 积分 


Y(zx) 
ro)=/ fe 
yo(z 


Q 


制 (图 39). 则 类 似 于 第 594 目 中 的 定理 , 下 一 


定理 如 对 定义 于 区 域 (P) 上 的 函数 


(6) 


Dy 
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我 们 来 证 明 , 这 一 函数 满足 第 594 目 定 理 的 条 件 . 
首先 , 它 在 区 域 (P) 上 可 积 , 因为 它 在 这 里 与 假设 的 可 积 函 数 f(z,y) 相 重合 ; 显 


然 . 
/ | ,f(aP = / /| /WdP 


另 一 方面 , 在 (P) 的 外 面 f*(z,y) = 0, 因此 在 矩形 (R) 的 余下 部 分 (8Q) = 


(R) - (P) 它 就 可 积 ,© 且 
/ [ f(z,W)dQ =0. 
(@) 


则 由 592,2°, 函数 f* 在 整个 矩形 (R) 上 可 积 且 


/ | dB= / | ,fdP (7) 


对 [e, 3] 上 的 固定 值 化 ， 职 分 


d yo(x) Y(r) d 
f rev] rotf fat ra 
C C 2o(zZ) Y(z) 


存在 , 因 右 端 三 积分 都 存在 . 事实 上 , 因为 在 y 变化 的 区 间 [c,yo(z)) 及 (Y(z), dj 内 
水 数 f*(x,y) = 0, 故 第 一 个 及 第 三 个 积分 存在 且 等 于 零 . 第 二 个 积分 与 函数 f(z,y) 
的 积分 相同 : 
Y(z) Y(z) 
/ 六 (人 四 = / f(s)dy, 
zyo(z) 2o(z) 
因为 对 于 在 [yo(z),Y(z)] 上 的 y, 了 *(x,y) = f(z, 引 . 最 后 ， 
| d (7Z) 
三 reonmw= / f(g, Wdy. (8) 
c yo(z) 


由 所 提 到 的 定理 , 对 函数 广 逐次 积分 也 存在 , 且 等 于 二 重 积分 [参看 594(4) 


/ f*(x,y)dR = f af ro 


注意 (7) 及 (8), 可 以 看 见 , 这 一 公式 相当 于 公式 (6). 
如 区 域 (P) 是 另 一 类 型 的 曲 边 梯形 , 由 曲线 


z= x0(y), T= X(y) (c<y<d) 
及 直线 y = cy = 4 所 围 成 , 则 代替 (6) 我 们 得 一 公式 


ff/, f(zx,y)dP = [ dy /7 f(z,y)dz, (6*) 


这 时 假定 了 与 二 重 积 分 同时 , 当 y = 常数 时 对 z 的 单 积分 存在 . 
@ 它 在 这 一 区 域 边界 上 的 值 不 发 生 作用 , 参看 592,1°. 
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附注 如 区 域 (P) 的 边界 与 纵 轴 的 平行 线 也 好 , 与 横 轴 的 平等 线 也 好 , 都 只 交 于 
两 个 点 (例如 , 如 图 40 中 所 画 出 的 情形 ), 则 当 所 述 条 件 适 合 时 , 所 提 到 的 两 个 公式 
都 可 应 用 . 将 它们 相 比 较 , 得 等 式 


6 Y(z) X(Y) 
[fi C7 w/ f(z, Ydr (9) 
它 有 特殊 的 重要 性 . 这 与 第 594 目 中 公式 (5) 相 类 似 . 


如 函数 f(x, 在 区 域 (P) 中 连续 , 则 二 重 积分 及 单 积分 都 存在 , 视 区 域 (P) 的 
类 型 , 可 在 计算 二 重 积分 时 利用 公式 (6) 或 (6*). 

在 边界 较 复杂 时 通常 将 区 域 (P ) 分 成 有 限 个 上 面 讨论 过 的 类 型 的 部 分 [例如 , 图 
41 中 的 图 形 (P) 被 直线 x = a 割 成 三 部 分 : (已 ), (Pa), ( 马 )]. 然后 由 592,2°, 所 求 积 
分 可 表 作 分 别 展 布 在 这 些 部 分 上 的 积分 的 和 ; 它们 的 每 一 个 都 可 按照 刚才 所 述 的 来 
计算 . 


图 40 图 41 


一 般 情形 , 因为 我 们 要 将 问题 变 到 第 594 目的 定理 , 也 是 把 所 考察 的 图 形 分 成 
矩形 元 素 , 作为 论断 的 基础 . 与 此 相关 , 这 里 关于 二 重 积分 的 记 法 常常 就 用 记号 


/ | fn) dndys 


乘积 dzdy 象征 元 素 矩 形 的 面积 . 
由 此 也 可 了 解 记 号 


b pyY(z) da rX(y) 
/ / fdydrz 或 / / dzady. 
Qa Jyo(z) c Jzro(y) 


597. 例 1) 计算 二 重 积分 


r= /| y VR? — x2dP, 
(P) 


其 中 (已 ) 是 半径 为 RR 中 心 在 坐标 原点 的 圆 (图 42). 
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解 区域 (P) 的 边界 方程 为 2 十 = R?, 于 是 y= 十 V 天 一 2 显然 ,y = +VB2 一 72 
是 上 半圆 周 的 方程 , 而 y = 一 VR? 一 xz? 是 下 半圆 周 的 方程 . 因此 , 对 在 区 间 [一 RR, RR 上 的 一 常数 
z;, 变数 y 自 一 VR 一 72? 变 到 十 VR2 一 2x2. 由 公式 (6)( 考 虑 积分 号 下 的 函数 对 9 是 偶 函 数 )， 


十 W BR2 一 z2 V R2 一 z2 
了 -三 “| R? ~ x2dy = 2 =/ ydy. 
VR2-z2 


算出 里 面 的 积分 : 


骨 算 出 (又 考虑 偶 函 数 性 质 ) 


_4 32 ps 
-3 $f (8 z ) dr= RB. 


完全 同样 地 可 按 公 式 (6*) 进行 计算 . 


2) 计算 


K= // (z2 + drdy, 
(4) 


如 区 域 (4) 由 二 抛物 线 : y = x? 及 二 x 所 围 成 . 

解 ” 为 了 得 到 这 区 域 的 大 概 样子 , 作 一 草图 也 是 有 用 的 . 联 立 解 抛物 线 方程 , 求 出 它们 的 交点 
(00) 及 (1D( 图 43)， 

如 果 外 层 的 积分 对 y 进行 , 则 y 变化 的 区 间 显 为 [0, 1]. 在 这 范围 内 取 一 y 的 任意 值 后 , 由 图 
可 见 , z 自 zZ = 多 变 到 zx = Vy. 由 公式 (6”)， 


1 VY 
x= |/ wf/ (2? + Ydz 
0 vy2 


计算 出 里 面 的 积分 : 
Vy ,23 T=VY 
/ (+gdz = 可 十 多 
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再 算出 外 面 的 : 


3) 计算 积 


了 一 /f Tydrdy, 
(D) 


其 中 (D) 是 由 坐标 轴 及 抛物 线 Vz 十 Vy = 1 所 围 的 区 域 (图 44). 
解 ” 我 们 有 : 


1 (1—vVx)? 1 1 1 
了 一 d dy = = 1— Vr)!dzr = 一 -. 
1/ 2 -/ ydy 了/ Z(1 一 VzZ) dr pn 


全 计算 积分 了 = 人 写 dzdy 其 中 (C) 是 由 直线 = = 2,y = z 及 双 曲 线 zy = 1 所 用 的 
区 域 

解 将 这 些 线 画 在 图 上 (图 45). 很 容易 得 出 方程 的 公共 解 来 : 直线 = = 2 交 直 线 y = z 于 
点 (2,2), 交 双 曲线 zy = 1 于 点 (2,3), 而 直线 y = z 及 双 曲 线 (在 所 讨论 区 域 所 在 的 第 一 象限 
范围 内 ) 交 于 点 (1,1). 


图 44 图 45 


如 用 公式 (6) 来 计算 积分 1, 则 外 面 的 对 z 的 积分 就 必须 在 区 间 [1 3] 上 进行 当 固定 x 于 
这 一 区 间 上 时 , y 的 变化 范围 为 y = z= 及 y == z. 这 样 ， 


所 以 


2 
-| (人 ~ zo)dz = 
1 
在 以 前 各 例 中 按 公式 (6) 或 (6*) 计算 时 同样 简单 , 在 现在 这 一 情况 下 事情 就 不 同 了 : 按 公 式 
(6*) 来 计算 就 要 麻烦 些 . 然而 我 们 依然 来 做 做 看 , 因为 要 作为 一 教训 来 型 清楚 所 以 如 此 的 原因 何 
在 . 


[597] 82. 二 重 积分 的 计算 ,121 . 


平行 于 > 轴 的 直线 交 区 域 的 边界 于 两 点 , 故 公式 (6*) 可 以 应 用 . 但 在 左边 限制 我 们 区 域 的 
曲线 一 一 它 相当 于 一 般 理论 中 的 曲线 > = zo(y) 一 一 这 里 由 两 部 分 构成 : 一 直线 段 及 一 双 曲 线 
段 , 它们 是 用 不 同 的 方程 来 表示 的 . 换 句 话说 , 所 提 到 的 函数 zo(y) 在 区 间 [2 的 不 同 部 分 内 
由 不 同 的 公式 给 出 来 . 即 


i 如 3<y<l 
ZX0(Y) = y 2 
y， 如 1<vyg2. 


区 域 右面 被 直线 x = 2 所 限制 . 故 较 方便 地 是 将 对 y 的 积分 拆 开 并 表 了 为 下 形 : 


1 2 zx2 2 2 zx2 
x 1Y 1 yy 
2 了 


故 


7 8 1 2 8 17 5 9 

= 上 ( 亦 - 恋 )%+/ ( 识 - 划 w= 各 +75- 
在 类 似 的 情况 下 必须 考虑 到 , 在 二 重 积 分 的 两 种 可 能 计算 方法 中 自然 是 取 比 较 简单 的 . 
5) 计算 积分 : 
(a) 五 王 fee,) cos{z + Ydrdy, 
(6) 12 = fo (27 十 9)dzdy， 
(a) 五 = [J 0,) (z+ 6y)drdy, 
其 中 (Q1) 是 由 直线 


T=0, y=7x, Y=7 


所 围 的 三 角形 ,(Q2) 是 由 坐标 轴 及 直线 z 十 y = 3 所 围 的 三 角形 , 而 (Qs) 是 由 直线 


y=7x, y=57x, T=1 


所 围 的 三 角形 . 
提示 在 (a),(6) 的 情形 下 , 用 公式 (6),(6*) 中 哪 一 个 没有 什么 区 别 ; 在 (a) 的 情形 下 用 公式 
(6) 较 方便 些 .( 为 什么 ? 作 图 !) 27 
答 (a)h = -2; (0) = ; (3)13 =25 
6) 计算 积分 


1 
3 


T= / V 47x? — ydrdy, 


展 布 在 由 直线 y = 0,z = 1,y = x 所 形成 的 三 角形 上 . 
解 由 公式 (6),T = 让 dz J V4z7 一 二 dy; 里 面 的 积分 等 于 


zr 4 一 z 3 
/ V47? — ydy = 也 472 一 2 十 272 arcsin 也 二 (+ 了 ) me 
0 2 27 |y 


=0 
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用 公式 (6*) 也 可 以 来 计算 , 但 在 这 一 情况 下 我 们 就 会 陷入 较 困 难 的 求 积 法 中 去 了 . 在 选择 计 
算 方法 时 也 应 注意 到 类 似 的 情形 . 

有 时 , 在 曲 边 区 域 的 情况 下 积分 极限 的 排列 上 会 遇 到 些 困难 的 , 关于 这 一 点 , 下 列 例题 很 有 用 : 

7) 在 下 列 各 逐次 积分 中 交换 积分 次 序 [由 公式 (9)]: 


4 12zx 1 2 十 、 /7 一 6% 一 y2 
Wf af ,ew Of wf f(y)de, 
0 3z2 一 了 2 一 WV7 一 69 一 82 


@) / dr / - f(ady, (0) / ay / f(s dz, 


认为 f(x,y) 是 连续 了 清 数 . 
(a) 解 ” 积 分 区 域 由 联 立 不 等 式 


Og<z<4, 3z2 < y < 127 


所 确定 . 于 是 首先 可 以 看 清楚 , y 的 极端 值 为 0 及 48. 将 后 一 不 等 式 对 z 解 出 来 , 当 固定 y 时 求 
变 到 /3.9 


1 


得 z 自 12Y 


从 图 46 来 观察 这 一 结果 还 更 简便 些 , 在 图 中 画 出 了 由 直线 
y 二 12z 及 抛物 线 y = 3x?* 所 围 的 区 域 , 它们 在 横 坐 标 为 0 及 4 
的 点 处 相交 , 注意 沿 x 轴 取 着 与 沿 y 轴 不 同 的 刻度 . 


‘jv¥ 
/ dy / fazx. 
0 -了 


12Y 
(6) 提示 积分 区 域 是 由 圆周 
(zs—2)* + (y+3) := 


所 围 起 来 的 . 


6 一 3 十 W 12 十 4z 一 z2 
/ a f fay. 
2 


图 46 3 一 W12 十 4z 一 z2 


(s) 解 ”积分 区 域 由 联 立 不 等 式 


Og<z<1,27 YE37 


所 确定 , 于 是 算出 y 的 极端 值 : 0 及 3. 

解 出 后 一 不 等 式 , 可 以 看 见 :< x < #. 但 对 y > 2, 极端 乡 已 越 出 区 间 [0,1],z 的 变化 一 
直 受 这 区 间 限制 的 . 因此 , 当 0 < y < 2 时 变量 > 自 圭 变 到 上, 而 当 2<y 和 3 时, 自 变 到 1 

如 观察 到 积分 区 域 是 由 直线 y = 3z, y = 2z 及 zx = 1 所 围 成 的 三 角形 ( 作 图 0), 则 特别 简单 
地 从 几何 上 可 得 出 这 一 结果 . 

@ 这 两 数 都 不 越 出 区 间 [0,4] 的 范围! 
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答 我 们 得 到 两 个 逐次 积分 的 和 : 
2 #y 3 1 
/ dy tar+ wf jadz (比较 4) 及 5)(a). 
0 $y 2 于 2 


(r) 答 我们 得 到 三 个 逐次 积分 的 和 |: 


Vaz Vi pl V3 V3 
/ rf tay+ 上 |/ rav+ / “f fday. 
0 0 和 0 3 0 


8) 将 下 面 的 式 子 写成 一 个 逐次 积分 的 样子 : 
1 y 3 1 
(a) f towar+ | wf f(x,y)dx, 
0 2 1 y2 


7 3 9 10—y 
(6) 上 dy 人 f(y)dz+ / dy | f(s, Wde. 
3 9 7 9 


答 (a) dz [3 fay; (6) fo dz fo" fdy. 
(建议 在 所 有 情形 下 都 作 图 .) - 

9) 求证 : 积分 学 中 常用 的 表明 由 zx 轴 、 纵 坐标 x = wz = 及 曲线 y = f(x)( 其 中 f > 0) 
所 围 的 曲 边 梯形 面积 的 公式 


P= / f(z)dz 


r=// dzdy 
(P) 


是 显明 等 式 


的 一 推论 . 
提示 “利用 公式 (6). 
10) 求证 公式 


[= sew = { wf toa (10) 


其 中 f(z,y) 是 在 由 直线 y = az = b,y = x 所 围 成 的 三 角形 
(A) 上 连续 的 任意 函数 . i 

提示 ”参看 图 47; 利用 公式 (9), 亦 即 令 区 域 (A) 上 的 二 重 万 上 上 
积分 所 化 成 的 两 个 逐次 积分 相等 . 

所 证 明 的 公式 通常 与 狄 利克 雷 的 名 字 联 在 一 起 ; 它 有 各 种 不 几 47 
同 的 应 用 , 特别 是 在 沃 尔 泰 拉 (G.Volterra) 的 所 谓 积 分 方程 理论 中 有 许多 应 用 . 

11) 借 公 式 (10) 容易 证 明 


/ dti / (81 14)" (8)dt = -二 / (2 — £1 F(t)dt. 


zr tn—1 t1 z 
/ a a | f(t)dt = a (2 — "f(t)dt, 
一 一 


n 
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这 在 以 前 [511,12)] 用 别 的 方法 已 证 明 过 . 
12) 假定 p > 1 及 9 > 19 计算 积分 


了 一 // x? ly ldrdy. 


Zz>0,y>0 
z+yel 


由 公式 (5) 我 们 有 


1 1--% 1 
了 一 / oz se-1dy = :/ Zp 1(1 一 z)adz = lp(p,g + 1). 
0 0 ga ga 


0 


(p)T(g) 
2 一 1，d 一 工 工 2 工 gq 
rz yy dzrdy= rey) yy 
z>0,y>0 
T+YySE1 
这 一 公式 是 属于 狄 利克 雷 的 , 式 中 F(p) 是 工 函数 . 
13) 假定 p> 1 9 > 1,7 > 1, 计算 更 一 般 的 积分 


了 一 // zr? ly ll zx— yldrdy. 
Tz>0,y>0 


z+y<1 


开始 , 与 上 面 一 样 ， 
1 1—z 
了 一 / dz/ yl ry) dy. 
0 0 
再 用 替换 y = (1 一 z) 将 里 面 的 积分 变换 , 结果 得 : 


1 1 
7=/ 0 oa t9-1(1 —t)" -dt 
0 0 


[DIE 


=B(p,g +7)B(g,7) = rp ragrr) 


14) 计算 较 前 面 更 广 的 积分 : 
= / zx? ly zy" ldrdy 
(az 十 By 十 Y)p+e+r 


X00,y>0 
z+yS1 


(其 中 a,B > 07 > 0, 此 外 ,p>1g>14,r>1.9 
变 成 逐次 积分 , 得 


0 0 (azr+Byt+7Y)P?tatr 


中 这 里 我 们 作 这 种 限制 只 是 为 了 避免 积分 号 下 的 函数 变 成 无 穷 , 以 后 [617,14)] 限制 要 放松 . 
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再 经 替换 y = (1 - zjt 后 ,改变 积分 次 序 : 


p— 1(1 一 Z)9+7 一 1 
五 一 1 1(1 一 六 7 一 dt -De 。 
[ (1 o [az + Bt(1—z)+ 了 Pr 


为 了 计算 里 面 的 积分 , 利用 一 已 经 知道 的 结果 [534,2)]. 则 


_ Twp)r(a+7r) _1 to 1(1—t)"! 
“Wet sf (et Nar 


-ITIGC+7 1 .TIGIe) ， 1 
T(p+gqg+7) (at+y)? T(g+7) (8+ 
_ ToT) 1 
T(p+g+r) (a+Yr(8+ Nr 


15) 设 函数 ffz, 切 , g(z, 切 在 有 界 闭 区 域 (D) 上 连续 , 且 函 数 g 的 最 小 及 最 大 值 设 为 m 及 
M; 设 p(wu) 表 一 函数 , 对 m < wu < M 连续 . 
以 W%(uw) 表 积 分 


展 布 在 区 域 (D) 的 适合 所 示 不 等 式 的 那 一 部 分 . 吕 
则 卡 塔 兰 (E. Catalan) 公式 成 立 : 


MM 
// folole wardy = | pu dy (wu), 


ms<gsM 


其 中 右 端 的 积分 是 在 斯 蒂 尔 切 斯 意义 下 取 的 . 

因为 连续 函数 永远 可 以 表 作 两 正 的 连续 函数 的 差 , 故 在 证 明 这 一 公式 时 我 们 可 以 简单 地 认为 
函数 f 是 正 的 . 

将 区 间 [m, M] 任意 地 分 为 许多 部 分 : 


m= U0 <U < Wr < un= M, 


与 此 相应 , 我 们 就 将 所 提出 的 积分 (将 它 表 作 了 拆 开 : 


3 / f -pl(g)dzrdy 


UiSIEUitL 


-Tu ne) // f(r, ydzdy. 


UiSIEUitL 


@ 我 们 假定 , 方程 g(x,y) = w 表 一 闭 曲线 ,92 故 正文 中 所 提 到 的 部 分 区 域 是 由 两 个 这 样 的 曲线 
所 限制 着 的 . 


92) 这 里 也 隐 含 着 所 给 定 的 曲线 面积 为 零 的 假设 . 
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我 们 这 里 利用 了 推广 的 中 值 定理 ; (入 八 ) 是 能 使 w < g < wit1 成 立 的 区 域 9?) 中 某 一 点 , 故 令 
g(t , 7) 一 wi, 我 们 将 有 Ui < 0 和 Witl. 这 样 . 最 后 ， 
n—l 


7T= > pwr) -Wu 


i=0 
右 端 的 和 我 们 知道 是 斯 蒂 尔 切 斯 和 . 当 max Au 一 0 时 取 极 限 , 得 所 需 结果 : 
MM 
1=6)/ vwWave 
如 对 函数 yw(w), 有 连续 (或 至 少 绝对 可 积 ) 的 导 隐 数 yw (ww), 则 斯 蒂 尔 切 斯 积分 就 可 用 普通 的 
来 代替 : 
M 
1= / pWY (wau 
16) 作为 一 例题 ， 按照 卡 塔 兰 的 方法 ， 我 们 从 狄 利克 雷 的 基本 公式 [参看 12)] 可 以 推出 一 个 属 


于 刘 维 尔 (J.Liouville) 的 较 一 般 的 公式 . 
特别 , 取 


2-1，9 一 1 


f(z,Y) = 21Yy ,9g(2,Yy) = 7+Yy, 
并 选取 三 角形 x > 0,y > 0,7x 十 y < 1 作为 区 域 (D). 则 按 狄 利克 雷公 式 , 当 0 < w < 1， 


(由 一 // zx? ly ldrdy = urt+? // zr ly ldrdy 


xz>0,y>0 ZX>0,y 之 0 
ZT+YELY z+yE1 
__TO)Trg) pra 
一 
Fo 十 9 十 了 


利用 卡 塔 兰 变换 后 , 我 们 将 有 


r(p)Tr 1 
/fv ty f var 
Xz>0,y 之 0 ° 
z+yEl 


_ T(p)T'(gq) 也 uP? g—1 a 
-For | ?0 du, 


这 就 是 刘 维 尔 公式 . 
17) 求 由 下 列 各 曲面 所 围 立体 的 体积 : 
(a) 平面 z=0y=0,z=0, 圆柱 x? 十 na = R? 及 双 曲 抛物 面 z 二 zy( 在 第 一 个 卦 限 内 ); 
(3) 平面 y= 1,z=0， 抛物 柱 y= 2 及 抽 物 面 := 十 22; 
(r) 平面 y=0z=0， y = 2 及 本 加 柱 之 + 每 一 1 
答 (a)jV= a zdz 人 22? ydy = 
(6) 了 = fay fi Wz? + y+1)dr= 


93) 所 提 到 的 区 域 从 而 假定 是 连通 的 . 


RR; 


cl 、 


» 


wl 
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88. 
105， 

(r)V= io dz fo "SVar mdy = oe. 

18) 同样 ， 对 让 下 列 各 而 所 围 的 立体 : 

(a) 椭圆 柱 到 5 二 斤 =1 及 T 面 z=0 2 ty th > 0) 

(6) 柱 面 oz = 妒 ,2 十 好 二 7? 及 平面 z==0 

(8) 被 平面 z= p,z = g(0 <p<gq),z=7,7X 二 s(0 <r<s) 在 曲面 xyz = a?3 上 所 割 下 的 
部 分 , 这 一 部 分 在 zy 平面 上 的 射影 以 及 射影 时 的 柱 面 . 

答 (a)V= f° dz [0 + uy + hdy= rabh= Ph 
(如 PP rep 二 , 

)V= P 四 T= ndin> 


求 旋转 抛物 面 7 + 22 = dax 被 村 22 十 = 2az 所 割 下 立体 的 体积 亿 
解 ” 我 们 有 : 


(3) V = /dr f(z? + 2)dy = 3 


2a V 2arz 一 z2 
v=4/ nf V 4az 一 ay. 
0 0 
在 熟知 的 公式 。 
/VE 一 22dy = arcsin Y 十 和 82 一 3 
中 令 嫁 = 4az, 计算 出 原 函 数 『 V4ax 一 y, 并 借 它 求 出 里 面 的 积分 : 


V2ar—zr? 
1 
/ Viar -ydy = 2ararcsin V3 — HE +3VA 一 22 
0 


用 分 部 积分 法 又 得 : 


2 Zarcsin 4 3 一 二 一 一 -3/ A 


一 人 2 
2a Aas 


一 3 (207 arcsin 元 一 si 4a2 一 z2) ， 


2 


2a 4 
/ zV4a? ~ z2dz = 二 a3， 
0 3 


na3 4 3 16 
一 一 一 一 一 二 2 ~ . 
7 (又 十 了 (2r+ 写 】 


20) 求 球 zz 十 只 十 2 = R? 被 圆柱 z2 十 y= Rz 所 割 
下 立体 的 体积 (图 48). 史 
解 我们 有 : 


v=4// VR?— zx? — ydrdy. 图 48 
(P) 


@ 这 一 立体 有 时 候 用 17 世纪 意大利 数学 家 的 名 字 称 为 维 维 亚 尼 (Viviani) 立体 , 他 首先 研究 它 . 


iD 一 
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其 中 (P) 是 zy 平面 第 一 象限 内 由 曲线 x = 0 及 zx? 十? = Rz 所 围 的 半圆 , 或 者 


R V Rr—z? 
v=4/ of VR?— 7?— ydy. 
0 0 


但 
V Rr—z? 
/ VR?— 7x?— ydy 
0 
R? _ IT2 y y 一 \/R2 一 rz2 
一 arcsin 一 一 + SVR 72—y? 
2 有 2 一 7Z2 2 Y y=0 


2 .2 
= 5 2 arcsin / RS; + 3VR(R— z)V. 


分 部 积分 , 得 : 


R R 1 5 
1 2 2 . / 7 _xRB VR 3R?2r3 — zr 
5 / (R TX ) arcsin Rizd 一 12 13 Ris 


0 
例如 , 用 替换 x = Rt? 容易 求 出 后 一 积分 的 值 : 
VR ,FR2VR. (器 -3 -Es-)r, 


12 15 3 45 12 
所 以 
1 2 . _ /TT_ 16Y ps 
3/ (R 2 ) arcsin RT (3 下) . 
其 次 , 不 难 求 出 ， 
1 ® 2, 
3va/ (R-z)Vidz = RR, 
所 以 , 最 后 ， 


附注 因为 半球 的 体积 SB, 故 在 拿 掉 维 维 亚 尼 立 体 后 所 余部 分 的 体积 等 于 3 本 有 趣 
的 是 , 它 可 不 带 任何 无 理性 用 忆 表示 出 来. 


n= /| yadzdy, a=/| zdrdy, 
(4) (4) 


其 中 (4) 是 由 摆 线 的 一 拱 
z=a(t—sint),y=a(l—cost) (0&te& 27) 


21) 计算 积 


与 x 轴 所 围 起 来 的 区 域 . 
中 以 后 我 们 将 指出 计算 这 一 体积 的 一 个 大 为 简便 的 方法 [611,6)]. 
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解 ” 这 一 问题 的 特点 在 于 区 域 的 边界 是 用 参数 方程 给 出 的 . 然而 摆 线 上 点 的 纵 坐 标 y 还 是 横 
坐标 x 的 单 值 连续 函数 : y = y(z), 所 以 , 变 到 逐次 积分 时 , 由 一 般 公式 我 们 有 


27R 2(z) 1 27R 
五 一 1/ “| ydy = ;/ y (rx)dz. 
J0 0 2 0 


为 了 避免 未 知 函数 y(x) 而 回 到 已 知 函 数 , 我 们 作 替 换 x = alt - sint)， 则 y(x) 应 该 用 
a(1 一 cost) 代替 , 因而 得 到 


27 3 27 
五 一 i/ a2(1 — cost)?da(t — sint) = s/ (1 — cost)dt = 703. 
2 人 2 人 2 


同样 ， 


22) 计算 积分 


五 一 // Tydrdy, 
J (B) 


其 中 区 域 (B) 是 由 坐标 轴 及 星 形 线 的 一 部 分 
2 = Qa cos’ t, 2 一 asin3t (0 <te 3) 


所 围 起 来 的 . | 
一 PP4 
答 五 = 而已 


598， 力学 应 用 “所 有 的 几何 及 力学 量 , 与 某 一 图 形 (P) 上 平面 地 连续 分 布 的 质量 有 关 而 且 
在 区 域 中 为 可 加 的 函数 时 , 原则 上 可 表 作 取 在 这 一 图 形 上 的 二 重 积分 . 在 第 593 目 中 我 们 已 经 详细 
讨论 到 这 一 问题 . 特别 , 我 们 已 看 见 过 , 分 布 质量 的 大 小 本 身 可 由 已 知 的 分 布 密度 p(M) = p(x,y) 


表 为 : 
m= / pdP. (11) 


这 里 我 们 想 简略 地 说 明 一 下 通常 如 何 得 到 这 种 类 型 的 公式 . 这 里 思想 的 条 理 与 在 定 积分 的 应 
用 [参看 348] 时 相同 . 

在 图 形 (P) 中 取出 一 元 素 部 分 (4P), 作 一 使 计算 简化 的 假定 , 例如 , 整个 这 元 素 的 质量 集中 
在 一 个 点 , 或 质量 分 布 的 密度 在 这 元 素 的 范围 内 是 常数 , 这 就 可 使 对 所 求 量 Q 的 元 素 dQ 给 以 一 
形 如 

dQ = gq(M)dP 


的 近似 值 , 正确 到 一 高 于 dP 的 阶 的 无 穷 小 , 则 Q 的 准确 值 就 可 表 作 公式 


Q = 1/ gq(M)aP. 


可 以 用 两 种 方法 建立 这 一 公式 (如 在 348 中 那样 !). 
首先 , 将 元 素 dQ 的 近似 式 加 起 来 , 可 得 出 积分 和 形式 的 量 Q 的 近似 值 , 而 变 到 极限 时 就 可 
得 到 已 经 是 和 的 极限 形式 亦 即 积分 形式 的 准确 值 Q 了 . 
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另 一 方面 , 由 元 素 dQ 的 表示 式 本 身 就 可 作出 结论 : g(M) 是 量 @( 在 点 M 处 ) 的 “对 区 域 的 
导数 ”, 于 是 , 由 第 593 目 中 所 述 , 又 可 推 得 同一 结果 . 
容易 观察 到 , 例如 , 对 坐标 轴 的 元 素 静 矩 及 元 素 惯 矩 为 
dAhu = ypdP, dM, = zpdP, 
dls = ypdP, dly = zpdP; 
于 是 对 这 些 矩 本 身 立刻 得 到 


M» = [JpyrdP, My=| Jp) TpdP, (12) 
Is= /fpy pdaP, y= /pr?pdP. 
现在 用 普通 的 方法 可 得 到 图 形 重心 的 坐标 : 
ff rpdP f/f ypaP 
= = (13) 
在 均匀 图 形 的 情况 下 : p = 常数 , 这 些 公式 就 可 简化 : 
{fis, zaP ff.,, yaP 
= 一 一 ，7= 一季 一 . (14) 


在 各 个 简单 的 情况 下 , 用 二 重 积分 也 可 概括 一 些 对 立体 的 亦 即 对 柱 形 长 条 的 类 似 问 题 . 

设 已 知 这 样 一 长 条 , 由 曲面 z = z(x,y), 它 在 zy 平面 上 的 射影 (P) 及 母线 与 z 轴 平 行 的 射 
影 柱 面 所 围 起 来 的 . 例如 , 如 要 确定 均匀 条 子 (为 简单 起 见 假定 立体 的 密度 等 于 1) 的 静 矩 Mav， 
则 我 们 就 设想 这 一 条 子 是 由 许多 以 dP 为 底 以 z 为 高 的 细 条 构成 的 . 细 条 对 于 zy 平面 的 静 雍 等 
于 它 的 质量 或 在 所 给 情况 下 ,也 就 是 一 一 体积 zdP, 乘 上 自 这 一 平面 到 它 的 重心 的 距离 , 亦 即 乘 
上 3z. 这 样 , 元 素 更 算 为 


dMy = 3522dP 


Mezy = 工 z2dP. (15) 
2 J Je) 


Mx = /| yzdP, Mz =/ xzzdP. (15a) 
. (P) (P) 
由 此 容易 得 出 长 条 重心 的 坐标 £, nm,¢ 的 表示 式 : 


_ M,; 由 rzdaP 


同样 可 推演 出 长 条 对 > 轴 的 惯 矩 I。 及 对 坐标 面 的 惯 矩 I ;, Jz: 


Tz 一 // (x? +y)zaP, Tzz = // yzdP, Tyz 一 // zzdP, (16) 
(P) (P) (P) 


并 且 很 清楚 ,I = Js 十 Jz. 

如 质量 分 布 的 空间 密度 p 不 是 常数 , 但 仅 与 z,y 有 关 ( 即 洛 细 条 总 是 常数 ), 则 与 前 面 一 样 串 
用 二 重 积 分 来 处 理 . 但 是 , 在 一 般 情形 下 , 当 p 也 与 z 有 关 时 , 二 重 积分 就 不 够 , 而 必须 要 用 到 三 
重 积 分 [参看 649] 了 . 


于 是 , 对 所 有 的 细 条 子 相 加 , 得 


同样 , 可 建立 公式 
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599, 例 1) 设 图 形 (P) 是 由 曲线 y = f(x),z 轴 的 一 段 及 两 纵 坐 标 x = a 与 > =， 所 围 
成 的 一 曲 边 梯形 , 又 设 沿 这 一 图 形 所 分 布 质量 的 密度 为 1. 试 求 静 矩 Mz 及 M,. 
将 公式 (12) 变 成 逐次 积分 , 我 们 将 有 : 


b 了 (z) 1 b 
m= /| wp= / af way=3$ / fa 
(P) a 0 a 
b f(z) b 
m= /| map= | zz / w= | zf (rz)dz, 
J (PP) Q 0 a 


1] fr? b 
Mz; = ;/ ydz, m- | zyYydzy, 


我 们 回 到 了 以 前 就 得 到 过 的 [351] 静 矩 的 表示 式 . 
建议 读者 重复 对 惯 矩 f 及 I 的 这 些 计算 . 
2) 柱 形 长 条 (Y) 以 平面 图 形 (P) 为 底 , 而 上 面 被 一 任意 平面 (K) 所 限制 . 求证 : 立体 体积 了 
等 于 底面 积 P 与 通过 底 的 重心 到 平面 (KK) 为 止 和 底面 相 垂 直 的 垂 线 的 乘积 . 
如 坐标 轴 放 着 与 通常 一 样 (图 49), 平面 (K) 的 方程 为 


或 更 简单 地 ， 


ed 


2 一 az 十 by 十 c， 


则 由 第 586 目 公 式 (2*)， 


v= /|/ (azt+ by t+ce)dP 

(P) 

= // zap+o /|/ wr+e /| aP 
(P) (P) (P) 


=(at+bn+oP= Pk. 


3) 求证 : 如 在 图 形 (PP) 的 平面 中 取 两 相距 h 的 平行 轴 z 
及 x', 且 第 一 个 轴 通 过 图 形 的 重心 , 则 图 形 对 这 两 轴 的 惯 矩 以 图 49 
关系 式 
T= Tz 二 hp2m 
相 联 , 其 中 m 为 图 形 的 质量 . 
才 z 为 横 轴 , 我 们 有 


w=// (y — h) pdP = 1s — 2h Ms 十 je. 
(P) 


因为 由 假设 , Ma = 0, 故 得 所 需 的 等 式 . 

4) 一 质点 的 极 惯 矩 就 是 点 的 质量 与 它 到 极 的 距离 平方 的 乘积 . 容易 明白 什么 是 一 平面 图 形 的 
极 惯 矩 . 
将 极 放 在 坐标 原点 O, 求证 极 惯 矩 


JpD = 到 十 万 


. 132. 第 十 六 章 二 重 积分 [599] 


5) 设 在 zy 平面 中 已 给 一 任意 图 形 (P). 试 求 这 一 图 形 对 一 与 > 轴 夹 角 为 0 的 任意 轴 Ow 
的 惯 矩 一 般 表 示 式 (图 50). 

如 取 轴 Ow 及 垂直 于 它 的 轴 Ow 为 新 的 坐标 轴 , 则 如 大 家 所 知 , 新 坐标 4,% 与 旧 坐 标 z,y 以 
关系 式 


U= rcos0+ysing, 1 一 一 zsin0 十 ycosD 


n=// v2pdP 
(P) 
-ooe2o 1 vdP -2singeos0. {/ zyodP+sn2g [/ zx2pdP. 
(P) (P) (P) 


cos20 及 sin20 的 系数 , 可 以 看 出 来 , 是 对 坐标 轴 的 
惯 矩 严 及 五 , 但 除 此 以 外 还 遇见 了 一 量 


Kzy = // zypab, 
(P) 


称 为 离心 矩 [参看 下 面 第 7 题 ] 或 惯性 积 . 因此 ， 
Tu=1zcos0—2Koysin0cos0+Iysin20. (17) 


为 了 清楚 说 明 当 轴 Ow 转动 时 图 形 的 惯 矩 变 化 情形 ， 
我 们 这 样 来 做 . 在 轴 Ow 上 截取 一 线段 
1 
Vi 


(参看 图 50) 并 考察 这 样 所 得 点 N 的 几何 轨迹 , 如 以 z,y 表 点 N 的 坐标 , 则 


图 50 ON= 


cos0 sinO 
T= ONcos0= ， 一 ONsing0 = 。 
Vy 


以 I 除 关系 式 (17), 得 到 所 述 的 几何 轨迹 的 方程 : 
Lr — 2Koyry +t Lyy = 1. (18) 
推广 布 尼 亚 科 夫 斯 基 不 等 式 到 二 重 积分 的 情形 , 容易 看 见 , 判别 式 
Isly ~ Ki, > 0， 


故 曲线 (18) 是 椭圆 . 它 称 为 惯性 椭圆 . 
如 Kwy = 0, 方程 (18) 就 有 形式 


有 zz2 + Iyy =1. 


这 就 证 明了 , 在 这 一 情况 下 坐标 轴 就 是 惯性 椭圆 的 轴 ( 主 惯 性 机). 
6) 关于 离心 矩 Kwy, 求证 : 


[599] 


82， 二 重 积分 的 计算 “ 133. 


(a) 如 两 轴 之 一 , 例如 y 轴 , 是 图 形 (P) 的 对 称 轴 及 其 上 面 分 布 质量 的 对 称 轴 ,2 则 Ksy = 0; 
(6) 如 坐标 原点 是 图 形 的 重心 , 又 过 点 O1(a,5) 引 平 行 于 原来 的 轴 的 直线 轴 Oi1z1 及 Oo (图 
51), 则 
天 oil = Kzy t+ ab:P. 
如 Kzy = 0, 这 公式 就 具有 特别 简单 的 样子 , 即 : 


天 =ab:P. (19) 
7) 设 连 续 分 布 有 质量 的 平面 图 形 (P)( 图 52) 以 角速度 w 绕 y 轴 旋 转 . 试 确定 这 时 所 发 生 的 
离心 力 的 总 大 小 及 其 对 z 轴 的 矩 M .9 


对 元 素 pdP 离心 力 等 于 
dF = wzpdP 
( 当 xz > 0 时 朝向 一 边 , 当 x < 0 时 朝向 另 一 边 ), 而 它 对 z 轴 的 矩 


dM = wzypdP. 


F=w? // zpdP = w? My, 
(P) 
M=w? /| zypdP = w? Ky. 
(P) 


因此 , 当 w = 1 时 , 量 Kzy 是 离心 力矩 ; 于 是 名 叫 “ 离 心 矩 ”. 
要 离心 力 在 旋转 轴 上 的 作用 等 于 零 , 必要 且 充 分 地 需 等 式 


由 此 , 相 加 : 


My =0, Kzy=0 
适合 . 

第 一 式 就 是 说 我 们 图 形 的 重心 必 在 y 轴 上 , 而 第 二 式 是 说 这 一 轴 是 主 惯性 轴 . 因此 , 离心 力 
仅 当 旋转 轴 是 图 形 的 中 心 主 惯性 轴 之 一 时 就 对 旋转 轴 不 发 生 任何 作用 . 


四 故 p(xz,y) = p(z, 9). 
多 对 其 它 轴 的 矩 显 然 等 于 0. 


.134 . 第 十 六 章 二 重 积 [599] 


8) 考察 一 由 平面 图 形 (P)( 图 53) 绕 一 与 它 不 相交 的 y 轴 旋 转 而 得 的 立体 . 求 它 的 体积 及 它 
的 重心 C*. 


解 ”我 们 先 取 一 由 图 形 的 元 素 dP 所 描画 出 的 元 素 环 , 它 的 体积 可 取 为 等 于 高 为 2rz 底 为 
dP 的 柱 形 的 体积 , 故 
dV 一 277 .ad 
且 
v=2r {/ zaP = 27M, = 27é: Bb, 
(P) 
其 中 My 是 我 们 图 形 对 y 轴 的 静 矩 , 而 上 是 自 这 一 轴 到 图 形 重心 C 的 距离 . 因此 , 我 们 又 得 到 了 
古 尔 丹 定理 [351], 但 这 一 次 是 对 由 任意 边界 所 围 成 的 图 形 . 
刚才 所 谈 到 的 元 素 环 对 于 zz 平面 的 静 矩 显然 等 于 


aM = ydV = 277xyaD, 


故 
M =27 / 2ZVd = 27 Kyy. 
(P) 


因此 , 重心 C* 的 坐标 y = 六 等 于 
3 M 五 zy 


9) 应 用 这 一 公式 到 图 形 (P) 是 一 直角 三 角形 (图 54) 的 情形 . 
如 图 中 的 记 法 ， 


(20) 


bh 1 \ bh(3a+D) 
Mm = 了 (e+ 各 = 6 


(因为 三 角形 重心 的 位 置 大 家 都 知道 ). 注意 到 三 角形 斜 边 的 方程 


h 
y= 5(2+b— 2). 


2 
我 们 求 得 Ksy 二 和 于 是 ,由 (200) 路 一 4 二 


可 以 看 见 , 这 一 华 标 与 三 角形 本 身 重心 的 坐标 = 名 不 同 . 


[599] 82.， 二 重 积分 的 计算 :135 . 


10) 求证 : 如 被 旋转 的 图 形 有 一 平行 于 旋转 轴 的 对 称 轴 (图 55), 则 必 


Om | 
Oh 一 b 一 = ~* 


图 54 图 55 


亦 即 , 立体 的 重心 与 平面 图 形 的 重心 有 同一 高 度 . 

提示 “如 考虑 到 并 sy = 0, 这 可 由 (20) 及 (19) 得 出 来 [参看 6)(a)]. 

11) 求证 :在 同样 的 假定 下 ,将 所 考察 的 图 形 旋 转 后 所 得 立体 对 旋转 轴 的 惯 矩 可 用 公式 了 工 = 
2x&(&2P 十 31,/) 表示 出 来 . 

12) 应 用 公式 (15) 及 (15a) 到 下 一 特殊 情形 : 设 长 条 的 底 是 一 和 矩形 [0, a; 0, 中, 长 条 的 一 面 为 
椭圆 抛物 面 


2 
“TT2p 29 
所 限制 2 4 2 272 4 2 
答 ¢= tp. a = 229+302 . 2 ,C= 94 十 10c 0 paq+%op 1 


9 十 bp2p 4’ 7 a2q + b2p a29 + b2p 60pg 


13) 求 截 头 圆 往 的 重 心 [343;8); 图 56]. 
解 ”用 图 中 的 记 法 , 截面 方程 为 z = ky, 其 中 大 = tg a, 这 里 半径 为 a 的 半圆 周 z2? 十 岂 2 = a2 
所 围 的 半圆 起 (P) 的 作用 . 我 们 有 : 


a Vs2 一 xz2 
m= /| yzdP = xf [ y "avay= 稚 扩 (o 一 ?ac = Th 
(P) 一 av0 
一 工 22 k 204, 
ud), dP=~ 3 = La My = 0. 


14) 同样 , 对 于 椭 球 体 


含 在 第 一 卦 限 内 的 部 分 (图 57). 


.136. 第 十 六 章 二 重 积 分 [599] 


解 ” 区域 (P) 是 由 坐标 轴 及 椭圆 


y = 2 /02 — 12 
(0 < x < a) 所 围 起 来 的 , 椭 球 表面 方程 的 显 式 为 
2 一 CA/L 一 殷 邱 ， 


由 公式 (15)， 


。 0 22 Bb 
一 ba fe 一 x7) dz 一 Te 
同样 
Myz = Tobe Mx = 6 
同时 体积 
V= 人 abc 
故 


15) 试 求 一 高 为 h 半径 为 a 的 圆柱 对 通过 其 轴 的 任 一 平面 的 惯 


矩 (图 58). 
解 ” 选 取 坐 标 轴 如 图 所 示 , 由 公式 (16) 的 第 二 个 我 们 有 
a Va2—z2 
图 58 m=// yzdP = nf «| ydy 
一 a 一 Va2-~z2 


一 x/ (a? — 2z2) 生 dz 一 Tha,, 


[600] 83. 格林 公式 , 137 ， 


16) 试 求 椭 球 体 
2 Wa 2 
pe 十 玉 十 及 二 1] 
的 惯 矩 I. 
解 ” 可 以 限于 讨论 椭 球 体 的 一 个 卦 限 (图 57), 再 将 结果 乘 8. 这 时 区 域 (P) 是 椭圆 
zr? y 
a2 十 BB 1 
的 一 象限 . 
我 们 有 


b oa- 她 2 
i= // yzdP = 3 wu ， Vo (1 一 河 一 Z2dr 
(P) & Jo 0 b 


b 22 4 
2 3 
=2r0e / y @ 一 ) dy 一 5" Cc. 


同样 ， 
4 3 
yz = 本 Ta bc. 
最 后 ， 4 
Ts = Tzz + Tyz = 15"obc(o 十 b>). 
§3. 格林 公式 


600. 格林 公式 的 推演 ”在 本 目 中 我 们 建立 联系 二 重 积分 与 曲线 积分 的 一 非常 
重要 的 公式 . 
考察 一 区 域 (D) 一 一 由 闭路 (ZL) 所 围 的 一 
“ 曲 边 梯形 ” (图 59),(Z) 是 曲线 了 Jo 
(PQ) :y= ols), (0 < sb > 
(RS) :y= Y(z) 


及 二 平行 于 y 轴 的 线段 Ps 与 8R 组 成 . Pp 2 
假定 在 区 域 (D) 中 已 给 一 函数 P(x,y), 且 | y=yo(x) 12 
与 其 导 函 数 坑 同时 连续 . 
现在 由 第 596 目 公 式 (6) 来 计算 二 重 积分 图 50 


oP 
— dzxdy, 
/fl,, Oy 


b Y(zx) 
// OP jrqdy =/ a / OP. 
(D) Oy a jw Oy 


入 


.138 . 第 十 六 章 二 重 积分 [600] 


里 面 的 积分 这 里 借 原 孙 数 P(x,y) 之 助 很 容易 算出 来 , 即 : 


=—dy = P(x,y) 
he Oy 


y=Y (x) 
= P(x,Y (x)) ~ P(x, yo(7)). 
y=yo(7) 


/s,m —dzdy = [ P(z,Y (zx))dz 一 [ P(x, yo (zx)) dzx. 


这 两 个 积分 的 每 一 个 现在 可 以 用 曲线 积分 来 代替 . 事实 上 , 回想 第 547 目的 公式 (7)， 


可 以 看 见 ， 
b 
| PerY))az=/ P(x,y)dz 
a (SR) 


b 
[Pleole)ae= ,Pleae. 
a (PQ) 


因此 ， 


于 是 


// drdy= / P(x, y)dz -|/ P(z,y)dz 
(D) Oy (SR) (PQ) 


=/ Powet {Pls, war. 
(SR) (QP) 
如 果 要 考察 沿 区 域 (D) 的 整个 边界 (L) 的 积分 , 在 所 得 等 式 的 右 端 还 要 添加 


/ P(z,y)dz 及 / Plz,y)dz, 
(PS) (RQ) 


显然 , 它们 是 等 于 零 的 , 因为 线段 (P5) 及 (RQ) 垂直 于 z 轴 [参看 547]. 我 们 得 到 


// 完 B= / Pdz+ | paz+ | Puz+ 上 Pdzx. 
(PS) (SR) (RQ) (QP) 


这 一 等 式 的 右 端 是 沿 着 范围 区 域 (D) 的 整个 闭路 (ZL) 所 取 的 积分 , 不 过 是 负 向 
罢了 . 按照 我 们 所 做 的 关于 沿 一 闭路 曲线 积分 记 法 的 规定 [548], 我 们 可 以 将 所 得 公 


式 最 后 重 写 为 : 3p 
ff, 一 |, TW) | 


虽然 这 一 公式 是 在 坐标 轴 右 手 定向 的 假定 下 导 得 的 ,但 容易 看 出 , 它 在 左手 定 
向 时 保持 不 变 (只 是 闭路 环行 的 方向 掉 换 了 ). 

导 得 的 公式 对 于 比 所 讨论 的 区 域 更 复杂 时 也 是 正确 的 : 只 要 假定 区 域 (D) 可 用 
平行 于 y 轴 的 直线 分 为 有 限 个 所 述 形状 的 曲 边 梯形 就 够 了 . 我 们 将 不 再 证 明 这 一 点 
了 , 因为 如 要 做 起 来 与 在 第 551 目 中 当 推 广 用 曲线 积分 表示 面积 的 公式 时 完全 一 样 . 


积分 


[600] §3， 格林 公式 ‘139. 


同样 , 假定 函数 @ 及 其 偏 导 函 数 2 在 区 域 (D) 中 连续 时 , 也 可 建立 公式 


/fs B= /Qe (2) 


这 时 首先 取 如 图 60 中 所 画 出 的 那样 曲 边 梯形 作为 
区 域 (D). 它 由 曲线 


及 (PS) :z= zo(y) 
(QR) :x = X(Y) 


与 两 平行 于 z 轴 的 线段 (PQ) 及 (RS) 围 成 的 . 再 

与 上 面 一 样 , 将 公式 推广 到 可 用 平行 于 x 轴 的 直 

线 分 为 有 限 个 这 种 形状 的 曲 边 梯形 的 区 域 上 . 
最 后 , 如 区 域 (D) 同时 满足 两 种 情况 的 条 件 ， 图 60 

即 既 可 分 为 有 限 个 第 一 类 型 的 梯形 , 又 可 (另外 ) 分 

为 有 限 个 第 二 类 型 的 梯形 , 则 对 这 区 域 , 公式 (1) 及 (2) 都 成 立 , 当然 , 还 是 假定 函数 

PQ 及 其 导 函 数 <Q 者 连续 . 从 公式 (2) 减 去 (1), 得 


|, Pas+ Qhy= |, (B ( 宫 - 区 ) dzay (3) 


这 就 是 著名 的 格林 (G.Green) 公 式 . 史 

第 551 目 中 用 曲线 积分 表示 面积 的 公式 很 容易 从 这 里 作为 一 特殊 情形 得 出 来 
例如 , 令 P= -y,@ = 0 并 利用 显然 的 等 式 Jp dzdy = DD 后 , 便 得 到 第 551 目 公 
式 (8). 

与 在 第 551 目 中 一 样 , 这 里 使 公式 (3) 得 以 正确 的 那些 条 件 也 可 以 取得 一 种 更 
便于 检查 的 形式 . 亦 即 , 可 以 证 明 :对 于 任何 由 .个 或 几 个 分 段 光滑 的 线路 所 围 成 的 
区 域 (D) 格林 公式 成 立 .94) 

设 (D) 是 我 们 区 域 的 总 边界 ， 重 复 第 551 目 中 的 推理 , 在 (L) 内 内 接 一 折线 
(A), 并 考察 由 它 所 围 成 的 多 角形 区 域 A). 为 简单 起 见 , 假定 函数 P 及 @Q 在 区 域 
ID) 的 外 而 ,例如 在 某 一 包含 (D) 在 其 内 的 矩形 (有 内 有 意义 连续 , 且 有 连续 的 导 
函数 5 P 0Q @ 可 以 认为 (A) 也 包含 在 (局 内 , 因为 多 角形 区 域 显然 既 可 分 为 这 


(cg<y<gd) 


”Dr 
种 类 型 的 又 可 分 为 那 种 类 型 的 许多 樟 形 , 故 在 它 上 面 格林 公式 可 以 应 用 : 
-11 (2 
人 Pl(z,y)dz + Q(z,Yy) dy = /a 5 dzdy. (4) 
”@ 有 时 它 也 称 为 高 斯 或 歼 曼 公式 ， 


@ 实 际 上 ,对 公式 的 正确 性 来 说 这 一 假定 并 非 必 要 的 . 
的 这 个 论断 的 纯粹 分 析 的 证 明 比 下 面 引 述 的 要 更 为 繁琐 . 参看 551 目的 脚注 80). 


.140 . 第 十 六 章 二 重 积分 [601] 


现在 只 要 假定 当 闭 路 (ZL) 被 折线 (A) 的 顶点 所 分 成 的 弧 段 的 最 大 直径 趋 近 于 零 
而 变 到 极限 . 等 式 (4) 的 左 端 由 第 550 目的 引 理 此 时 趋 近 于 等 式 (3) 的 左 端 . 
另 一 方面 , 如 同 在 第 551 目 中 我 们 已 看 见 过 的 , 可 选取 折线 (A) 使 它 夹 在 多 角 
形 域 (4) 的 外 面 及 多 角形 域 (B) 的 内 面 , 这 两 多 角形 域 分 别 在 (D) 的 里 面 及 外 面 ， 
且 它 们 的 面积 可 相差 得 任意 小 : 
B-A<&e. 


可 以 认为 (4) 及 (B) 包含 在 上 面 所 提 到 的 矩形 (R) 内 . 为 简便 起 见 令 2 _2P_y 


时 , 我 们 有 2 
/ /0 froy | 人 1 


1/ Jadzay 一 // fazdy 
(D) (人 A) 
<{f Waray {flaray 
(D)—(A4) (A)-(4) 


< 人 |fldzdy < 2Me， 
其 中 M 是 |f| 在 (R) 上 的 最 大 值 . 由 此 可 见 , 等 式 (4) 的 右 端 在 刚才 所 提 到 的 极限 
过 程 中 趋 近 于 公式 (3) 的 右 端 . 因此 , 这 一 公式 的 正确 性 就 建立 起 来 了 . 
601. 应 用 格林 公式 到 曲线 积分 的 研究 入 一 单 连通 [559] 开 区 域 (G) 并 假 
定 在 它 里 面 给 出 函数 P 及 Q, 与 它们 的 导 函 数 2 及 守 < 同时 第 连续 . 我 们 重新 提 


出 [561] 有 
要 使 沿 任 何不 自身 相交 且 完 全 在 (G) 内 的 闭路 (L) 上 所 取 的 曲线 积分 


/ Paz + Qady (5) 
(£) 


恒 为 零 , 函数 PP 及 Q@ 应 满足 怎样 的 条 件 ? 

因为 我 们 假定 基本 的 区 域 (G) 是 单 连通 的 , 故 被 闭路 (L) 在 外 面 所 围 的 区 域 
(D) 本 身 同样 也 属于 (G), 所 以 可 以 将 格林 公式 应 用 到 它 上 面 去 ;因此 曲线 积分 (5) 
可 代 以 二 重 积分 


(2 - 22 
Na lm) © 
为 了 要 使 类 似 的 积分 永远 等 于 零 , 显然 假定 
BP 69 
页 = 过 (A) 


就 够 了 . 
我 们 提请 读者 注意 , 区 域 (G) 的 单 连通 性 这 里 是 怎样 被 利用 了 . 


[602] §3， 格 林 公式 ,141 ， 


条 件 (A) 的 必要 性 非常 简单 地 就 可 证 明 , 只 要 在 假定 积分 (6) 等 于 零 后 应 用 对 
区 域 的 微分 法 [593]: 积分 号 下 的 函数 , 既是 积分 (6) 的 “ 导 函 数 ”, 本 身 也 必 恒 等 于 

因此 , 考虑 到 第 561 目的 引 理 时 , 我 们 已 得 出 下 面 定理 的 一 新 证 明 : 为 了 要 使 取 
在 任何 闭路 上 的 形 如 (5) 的 积分 恒 等 于 零 , 只 要 基本 区 域 (G) 单 连通 ,条件 (A) 是 
必要 且 充 分 的 [561, 定理 引 . 由 第 561 目 中 定理 4, 对 区 域 在 同样 的 假定 下 , 要 使 沿 
连接 点 A 及 B 的 曲线 (4B) 上 的 曲线 积分 


Pdz + Wdy 
(AB) 
与 积分 道路 的 形状 无 关 , 条 件 (A) 也 是 必要 且 充 分 的 [560, 定理 3]. 
用 格林 公式 可 以 避免 一 切 与 恰当 微分 的 积分 法 有 关 的 讨论 直接 来 建立 这 一 结果 . 
此 处 , 再 一 次 又 阐明 了 基本 区 域 单 连通 假定 的 作用 . 
现在 反 过 来 , 从 这 里 借 第 556 目 中 讨论 之 助 , 条 件 (A) 对 于 式 子 Pdz + Qdy 可 
积 的 充分 性 (其 必要 性 立刻 可 明白 !) 又 可 重新 建立 起 来 (第 560 目 定 理 2). 


602. 例题 及 补充 “1) 对 于 在 半径 为 1 中 心 为 坐标 原点 的 圆 内 的 函数 


(a) 忆 = 一 南 二 廊 ，Q = nr 
_ __y 
(6) 22 十 入 ， Q= 三 十 殉 
验证 格林 公式 . ; 
提示 “在 两 种 情形 下 皆 到- 总 二 0, 故 二 重 积分 为 零 . 沿 圆周 


t=cost, y=sint (0&t< 27) 


所 取 的 曲线 积分 仅 在 情况 (6) 下 等 于 零 , 而 在 情况 (a) 下 等 于 27. 

这 是 由 于 : 格林 公式 是 在 所 考察 的 函数 及 其 导 函 数 连续 的 假定 下 推出 的 , 而 这 里 一 一 在 两 
种 情况 下 一 一 这 一 条 件 在 坐标 原点 处 被 破坏 了 . 在 情况 (a) 下 格林 公式 事实 上 不 能 应 用 ; 很 有 
趣 的 , 在 情况 (6) 下 , 尽管 是 如 刚才 所 述 的 情况 , 而 它 完全 是 正确 的 [比照 565,13)]. 


2) 将 格林 公式 变 成 
a //,( ( 妊 + 奴 ) ) w= 1/ Pdy — Qaz 
(D) (L) 


@ 人 (站 十 2 ) aa 一 | [Peos(x,v) + Qsin(x, rv)]ds 
(D) ( 工 ) 


的 形状 (其 中 v 表示 朝 外 的 法 线 方向 )， 
提示 将 PP 换 作 -Q, 而 将 Q 换 作 P; 利用 第 553 目 中 将 第 二 型 曲线 积分 变 成 第 一 型 曲线 
积分 的 公式 (14). 注意 法 线 的 方向 ! 


的 形状 , 或 


. 142 . 第 十 六 章 二 重 积分 {602] 


3) 利用 格林 公式 , 求证 公式 : 


a // Audoay = / uy, 
(D) CD Ov 
ovpv OuOv Ou 
(6) / vAudzdy = 一 // (总 名 + 2 ) var+t | vods, 
(D) (p) “O70 Oy9 (LD) Ov 
Ou Ov 
(B) N, (vAu 一 vodam= 人 人 -好 ) ds, 


Of Of Of of of 
Af = 5 7 二 cos(Z, ,办 十 到 sin(z， ,DV). 


提示 ”如 要 2)(6) 中 令 P= ve 2 0Q= 一 vo 页， 光 则 可 得 (6);(a) 是 (6) 当 w = 1 时 的 特殊 情形 ; 
在 (6) 中 交换 wwv 的 地 位 并 将 结果 从 (6) 内 减 去 , 便 得 (8). 

4) 一 函数 ww 当 它 与 它 的 导 函 数 皆 连续 是 在 所 考察 的 区 域 (G) 上 满足 方程 Au = 0, 称 为 在 

一 区 域 上 的 调和 函数 ， 

在 函数 4 于 区 域 (D) 上 有 连续 导数 2 ， 2 2 3 的 假定 下 , 求证 下 面 的 断言 :要 部 效 
色 是 调和 函数 ,必要 且 充 分 地 需 不 论 ( 工 ) 是 是 社区 阐 音 半路 条 件 


恒 能 适合 . 

提示 “利用 公式 3)(a). 

5) 如 函数 v 在 闭 区 域 (D) 上 是 调和 的 , 则 它 在 区 域内 面 的 值 可 由 在 闭路 (KL) 上 的 值 唯一 
确定 . 

换 句 话说 , 如 在 区 域 (D) 上 的 两 个 调和 函数 wj, wz 在 区 域 的 边界 (LK) 上 有 相同 的 值 , 则 它们 
在 整个 区 域 上 恒 等 . 

考察 差 4 = wi 一 uz, 我 们 便 将 问题 变 为 证 明 : 在 区 域 (D) 上 的 调和 了 通 数 ,如 在 区 域 边 界 ( 世 ) 
上 为 零 , 则 在 整个 区 域 上 恒 等 于 零 . 

在 公式 3)(6) 中 令 v = 4. 考虑 到 加 在 w 上 的 条 件 , 得 


|, + (WD |e-o 


于 是 推 得 , 在 整个 区 域 (D) 上 ， 
Ou __ Ou 
5z Oy 
就 是 说 , 4 变 成 一 常数 了 , 而 既 在 (ZL) 上 为 0, 故 到 处 都 等 于 0, 这 就 是 所 要 证 明 的 . 
6) 设 wu 是 区 域 (G) 上 的 一 调和 函数 , (zo, yo) 是 这 一 区 域 的 任 一 内 点 , 又 (KR) 是 半径 为 R， 
中 心 在 点 (zo, go) 处 的 一 圆周 .@ 则 有 下 一 重要 公式 : 


= 0， 


1 
u(zo, yo) 二 27R u(z, Yy)ds, (7) 
(KR) 


外 半径 (R) 假定 如 此 地 小 , 使 圆周 (KR&) 整个 在 区 域 (G) 中 . 


[603] 84， 二 重 积分 中 的 变量 变换 :143 ， 


故 调和 函数 在 中 心 处 的 值 等 于 它 在 圆周 上 的 “平均 ” 值 .我 们 来 证 明 这 一 点 . 

令 v=lnr, 其 中 r= V(z 一 7Z0)? 十 (y 一 yo)?; 不 难 验 证 ,v 是 从 平面 中 控 掉 点 (zo, yo) 后 所 
得 区 域 中 的 调和 函数 . 在 这 一 点 处 函数 变 成 无 穷 . 

用 一 半径 为 p(p < RR) 的 圆周 ks 围 住 点 (zo, yo), 应 用 公式 3)(a) 到 夹 在 圆周 (KR) 及 (kp) 
间 的 区 域 (D) 上 ; 边界 (KL) 是 由 (KR) 及 (io) 在 一 起 组 成 的 . 因为 在 这 一 区 域 中 函数 ww 都 是 
调和 的 , 故 左 端 等 于 零 . 右 端的 积分 


Ou 
—d 
(i 吕 2 
消失 了 , 因为 , 例如 , 在 圆周 ( Ka) 上 w= In R= 常数 , 而 [由 于 44)] 
Ou 
一 ds 一 0 
| 0 
另 一 方面 , 我 们 有 
Ov dlnr 1 
Br | RRR 
Ov dlnr 1 
ar) 
故 最 后 得 : 


对 适当 小 的 p, 函数 w 在 圆周 (k。) 上 可 与 在 中 心 处 的 值 (zo, yo) 相差 到 任意 地 小 , 故 当 
p 一 0 时 左 端 有 极限 2r . w(zo,yo), 变 到 极限 , 即 得 所 要 的 等 式 . 

7) 由 6) 中 所 证 明 的 结果 , 可 推 得 一 有 趣 的 推论 : 如 函数 u(z,y) 在 由 闭路 ( 工 ) 所 围 的 闭 区 域 
(D) 上 连续 且 在 这 区 域 的 内 部 是 调和 函数 , 则 , 除 掉 它 是 常数 的 情形 外 , 函数 在 区 域 的 内 面 不 能 达 
到 其 最 大 (最 小 ) 值 . | 

事实 上 , 假如 所 讲 到 的 函数 v(z,y) 不 是 常数 , 而 在 内 点 (zo, yo) 处 达到 了 壁 如 说 其 最 大 值 ， 
则 容易 得 到 一 与 公式 (7) 相 违 的 矛盾 . 

现在 , 在 假定 函数 w 在 闭 区 域 (D) 上 连续 但 仅 在 区 域内 面 调和 后 , 我 们 可 以 强化 5) 中 的 结 
果 . 这 里 只 要 证 明 , 如 函数 v 在 边界 上 为 零 则 便 恒 等 于 零 . 而 这 可 由 下 面 的 观察 中 得 出 来 : 如 不 是 
这 样 的 话 , 它 就 会 在 区 域 的 内 面 达 到 它 的 最 大 或 最 小 值 , 与 上 面 所 作 的 注意 点 相 矛 盾 . 


84. 二 重 积 分 中 的 变量 变换 


603. 平面 区 域 的 变换 假定 我 们 已 知 二 平面 , 一 个 关联 于 直角 坐标 轴 x,y, 另 
一 个 关联 于 同样 的 坐标 轴 &,”n. 在 这 两 平面 中 考察 两 闭 区 域 : 区 域 (D) 在 zy 平面 上 ， 
区 域 (A) 在 &n 平面 上 . 这 两 区 域 的 每 一 个 都 可 是 无 界 的 , 特别 , 可 以 包括 整个 平面 . 
我 们 将 假定 区 域 的 边界 (如 区 域 不 包括 整个 平面 ) 为 一 简单 的 分 段 光滑 的 曲线 , 对 区 
域 (D) 用 记号 (5) 来 表示 它 , 对 区 域 (A) 用 记号 (2)( 图 61). 


“144: 第 十 六 章 二 重 积分 [603] 


设 在 区 域 (A) 上 给 出 一 组 函数 : 


z= 72(é,), | 


4 = Y(é,"), 外 


它 使 得 区 域 (A) 的 每 一 点 (£,n) 变换 到 区 域 (D) 的 一 确定 点 (zx,y), 且 (D) 中 没有 
一 个 点 (z,9) 被 漏 掉 了 , 故 每 一 个 这 样 的 点 至 少 与 (A) 中 的 一 点 (€,n) 相对 应 . 如 对 
于 不 同 的 点 (&,7n) 对 应 着 不 同 的 点 (z,y)( 我 们 今后 将 假定 如 此 ), 故 每 一 点 (z,y) 仅 
由 一 点 (&,n) 变 来 , 则 公式 (1) 可 唯一 地 对 上 及 ng 解 出 来 .变数 上 7 反 过 来 又 是 zx,y 
在 区 域 (D) 上 的 单 值 函数 : 


€ 一 &(2， 2)， | (1a) 
7 = 7(7,Y). 
因此 , 在 区 域 (D) 与 (A) 间 建 立 了 一 个 相互 唯一 的 或 一 对 一 的 对 应 . 我 们 亦 这 


样 说 , 公式 (1) 实现 了 区 域 (A) 到 区 域 (DD) 的 一 变换 ,而 公式 (2) 给 出 区 域 (DD) 到 区 
域 (A) 的 一 逆 变 换 . 

如 所 谈 的 两 区 域 充 满 了 对 应 的 平面 , 则 我 们 便 得 到 一 平面 到 另 一 平面 的 变换 . 最 
后 , 如 这 两 平面 重合 , 即 如 将 点 (z,y) 及 (&,m) 当 作 同一 平面 的 点 , 则 出 现 了 一 个 平 
面 自身 上 的 变换 . 

再 则 , 我 们 将 假定 函数 (1) 及 (2) 不 仅 连 续 且 有 连续 的 (一 阶 ) 偏 导 数 . 则 , 如 大 
家 所 知 [203,(4)]， 

D(z,y) Dlé,n) 


D(E,n) D(zx,y) , 
故 两 个 雅 可 比 式 看 不 等 于 零 ,， 并 且 , 由 连续 性 , 符号 保持 不 变 . 


由 雅 可 比 式 
az pz 
DO) _, 2 On (2) 
Dé,n) [Oy Oy 


O¢ On 


[603] 84， 二 重 积分 中 的 变量 变换 “145. 


在 区 域 (人 A) 上 异 于 0 的 事实 , 得 知 区 域 (A) 的 内 点 (6o,mo) 必 因 公式 (1) 而 有 区 
域 (D) 的 内 点 (zx0,yo) 与 之 对 应 ， 因 为 由 隐 范 数 存在 定理 [208], 用 这 些 公式 , 在 点 
(zo, yo) 的 整个 邻 域内 变数 & 及 7 确定 为 z 及 y 的 单 值 函数 ,同样 , 对 于 区 域 (DD) 
的 内 点 也 永远 对 应 有 区 域 (A) 的 内 点 . 由 此 可 见 , 闭路 (5) 的 点 对 应 于 闭路 (站 ) 的 
点 , 反 过 来 也 是 如 此 . 

一 般 , 如 在 区 域 (A) 中 取 一 简单 的 分 段 光滑 的 曲线 (A), 则 用 变换 (1) 能 把 它 变 
成 区 域 (D) 中 的 类 似 的 曲线 (L). 事实 上 , 设 曲 线 (A) 的 方程 为 : 


=， n= (agtgb 或 w>t>D)， (3) 


且 (在 曲线 的 一 光滑 段 内 ) 可 以 认为 函数 &(t),n(t) 有 连续 的 不 同时 为 零 的 导 函 
数 . 将 这 些 函 数 代 入 变换 公式 (1) 中 , 我 们 得 到 对 应 曲线 () 的 参数 方程 : 


zzz,nOD)=z0， y = HEE), nt)) 一 9 (4) 
容易 看 见 ,这 些 函 数 同样 也 有 连续 的 导 函 数 : 
z 人 = Re + Be y(t) = Re + Pu); (5) 


此 外 它们 不 会 同时 为 零 , 故 在 曲线 (L) 上 没有 奇 点 . 事实 上 , 在 相反 的 情形 下 , 由 于 
行列 式 Pe 不 等 于 零 , 由 (5) 就 能 得 知 , 同时 &' = 0 及 wf = 0, 这 是 不 可 能 的 . 

如 点 (En 在 &n 平面 上 例如 以 正 向 画 出 一 闭路 (A), 则 对 应 点 (z, 妇 在 zy 平面 
土 也 画 出 某 一 闭路 (5), 但 它 的 方向 既 可 为 正 也 可 为 负 . 我 们 以 后 将 看 到 [606,1°], 这 
一 问题 与 雅 可 比 式 (2) 的 符号 有 关 . 

给 出 区 域 (A) 中 变数 上 及 的 一 对 值 就 唯一 地 确定 在 zy 平面 上 区 域 (D) 中 的 
某 一 点 ( 反 过 来 也 是 如 此 ). 我 们 因而 称 数 6,n 为 区 域 (D) 的 点 的 坐标 . 实质 上 , 方程 
(1)@ 给 我 们 平面 图 形 (DD) 的 一 参数 表示 法 , 是 我 们 以 往 所 谈 曲 面 参数 表示 法 [228] 
的 特殊 情形 . 

与 那里 一 样 , 由 区 域 (D) 的 点 构成 的 曲线 , 其 一 个 坐标 保持 常数 值 者 , 称 为 坐标 
曲线 . 例如 , 在 (1) 中 令 j= m, 我 们 便 得 到 坐标 线 的 一 参数 表示 : 


z= 72(é,m), Y= Y(é,m) 
(这 里 & 做 参数 ). 在 方程 (2) 的 第 二 式 中 令 9 = 加 时 , 可 得 同一 线 的 隐 方 程 : 
n(z, y) 一 7o. 


坐标 线 一 般 说 来 是 曲线 , 与 此 相关 的 , 说 明 点 在 zy 平面 上 位 置 的 数 &,n 在 这 种 
情况 下 (在 曲面 情形 时 也 是 如 此 ) 称 为 点 的 曲线 坐标 . 
如 在 它 上 面 再 加 一 方程 z = 0. 


“146. 第 十 六 章 二 重 积分 [604] 


对 坐标 n 给 它 各 种 (可 能 的 ) 不 同 的 常数 值 , 我 们 得 到 zy 平面 上 的 一 完整 的 曲 
线 族 . 固定 坐标 的 值 , 我 们 得 到 坐标 线 的 另 一 族 , 当 在 所 考察 的 区 域 间 为 一 对 一 的 
对 应 时 , 同一 族 内 的 不 同 的 线 彼此 不 相交 , 且 通 过 区 域 (D) 的 任何 一 点 , 在 每 一 族 中 
经 过 有 一 条 线 . 

在 zy 平面 上 的 整个 坐标 线 网 是 6 平面 上 的 直线 网 上 = 常数 及 了 = 常数 的 图 
像 (图 61). 


604. 例 1) 曲线 坐标 的 最 简单 也 是 最 重要 的 例 是 极 坐 标 m9， 它 们 有 很 清楚 的 几何 解释 ， 
即位 径 向 量 与 极 幅 角 , 但 也 可 形式 地 用 熟知 的 关系 式 


Z 一 cosb， } 
(7 > 0) 
y=rsin0 

引进 来 . 

如 将 7 及 9 的 值 放 在 两 互相 垂直 的 轴 上 , 例如 , > 当 作 横 轴 , 9 当 作 纵 轴 (在 坐标 轴 为 右手 定 
向 时 ), 则 对 于 半 平 面 > > 0 上 的 每 一 点 由 所 述 公 式 有 zy 平面 上 一 个 确定 点 相对 应 . 

读者 可 能 已 想到 在 这 一 情形 下 的 坐标 线 : 直线 r+ = 常数 与 半径 为 + 中 心 在 原点 的 圆 相对 应 ， 
直线 9 = 常数 与 自 原点 出 发 和 zx 轴 交 于 一 角 0 的 射线 相对 应 (图 62). 


和 


图 62 图 63 


但 是 , 在 所 给 的 情形 下 变换 公式 不 能 唯一 地 解 出 来 : 角 9 的 大 小 改变 2kx(k 为 整数 ) 时 不 影 
响 z,y 的 值 . 要 想得到 zy 平面 中 的 一 切 点 , 只 要 将 值 限于 


r 宛 0,，0<&0<27x 


就 可 以 了 . 每 一 异 于 原点 的 点 (z,y) 与 一 个 值 > > 0 及 在 所 示范 围 内 的 一 个 值 9 相对 应 . 然 由 于 
坐标 原点 的 关系 , 对 应 的 唯一 性 不 可 避免 地 要 破坏 : 点 z 一 yy == 0 与 79 平面 上 的 整个 9 轴 相 对 
应 (或 者 , 如 愿意 的 话 , 与 它 的 自 6 = 0 到 9 = 2r 的 一 线段 相对 应 ). 

在 r9 平面 上 考察 一 闭 矩 形 [0, R;0,27] 或 oaBY( 图 63); 易 见 , 在 zy 平面 上 它 与 围绕 原点 
O 半径 为 R = O4 的 闭 的 圆 相对 应 . 但 这 一 圆 的 全 部 边界 仅 对 应 于 所 述 和 矩形 的 一 边 ap; 边 oa 
及 By( 两 个 同时 !) 与 圆 的 同一 半径 OA 相对 应 ; 最 后 , 整个 边 or 仅 与 点 O 相对 应 . 这 时 显然 在 
前 目 中 所 述 的 条 件 没 有 保持 住 ! 

然而 , 如 将 边 o7 移动 一 小 量 p = oo', 而 边 76 移动 < = BB', 则 新 的 矩形 oaf'y 将 与 zy 
平面 上 的 一 图 形 0'AB'C' 相对 应 , 这 一 图 形 是 从 圆 内 挖 掉 一 半径 为 p 的 小 圆 及 一 中 心 角 为 的 
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遍 形 而 得 来 的 ; 这 样 就 能 保持 所 有 的 要 求 ， 当 点 在 9 平面 上 沿线 段 qf', 8'Y',y'0',o'Q 移动 时 ， 
在 zy 平面 上 的 对 应 点 依次 就 描画 出 优 弧 AB'( 半 径 为 R), 线段 B'C', 优 弧 C'O'( 半 径 为 p) 及 
线段 0'A. 顺便 注意 , 在 r6 平面 上 正 向 的 环行 与 zy 平面 上 也 是 正 向 的 环行 相对 应 . 

在 所 给 的 情形 下 , 雅 可 比 式 等 于 


D(z,y) | cos0 —rsing 
D(r,0) | sing rcosb ， 
它 永 远 保 持 ( 除 原点 外 ) 正 号 . 
2) 试 讨论 由 公式 
__é& n 
“一 4 4 一 B+ 


(&,n 不 同时 为 零 ) 所 定义 的 平面 自身 上 的 变换 . 
如 将 z 轴 及 & 轴 , y 轴 及 7 轴 放 在 一 起 , 则 这 一 变换 有 一 明显 的 几何 解释 . 因为 


72 + 1 也 也 


-ER 
则 很 清楚 , 对 应 点 总 在 自 原点 出 发 的 同一 射线 上 , 且 自 原点 到 它们 的 距离 的 乘积 为 一 . 
这 一 变换 称 为 反 演 法 . 它 是 一 对 一 的 可 着 的 : 


(z,y 不 能 同时 为 零 ). 
坐标 线 是 通过 原点 的 圆周 : 


1 1 

2 2 2 2 

T+y 一 一 2 一 0， Z 十 入 一 一 4 0， 
6o No 


(to #0) (m #0) 
其 中 心 分 别 在 zx 轴 及 y 轴 上 (图 64). 当 &0=0 时 得 y 轴 (z= 二 0), 当 wo=0 时 得 z 轴 (y= 0). 


例如 , 在 人 平面 上 的 正方 形 |3,1; 3,1| 与 在 图 64 中 打 了 伸 线 的 区 域 相对 应 . 闭路 环行 的 
方向 此 时 不 一 致 
因为 
az Oy_ Te 325 
On (Tm) On 站 全 + 
故 雅 可 比 式 
D(z) 一 -1 < 0. 
D(é,n) (£2 十 02)2 
3) 如 从 变换 公式 
r=- y=2é7 


出 发 , 则 对 任何 的 &,m 从 这 里 可 一 意 地 得 到 z,y. 将 这 些 公式 对 &,” 解 出 来 , 求 得 


te ,VE 


2 2 ’ 
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其 中 及 的 符号 以 条 件 名 = 3y 相关 联 . 因此 , 除 原点 外 , 每 一 点 {z,g 与 对 称 于 原点 的 两 点 
(&,) 相对 应 . 为 了 要 恢复 单 值 性 , 例如, 可 以 限制 于 & 平面 的 上 半 部 分 (包括 轴 的 正 的 部 分 ， 
但 不 包括 它 的 负 的 部 分 ) 

这 里 坐标 线 是 共 焦点 (焦点 在 原点 ) 且 共 轴 的 抛物 线 : 


所 =40(6-z) 有 y= 4m(r+m) 
(co #0) (mo 0) 
{图 65). 值 se = 0 与 z 轴 的 负 的 部 分 相对 应 , 而 值 mo = 0 与 它 的 正 的 部 分 相对 应 . 雅 可 比 式 , 除 
原点 外 ， 
D(é,"n) 2n 2é 
4) 有 时 候 先 给 出 坐标 线 的 网 再 由 它 确立 曲线 坐标 系 要 来 得 方便 些 . 
例如 , 考察 两 抛物 线 族 (图 66): 


=4(é +7)>0. 


=2pz 及 2? = 2gy, 


每 一 族 分 别 ( 如 除 掉 坐标 原点 ) 填 满 了 整个 zy 平面 . 
很 自然 地 , 引进 上 = 2p 及 n = 2g 作为 曲线 坐标 . 由 等 式 y= &zx 及 z? = my, 我 们 有 


2 


2 
z= Em, y= ae 及 《= 二， 0= 了 本 (x,y #0). 


I 
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这 里 雅 可 比 式 等 于 


5) 我 们 现在 将 从 共 焦 点 及 共 轴 的 圆锥 曲线 族 
2 2 
Nt! (9) 
出 发 ( 当 入 > c 时 是 椭圆 , 当 0 < 入 < c 时 是 双 曲 
线 ; 图 67). 
通过 平面 上 不 在 坐标 轴 上 的 每 一 点 (zx,y), 有 
这 一 族 中 的 一 个 椭圆 及 一 个 双 曲 线 . 事实 上 , 自 (6) 
所 得 的 方程 


(2)? A2(z? | yy | c?) Lec2z2 =0 


的 左 端 当 入 = 0 时 符号 为 +, 当 入 = e 时 符号 为 
-, 勾当 很 大 的 入 时 符号 又 为 +. 因此 , 这 方程 有 
两 正 根 : 一 个 入 > c, 另 一 个 jy < c; 这 就 证 明了 图 67 
我 们 的 断言 . 

如 将 前 一 方程 视 作对 A? 的 二 次 方程 , 则 由 根 的 熟知 的 性 质 我 们 有 


X2 十 1 一 z2 十 2 十 ce2， 和 2102 = c2z2， 
@ 为 了 不 混淆 这 两 个 根 , 对 于 大 的 一 个 我 们 保持 记号 , 而 小 的 一 个 表 作 凡 
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而 由 此 很 容易 用 入 及 /表示 xz 及 外 
,VD 
c c 
限制 在 第 一 象限 时 , 这 里 我 们 仅 需 保持 正 号 . 可 将 数 ,1 视 作 这 一 象限 中 点 的 曲线 坐标 ; 它 
们 称 为 椭圆 坐标 . 在 这 一 情形 下 , 开始 的 圆锥 曲线 恰巧 就 是 坐标 线 . 
特别 指出 , 入 自 c 变 到 +co, 而 1 自 0 变 到 c. 对 于 极端 的 值 我 们 得 到 : 
当 入 =c 时 ,z 轴 上 自 z=0 到 z=c 的 线段 ， 
当 j=c 时 ,zx 轴 上 自 z = 二 c 到 z= 二 -+00 的 线段 ， 
当 j= 二 0 时, y 轴 上 正 的 部 分 . 
最 后 , 容易 计算 出 雅 可 比 式 : 
D(z,y) LAX? 
Ti FF- 人 ^ <0 
D(AN, 1p) (XA2 — c2)(c2 一 12) “ 


了 一 土 


605. 曲线 坐标 中 面积 的 表示 法 ”假定 在 zy 平面 上 已 给 某 一 由 分 段 光 滑 的 且 无 
奇 点 的 闭路 (5) 所 围 的 区 域 (D). 设 公式 (1) 确立 一 个 在 这 一 区 域 与 &n 平面 上 由 类 
似 的 闭路 (2) 所 围 成 的 区 域 (A) 间 的 一 -对 一 的 对 应 . 

我 们 保留 第 603 目 中 对 于 这 一 区 域 变换 的 全 部 假定 , 此 外 , 还 假定 在 区 域 (A) 
内 ,(1) 中 两 函数 有 一 个 的 二 阶 混合 导 函数 , 例如 

O2y Oy 
OE0n Onoé 
存在 且 连 续 (由 连续 性 , 它们 有 相等 的 值 ,190).@ 

在 这 些 假定 下 , 我 们 的 任务 是 要 将 所 考察 的 在 zy 平面 上 的 区 域 面积 D 表 作 & 
平面 上 展 布 在 区 域 (A) 上 的 二 重 积分 的 样子 . 

我 们 将 从 下 一 公式 出 发 , 即 用 沿 着 区 域 (D) 的 边界 (5) 而 取 的 曲线 积分 表示 面 
积 DD 的 公式 


D= zdy (7) 
(9) 


[参看 551(9)] 出 发 . 

以 后 变换 的 计划 是 这 样 的: 首先 利用 闭路 的 参数 方程 将 曲线 积分 (7) 变 成 普通 
的 定 积分 . 其 次 , 将 后 者 又 变 成 一 曲线 积分 , 但 这 一 次 是 取 在 区 域 (A) 的 边界 上 了 . 
最 后 , 利用 格林 公式 , 将 所 得 曲线 积分 用 在 区 域 (A) 上 的 二 重 积分 来 代替 . 

为 了 要 实行 这 一 计划 , 我 们 必须 要 闭路 (5) 的 参数 方程 . 因为 以 后 我 们 要 转换 
到 闭路 (2), 故我 们 宁可 在 现在 就 从 这 一 闭路 的 参数 方程 出 发 ， 设 (3) 给 出 了 曲线 
(2) 的 参数 表示 , 则 显然 (4) 就 将 给 出 曲线 (5) 的 参数 表示 , 因为 [由 我 们 的 假定 可 


@ 这 里 我 们 注意 , 这 些 补充 假定 对 最 后 结果 的 真实 性 来 说 是 不 必要 的 , 这 里 引进 来 仅 是 为 了 简 
化 证 明 . 
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得 知 ,603] 它 在 zy 平面 上 对 应 于 闭路 (中 ). t 的 变化 范围 a 及 8 我 们 可 以 如 此 选择 ， 
使 当 自 a 变 到 8 时 , 曲线 (5) 以 正 向 描画 出 来 了 ; 这 是 永远 做 得 到 的 . 
因此 , 按照 547 目 公 式 (5)， 


8 
D= | zw 


或 者 , 如 注意 (4) 及 (5)， 


B 
se aD Ey 


相 比 较 ， 人 则 此 处 必须 以 曲线 (5) 
参数 方程 中 的 函数 E(t) 及 n(t) 来 代替 二 及 我 们 就 回 到 积分 (8). 

不 过 , 必须 还 要 注意 到 一 点 . 当 t 自 a 变 到 6 时 闭路 (5) 以 正 向 描画 一 一 我 们 
就 是 这 样 选取 了 2 但 闭路 (2) 此 时 既 可 能 以 正 向 描画 , 也 可 能 以 负 向 描画 ; 
因此 , 积分 (8) 及 (9) 实际 上 可 能 相差 一 符号 . 在 任 一 情形 下 ， 


7 | (8) 


D= / LOY de + zoY dn, (10) 
(5) 7 


并 且 (再 一 次 强调 ), 如 闭路 (5) 的 正 向 环行 与 闭路 (2) 的 正 向 环行 相对 应 则 取 正 号 ， 
在 相反 的 情形 下 就 取 负 号 . 
最 后 所 剩 的 , 就 是 要 变换 所 得 曲线 积分 为 二 重 积分 , 为 此 就 要 利用 格林 公式 


| PE mae + Ql man = 人 (有 (党 - 区 ) ) dsan, 


其 中 我 们 令 ; 
P(é,n) = ze QD) = zy 
因为 
O08 Oz Ov O2y 
BE ~ dOn "Onoe 
OP 9z Oy D27 
Bn na © acon 


而 y 的 二 阶 混合 导数 彼此 相等 , 故 
0@ 0P _ D(z,W) y) 


GE On DCT 
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我 们 就 得 到 公式 De 
_ L,Y | 
? + Dem) 
在 第 603 目 中 我 们 已 看 见 , 在 所 作假 定 下 雅 可 比 式 
_ D(z,Y) 
在 区 域 (A) 中 保持 一 定 符号 . 故 积分 也 有 同一 符号 . 但 积分 前 面 还 有 一 双重 符号 土 ， 
因为 结果 须 真 正 得 一 正 数 , 故 显然 积分 前 面 的 符号 与 雅 可 比 式 的 符号 一 致 .如 将 这 
一 符号 放 到 积分 号 下 的 函数 上 ,， 则 在 那里 显然 就 得 到 雅 可 比 式 的 绝对 值 , 故 面积 的 
最 后 表示 式 为 
D(z,Y) 
D= = . 
[BES = /elaean (GD 
这 就 是 我 们 所 想 建 立 的 公式 . 
积分 号 下 的 表示 式 
D(x, y) 
DE dédn = |J(é,n)laédn 


通常 称 为 曲线 坐标 下 的 面积 元 素 . 我 们 看 见 过 , 例如 , 在 变 到 极 坐 标 情形 时 雅 可 比 式 
等 于 7; 因此 在 极 坐标 下 面积 元 素 为 rdrdb. 


606. 补充 说 明 1* 如 将 公式 (10) 中 我 们 选取 正 负 号 的 规则 与 这 一 符号 必须 
与 雅 可 比 式 符号 一 致 的 事实 相 比 较 , 则 得 一 有 趣 的 推论 :如 雅 可 比 式 保持 正 号 , 则 闭 
路 (5) 及 (2) 的 正 向 环行 随 变换 公式 而 彼此 对 应 ; 而 如 雅 可 比 式 为 负 的 , 则 一 个 闭 
路 上 的 正 向 与 另 一 个 闭路 上 的 负 向 相对 应 . 

显然 , 这 对 于 在 区 域 (D) 及 (A) 中 的 任何 一 对 相互 对 应 的 简单 闭路 (L) 及 (A) 
也 是 如 此 . 所 得 结果 容易 用 第 604 目 中 所 举 的 例子 来 验 明 . 

2° 将 中 值 定理 [592(9)] 应 用 到 公式 (11), 得 关系 式 


D = 17(é8,D|: A, (12) 
其 中 (é&, 司 是 区 域 (A) 中 的 某 一 点 , 而 A 是 这 一 区 域 的 面积 . 
将 这 一 公式 来 与 拉 格 朗 日 公式 
f(8) -fo)= FB -a) (a<é < 


相 比 较 . 如 z = f(€) 是 单调 函数 , 则 它 使 区 间 a < & < 6 一 对 一 地 与 区 间 f(a) < 
z 所 了 (B) (或 fA(B) < zx < f(a), 如 f(z) 是 减少 函数 ) 相关 联 . 以 6 及 d 表 这 两 区 间 
的 长 , 则 拉 格 朗 日 公式 就 引导 到 与 等 式 (12) 相 类 似 的 等 式 


d=|7(Ol:6. (13) 
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如 在 公式 (13) 中 将 区 间 (5) “收缩 * 成 点 6 则 结果 得 关系 式 

MGL= am5， 

所 以 导数 的 绝对 值 好 像 是 直线 & 当 将 它 变换 为 直线 > 时 (在 所 给 点 处 ) 的 延伸 系数 
同样 由 公式 (12) 将 区 域 (A) “收缩 " 成 点 6, 得 


(En) =lim ,© 


所 以 雅 可 比 式 的 绝对 值 所 起 的 作用 是 将 £1 平面 变 为 zy 平面 时 (在 所 给 点 处 ) 的 延 
展 系数 . 

这 一 说 明 指 出 了 导数 与 雅 可 比 式 间 的 深刻 的 类 似 处 (参看 第 六 章 ). 

3。 公式 (11) 指出 , 当面 积 A 无 限 减少 时 , 其 对 应 面积 D 也 无 限 减 少 . 由 此 就 
很 容易 证 明 , 在 第 603 目 中 所 研究 的 区 域 变换 具有 下 一 重要 性 质 : 它 将 区 域 (A) 中 
一 面积 为 零 的 曲线 (A) 变换 为 区 域 (DD) 中 某 一 面积 也 为 零 的 曲线 ( 厂 ). 逆 变 换 具 有 
类 似 的 性 质 . 

4 公式 (11) 是 在 区 域 (D) 及 (人 A) 一 对 一 对 应 的 假定 以 及 函数 (1),(2) 与 它们 
的 偏 导 函 数 连续 的 假定 下 导 得 的 . 然而 在 实际 上 往往 会 遇 到 这 些 假定 在 个 别 的 一 些 
点 或 沿 个 别 的 一 些 曲线 上 不 成 立 的 情况 . 

如 这 些 点 及 曲线 在 两 平面 上 可 包含 在 任意 小 面积 的 区 域 (d) 及 (6) 中 , 则 将 它 
们 丢 开 后 , 公式 就 成 为 可 应 用 的 了 : 


D—-d= J(E,n)|détdn. 11* 
J (é,n)|dédn (11*) 
设 雅 可 比 式 在 区 域 (A) 中 有 界 : 
(EM < M, 
则 (11") 中 的 积分 与 (11) 中 的 积分 相差 一 量 
[felaean < Ms. 
(0) 


当 d 及 5 一 0 时 将 (11*) 变 到 极限 , 又 得 公式 (11). 
为 了 清楚 解说 起 见 , 我 们 回 到 第 604 目 中 的 例 1) 及 图 63 中 所 画 的 图 形 . 对 和 矩 
形 (A) = [0, R;0,27] 及 半径 为 已 中 心 在 原点 的 圆 (D), 这 时 具有 形状 


D= // rdrd0 
(A) 


的 公式 (11) 不 能 直接 应 用 . 但 如 除 掉 打 了 和 斜 线 的 部 分 (其 面积 与 p 及 es 同时 趋 近 于 
零 ), 则 这 一 公式 就 可 应 用 到 所 得 区 域 上 ; 再 只 要 变 到 极限 就 行 . 
其 实 我 们 是 在 点 (和 9) 处 将 积分 (11) 对 区 域 微分 [593]. 
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607. 几何 推演 公式 (11) 是 被 我 们 用 虽然 是 简单 的 但 却 是 不 明显 的 推理 导 得 
的 .我们 认为 用 另 一 方法 来 导出 这 一 公式 是 很 有 用 的 , 虽然 这 一 方法 比较 不 简单 也 
不 十 分 严格 , 但 从 几何 方面 看 来 是 十 分 明显 的 . 

重新 考察 由 公式 (1) 给 出 的 和 7 平面 到 zy 平面 的 变换 . 在 & 平面 中 取出 一 个 
无 穷 小 矩形 HI IsIsIH4, 其 边 为 dé 及 dn, 平行 于 上 及 了 轴 (图 68,a)). 这 一 矩形 在 
zy 平面 中 的 图 像 是 曲 四 边 形 Pi PyB 忆 (图 68,6)), 我 们 来 确定 它 的 面积 . 


和 矩形 的 顶点 有 坐标 
I (é€,n), Tl2(é + dé,n), Hs(€ + dé,n + dn), Ia(é,7n + dn); 
在 这 种 情况 下 曲 四 边 形 的 对 应 顶点 有 这 样 的 坐标 : 


P(x(é,), y(é,n)), 

Pa(z(é + dé,n), y(é + dé,)), 

P(r(é€ + dé,n + dm),Yy(E + dé, + dn)), 
Pa(z(€,n + dn),y(é,n + dn)). 


如 限制 在 aé, dn 的 一 阶 的 项 , 则 近似 地 可 以 取 点 : 


0 0 
Pe), (sty+ 民 )， 
Oz 


Or Ovy Oy ) 
BE+ BY+ BK+ and ) 
Or ,y+ a 


On On ) 


PB (z+ 
Pa (z+ 
其 中 z = z(&,),y = y(é,), 且 所 有 导数 总 是 算 作 在 点 (&,n) 处 的 .因为 线段 Pi 记 


及 己 忆 在 两 轴 上 的 射影 两 两 相等 , 故 这 些 线段 平行 且 相 等 , 所 以 (准确 到 高 阶 的 无 
穷 小 ) 四 边 形 忆 已 己 忆 是 平行 四 边 形 . 
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它 的 面积 等 于 三 角形 忆 PP 面积 的 两 倍 . 由 解析 几何 大 家 都 知道 , 顶点 位 于 点 
(z1, 级 ), (za ga), (zs,%) 处 的 三 角形 其 面积 的 两 倍 等 于 行列 式 


7Z2 一 YY1 73 一 了 2 
2 一 0 一 2 


的 绝对 值 . 将 这 一 公式 应 用 到 我 们 的 问题 上 来 , 得 所 求 面积 (又 是 准确 到 高 阶 的 无 穷 
小 ) 等 于 行列 式 


Dr Dr 
—dt —d 
Gee 到 _ Dry) geqn 
Oy dé Oy DI(é,m) 
de Bn 
的 绝对 值 . 

这 样 ， 

口 二 D(z,y | 
面积 PBPBP Dle.n) détdn. 


将 & 平面 上 的 图 形 (A) 用 平行 于 坐标 轴 的 直线 分 为 许多 无 穷 小 矩形 (将 在 边 
界 处 的 “不 规则 ”元 素 块 忽略 掉 ), 同时 我 们 将 zy 平面 上 的 图 形 (D) 分 为 前 所 考察 
形状 的 曲 四 边 形 .将 所 得 的 它们 面积 的 表示 式 相 加 , 又 可 得 公式 (11). 

因此 , 所 引用 的 推理 着 重 指出 了 重要 的 几何 思想 :公式 (11) 的 实质 是 : 要 确定 图 
形 (DD) 的 面积 , 不 将 它 分 为 许多 撼 形 , 而 用 坐标 线 网 将 它 分 为 许多 曲 边 的 元 素 块 . 

在 一 些 简单 情形 下 , 这 一 思想 差不多 不 用 计算 就 可 寻求 得 曲线 坐标 下 “面积 元 
素 ” 的 表示 式 . 

例如 , 在 变 到 极 坐标 情形 时 就 可 这 样 来 推理 . 在 6 平面 中 边 为 dr, db 的 元 素 矩 
形 在 zy 平面 上 就 与 一 图 形 相对 应 , 这 一 图 形 是 由 半径 为 r,r + dr 的 两 圆 弧 及 由 原 
点 出 发 与 z 轴 交 于 角 9,9 + dg 的 二 射线 所 围 成 的 (图 69). 将 这 一 图 形 近 似 地 当 作 
边 为 dr 及 rdb 的 算 形 , 立刻 可 得 所 求 面积 元 素 的 表示 式 rdrdb. 


608. 例 1) 计算 由 下 列 曲线 所 围 成 各 图 形 的 面积 : 

(a) (2 十 妨 )? = 2a2(z” 一 的)( 双 纽 线 )， 

(6) (z2 + 2) = 2az3， 

(B) (x? 十 22)3 一 a2(z4 十 ye). 

解 ”在 所 有 情形 下 二 项 式 zz + 妨 的 出 现 促使 我 们 想到 变 成 极 坐标 , 令 


2 一 rcos0，2 一 7rsinb 


p= / | » rdrdg (14) 


来 计算 所 求 面积 . 
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1 
1 
1 
1 


< 人、 


(a) 双 纽 线 的 形状 为 我 们 所 熟知 (图 70). 曲线 对 坐标 轴 对 称 (这 从 曲线 方程 中 也 容易 观察 得 
到 , 因为 当 将 z 改作 一 z 或 y 改作 -9 时 它 的 样子 不 变 ). 所 以 只 要 确定 图 形 的 包含 在 第 一 象限 
内 部 分 (D) 的 面积 再 将 它 四 倍 就 行 了 . 

双 纽 线 的 极 坐 标 方程 为 


r? = 2a2 cos 20, 


且 (如 限制 在 第 一 象限 ) 由 于 cos 29 必须 是 正 的 缘故 , 9 只 能 从 0 变 到 了 因此 , r6 平面 上 对 应 
于 (D) 的 区 域 (A) 是 由 曲线 
7 一 QV2cos20 


( 双 纽 线 的 像 ) .> 轴 的 一 段 (对 应 于 z 轴 的 一 段 ) 及 6 轴 自 9 二 0 到 9= 了 的 一 段 (仅仅 在 原点 
点 这 里 一 对 一 对 应 破坏 了 @) 所 围 成 的 . 


我 们 有 
插 QV2 cos 20 插 a2 
b=/ | rer=o cos 204d0 = 二 ， 
0 0 0 2 


所 以 整个 所 求 面积 为 2a2. 

(6) 最 好 事先 对 于 曲线 的 形状 有 一 大 致 的 认识 . 曲线 对 x 轴 是 对 称 的 (将 y 换 作 --y 时 方程 
不 变 ), 位 于 y 辅 的 右边 (z 不 可 能 是 负 的 ); 当 x =0 及 xz = 2a 时 它 与 x 轴 相 交 . 此 外 , 曲线 是 
有 界 的 : 由 方程 本 身 显然 


2Z4 < 2a7’, 
所 以 


Tr < 2a, 


又 因为 内 < 2az3, 故 亦 |y| < 2a. 曲线 的 草图 画 在 图 71 中 . 
曲线 的 极 坐 标 方程 为 : + = 2acos3 9, 其 中 日 自 一 了 变 到 本. 由 对 称 性 , 可 以 写 出 


吾 2a cos3 .0 各 5 
D= 2/ a rdr = ‘o / cos6 0d0 = 二 Ta2. 
0 0 0 8 


关于 这 一 结论 , 参看 第 606 目 中 的 说 明 4°. 


(B) 曲线 对 两 轴 皆 对 称 . 虽然 原点 x = y = 0 形式 上 “属于 ”这 曲线 , 因为 它 满足 方程 , 但 这 
一 点 是 一 孤立 点 ; 事实 上 , 当 x > > 0 时 由 曲线 方程 易 得 


(2z2)2 > 2a?z4, 于 是 x > 3 
所 以 在 原点 附近 没有 曲线 的 点 .中 对 原点 我 们 不 予 考虑 . 易 见 , 曲线 是 有 界 的 : 当 z > y 时 , 显然 ， 
z6 < 2az4 72 < 2a2, 等 等 . 曲线 的 大 致 形状 画 在 图 72 中 . 


(2+y7) =a ttyA) 


y (C+) 2ar 


图 71 图 72 
曲线 的 极 坐标 方程 为 : r? = a2(cos46 + sin40). 注意 对 称 性 , 我 们 有 
可 aWcos4 6 二 sin4 0 要 
D=4 [ dg / rdr = 2a? / (cos* 0 + sin* 0)d0 
0 0 0 
各 
一 4a? / sin4 9d0 = 37a2. 
0 4 


2) 求证 : 直接 从 公式 (14) 可 引导 得 在 极 坐标 下 计算 扇形 面积 的 熟知 公式 [338]: 


其 中 ” 看 作曲 线 极 坐标 方程 中 所 给 的 6 的 函数 . 
1) 中 所 有 问题 都 可 直接 由 这 一 公式 来 解决 . 
3) 求 由 下 列 曲线 所 围 图 形 的 面积 : 


2 TY Z2 2 2 2 
四 《 吕 + 获 ) = 登 加 (各 + 条 ) = 


a 

2 2\2 2 2 2\2 2 
TY) VV 一人 了 
(3) (到 十 把) ec2) (7) ( + b ) c3 


这 里, 当然 , 用 第 236 目的 判定 法 也 可 以 证 明 . 
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2 2 
解 ” 当 曲线 方程 中 有 二 项 式 二 十 时 , 建议 引用 “广义 的 ” 极 坐 标 , 与 笛 卡 儿 坐标 以 公式 
T=arcos0, y= brsing 


相关 联 . 这 一 变换 的 几何 意义 是 将 平面 向 两 坐标 方向 压缩 , 然后 青 经 极 坐 标 变换 . 
变换 的 雅 可 比 式 等 于 abr. 
(a) 曲线 有 界 , 对 原点 对 称 (因为 当 同 时 用 -zx 代 xz 和 -y 代 y, 方程 样子 不 变 ); 两 对 称 阐 一 
个 在 第 一 象限 内 , 另 一 个 在 第 三 象限 内 (zy > 0); 原点 是 它 与 坐标 轴 相 交 的 唯一 点 . 
在 r6 平面 中 我 们 曲线 的 像 的 方程 为 


ab 
r2 一 过 sin gcos 0.@ 
C 


考虑 到 对 称 性 , 我 们 有 


各 VY 里 singcose 212 吾 212 
p=2/ wf abrdr = 2 b / sin gcosgdb = 2 
0 0 C 2c 


0 


(6) 曲线 有 界 , 对 坐标 轴 对 称 ; 原点 是 它 的 仅 有 的 孤立 点 . 我 们 有 


秋 Va2cos20+b2 sin20 于 
D=4ab / dg [ rdr = 2ab / (a? cos2 0 + b?sin? 9)a0 
0 0 0 


一 Tab(o? +b). 


() 曲线 有 界 ,对 坐标 轴 对 称 ; 原点 是 它 与 y 轴 叭 一 的 交点 , 但 它 与 > 轴 还 交 于 点 2 一 二， 
对 于 在 y 轴 右 面 的 一 圈 , 我 们 有 r = 并 cosb， 一 了 <0< 所 以 


于 cos0 3 到 3 
D=42/ | rdr = 2 | coszgdg 一 工 .2 
0 0 © Jo 2 


(r) 曲线 有 界 , 对 y 轴 对 称 , 在 > 轴 的 上 面 . 原点 是 与 坐标 轴 唯 一 的 交点 , 所 以 曲线 是 由 第 一 
及 第 二 象限 中 的 两 个 圈 组 成 的 . 


在 新 坐标 下 曲线 方程 为 ; ， 
y 一 2 cos20sin 0. 
C 
573 
答 DD 二 Tb 
™ 32 


. 
4) 求 下 列 昌 线 留 的 面积 : 
(a) (zs +) = az2yg， (6) (r+y) = azy， (a) (s+) = az272. 


解 、 如 只 考察 曲线 含 在 第 一 象限 内 的 部 分 ( 故 > > 0,y > 0), 则 它们 都 是 有 界 的 , 这 可 以 与 
1)(6) 类 似 地 证 明 . 曲线 均 通过 原点 , 与 坐标 轴 无 其 它 交点 . 由 此 可 见 , 这 些 部 分 就 是 问题 中 所 谈 
到 的 图 . 

@ 当 应 用 这 些 坐 标 时 , 我 们 遇 到 了 与 极 坐标 情形 时 一 样 的 情形 , 对 应 的 一 对 一 性 不 成 立 ， 参 看 
606,4°. 
容易 观察 到 , 曲线 是 一 个 好 像 压 扁 了 的 双 纽 线 . 
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在 以 前 各 例 中 , 将 曲线 在 笛 卡 儿 坐 标 下 的 复杂 方程 转化 为 曲线 坐标 下 的 简单 方程 , 实质 上 是 
由 于 利用 了 恒等式 cos29 + sin?9 = 1. 二 项 式 x 十 y 同样 也 暗示 了 要 利用 这 一 恒等式 的 思想 : 令 
仪 对 z>0 及 2y>00 


2 一 rcos20，y 一 rsin20. 
变换 的 雅 可 比 式 为 : 


2 ， 
0 一 2 gcosD 
~ 2r sinO cos .0 


sin20 2rsingcosb 


(a) 在 新 坐标 下 圈 的 方程 为 


4 . 
r = acos’ 0sin? 0. 


下 acos4gsin28 互 2 

2 ， 2 2 90 ,5 & 
p=2/ sinocos0de | rdr=@a / cos 0sin 40 = 一 一 . 
0 0 0 210 


内 此 


Q2 


Q2 
(6)D = 站) d 一 1360 
5) 现存 说 明 选 取 曲 线 坐 标 系 的 另 一 方法 , 这 在 确定 曲 四 边 形 面积 时 常常 是 有 用 的 . 如 组 成 这 
一 四 边 形 对 边 的 两 对 曲线 , 每 一 对 皆 属 于 充满 在 平面 中 ( 且 依 赖 于 一 个 参数 ) 的 一 曲线 族 , 则 自然 
地 这 两 族 就 取 为 坐标 线 的 网 . 它们 的 参数 通常 也 在 所 给 情况 下 给 出 很 方便 的 曲线 坐标 系 . 
举 一 例 来 说 明 这 一 方法 . 设 要 去 求 出 由 抛物 线 


所 赎 成 图 形 的 面积 , 其 中 0<p<9q 及 0<a<b( 图 73). 
这 里 很 方便 的 是 考察 两 抛物 线 族 : 


y=ér (SEES9 RI = (ogngdbd), 


每 一 族 都 填 满 了 我 们 的 图 形 , 且 由 它们 就 组 成 了 坐标 线 
的 网 . 这 就 相当 于 , 把 它们 的 参数 及 7 取 作曲 线 坐标 . 
这 全 部 由 第 604 目 , 4) 我 们 已 经 都 知道 ; 由 所 写 出 的 方 
程 我 们 有 : z = 3/E77 及 y= /E27, 所 以 雅 可 比 式 


由 此 立 得 
D= 3( —p)(b — a). 
6) 用 同样 的 方法 确定 由 下 列 各 曲线 所 围 成 四 边 形 的 7 


(a) 双 曲 线 zy = p,zxy = 9 及 直线 y = ax,y = bx; 
中 这 里 , 606,4° 中 所 述 又 获得 了 应 用 . 
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(6) 双 曲 线 zy = p,zy = g 及 抛物 线 y? = ax, y= bz; 
(8) 抛物 线 x? = py, x? = gy 及 直线 y = azx,y = bz; 
(r) 直线 zx 十 y= 二 p,X 十 y= 二 9 及 y= ax,y = bx. 

在 所 有 情形 下 都 假定 0<p<g 及 0<a< 48.95) 

(a) 解 ” 坐 标 线 网 为 : 


y=é (pSESqg), y= (agn gDb). 


于 是 
= -5 

及 
_t  _1i/é 
2VEn 2V%T 1 

“一 | 1 1/E | 27 
VE BE 
最 后 ， 


1 1 an 1 b 
p=-3/ «|/ 7 3p) ng. 


(6) 提 示 邻 oy= 台 六 一 0(p << qa < < 且 ); 雅 可 比 式 J 一 二， 
1 b 

答 D=3(9 -Pp)no. 

(8) 答 万 = 了 人 -Pp)( 0) 


_ 1(5—a)(e’ —p’) 
0) 管 P=5 TOGT5 
7) 求 星 形 线 xz 对 十 y3 二 a3 的 面积 . 
解 ” 星 形 线 的 参数 方程 为 : 


2 一 acos3t y=asint (0<te 2n). 
如 这 里 以 > 换 a(0 < r < a), 则 得 一 相似 星 形 线 族 充 满 了 我 们 的 图 形 : 
了 一 cos3t 4 一 rsin3 


当 t 固定 时 , 显然 , 这 些 方程 给 出 自 原点 出 发 的 一 些 射线 段 . 利用 这 些 公式 当 作 变换 公式 ,显然 ， 
这 里 实质 上 是 用 的 与 前 二 题 同样 的 思想 . 雅 可 比 式 
J = 3r sin? t cos? t. 
最 后 ， 
D = 607 广 sin2 tcos2 tdt = So2 
0 
8) 考察 由 公式 
和 一 tv y= Vu (v2 0,v>0) 


2 
95) 假 设 z 与 y 也 是 正 的 . 
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确定 的 变换 . 显然 , 全 有 z > y > 0, 故 点 (x,y) 总 在 > 轴 的 正 向 与 第 一 象限 的 平分 线 y = z 间 所 
夹 的 角 域 内 . 反 过 来 , 在 这 角 内 的 每 一 点 (x,y) 一 般 与 两 对 非 负 值 u,v 相对 应 , 它们 为 二 次 方程 


2 一 2zz 十 内 =0 


的 根 . 如 永远 限制 在 4 > v, 即 点 (4w,v) 也 取 在 vv 平面 上 同样 角 域 内 , 则 可 得 到 对 应 的 一 对 一 性 ; 
因此 
w=T+ Vr v=7r—- Vr oy. 


容易 计算 出 变换 的 雅 可 比 式 : 
1 亿 人 
-ii(V3 -VD 
这 里 坐标 线 有 奇怪 的 特性 . 当 wv = 常数 时 得 : 
只 =vw(2z — uu) =2u(z— 3), 
同样 当 v = 常数 时 有 
y= v(272 一 =2v (z— 72). 


2 
因此 , 在 两 种 情况 下 我 们 得 同一 (0) 抛物 线 族 
咏 一 2p (z 3) y 

其 轴 与 z 轴 相 重合 , 而 准 线 与 y 轴 相 重合 . 每 一 这 样 
的 抛物 线 与 直线 y = zx 在 点 (p,p) 处 相 切 . 5 

这 种 似是而非 的 说 法 可 简单 解答 如 下 : 当 w=p 
且 w 自 0 变 到 p 时 , 这 一 抛物 线 自 它 的 顶点 到 所 述 切 图 74 
点 的 一 部 分 描画 出 来 了 , 而 当 v = p 且 ww 自 p 变 到 +oo 时 , 抛物 线 延伸 到 无 穷 远 的 其 余部 分 描 
画 出 来 了 (图 74). 

如 在 zy 平面 上 取 一 由 z 轴 及 二 抛物 线 


y=2p(r-$), y=2(z-2) (0<p<g 


所 围 成 的 图 形 (DD1), 则 在 wv 平面 上 它 将 与 矩形 (Al) = [p,q;0,p] 相对 应 , 且 直 线段 =p 及 
三 2 将 与 第 一 个 抛物 线 上 在 切 点 处 相 接 的 两 统 相 对 应 . 同样 (在 zy 平面 上 ), 由 三 个 抛物 线 , 即 
除 所 述 两 个 外 还 有 一 抛物 线 


y=27 (2— 5) (7 > 9)， 
所 围 成 的 图 形 (D2) 将 与 uv 平面 上 的 矩形 (A2) = [g, ri p,q] 相对 应 , 又 直线 段 = 9 及 v = 
与 同一 抛物 线 的 两 纺 相 对 应 . 
用 所 述 变 换 , 例如 , 现在 就 很 容易 来 求 图 形 (D2) 的 面积 . 我 们 有 


1 5 广 也 人 
Dp.=3/ / (VE VE) duav 
= VD(VT ~ VE) — (Vi ~ VO(VE - Vp) 
=3(V3— VD(VF — VDF — VD(VB + Vat Vn). 
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同样 可 以 试 求 Di, 但 在 这 一 情形 下 我 们 就 遇 到 了 广义 的 二 重 积分 , 这 时 积分 号 下 的 函数 滑 Y 
轴 的 一 线段 变 成 co. 以 后 将 要 谈 到 这 种 类 似 的 积分 [参看 617,8)]. 
9) 要 变换 (1) 能 使 彼此 互 变 的 二 图 形 (A) 及 (DD) 的 面积 永远 相等 , 显然 , 条 件 


Ee _ 
D(é,n) 


是 必要 生 充 分 的 . 

我 们 的 任务 是 :寻求 能 保持 面积 不 变 的 平面 变换 的 一 般 形 状 . 

此 时 我 们 可 以 在 前 面 的 条 件 中 去 掉 绝 对 值 符号 而 将 它 写 成 
D(z,y) 
D(é,n) 
的 形状 , 因为 在 必要 时 将 和 及 7 的 地 位 交换 一 下 , 总 可 把 结果 化 为 这 种 样子 . 

此 外 , 为 简单 起 见 我 们 将 假定 , 在 雅 可 比 式 中 出 现 的 四 个 偏 导数 之 一 , 例如 ， 她 在 整个 所 蕊 
察 的 区 域 中 异 于 零 . 则 可 将 方程 (1) 的 第 二 个 对 7 解 出 来 , 并 将 所 得 式 子 代 入 (1) 的 第 一 个 方程 
中 后 , 可 将 所 考察 的 变换 表 如 下 形 : 


=1 (15) 


= f(é,9), } (10) 
z= 72(é,f(é,Y)) = g9(é,). 
我 们 将 从 事 于 求 出 函数 f 及 9 的 特征 . 即 , 我 们 将 证 明 , 条 件 (15) 相当 于 
让 = 2 (17) 
首先 , 由 隐 函 数 的 微分 法 则 , 得 
0f 1] 型 + 到 对 -0 (18) 


On0y ”有 01 对 


再 ,将 9 当 作 复合 二 数 , 微分 得 09 
Og _9z 7 
BE Of Onoe 

由 此 并 从 (18) 的 第 二 个 等 式 消去 于 


Oy0g_ droy ozpy __ D(z,Y) 
onde Ot0n Onoé D(é,n) 
最 后 , 两 端 减 去 (18) 的 第 一 等 式 , 得 恒等式 
Oy (及 _ a ) _ D(z,Y) 
D6 Oy D(é,n) ， 


这 就 证 明了 我 们 的 断言 
由 第 560 目的 定理 2, 现在 可 以 看 见 , 函数 f 及 9 能 使 变换 (16) 保持 面积 不 变 者 其 一 般 形 
状 可 由 公式 


f(é,Y) = OU(é, y) 2 y) 


pt g(é,9) = 
给 出 来 , 其 中 UV 是 任意 函数 . 
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609. 二 重 积分 中 的 变量 变换 考察 一 二 重 积 


1 f(z,Yy)drdy, (19) 


其 中 (D) 是 由 一 个 分 段 光滑 的 闭路 (5S) 所 围 成 的 , 而 函数 f(x,y) 在 这 一 区 域 上 连 
续 或 至 多 沿 有 限 个 分 段 光 滑 的 曲线 上 不 连续 (这 时 要 保持 有 界 ). 

现在 假定 , 区 域 (D) 用 公式 (1): 

z= 2(€,n), Y= y(é,n) 

与 &n 平面 上 某 一 区 域 (A) 相关 联 , 保持 在 第 605 目 中 我 们 推演 用 曲线 坐标 表示 图 
形 (D) 的 面积 的 公式 (11) 时 所 有 的 条 件 . @ 我 们 的 目的 是 : 在 积分 (19) 中 更 换 变 
量 , 使 它 表 作 展 布 在 区 域 (A) 上 的 积分 的 形状 . 

为 此 我 们 就 用 某 一 个 分 段 光滑 的 曲线 网 将 区 域 (A) 分 为 许多 部 分 (Ai)(i = 
1,2,… ,n), 则 区 域 (D) 被 对 应 的 ( 也 是 分 段 光滑 的 ) 曲线 分 为 许多 部 分 (Di)( 图 
75, a), 6)). 在 每 一 部 分 (Di 中 任 取 一 点 (zi, yi), 最 后 , 作 关 于 积分 (19) 的 积分 和 : 


o = 》 f(ri,%)D:;, 
i=1 


它 当 区 域 (Di) 的 最 大 直径 趋 近 于 零 时 以 这 一 积分 为 其 极限 . 


} n 


图 75 
将 第 606 目 中 的 公式 (12) 应 用 到 每 一 部 分 (D;) 上 , 我 们 将 有 
Di=|7(E, mT) A (i=1,2,.,n), 
其 中 ( 妈 ,n*) 是 区 域 (Ai) 的 某 一 定点 . 在 和 o 中 将 每 一 Di 用 这 式 子 来 代替 , 得 
0 = 2 fri yO) nA 


@ 央 此 , 我 们 同样 假定 二 阶 混合 偏 导数 了 及 2 存在 且 连 续 . 参看 第 605 目的 脚注 . 
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点 ( 共 , 伐 ) 须 由 中 值 定理 得 来 , 不 能 任意 选取 , 而 点 (zi, yi) 却 是 在 区 域 (D;) 中 
完全 任意 地 取出 来 的 , 利用 这 一 任意 性 , 我 们 可 令 


Ti= 2 Yi= ye, Wm), 


亦 即 , 取 区 域 (D;) 中 与 区 域 (A;) 中 的 点 (ex, 坟 ) 相对 应 者 作为 点 (zi,y). 因此 和 
有 下 形 
o= >- f(z(E, 0), YE NTE , mAs; 


在 这 一 形状 之 下 它 显然 是 积分 
/ | fe), (EE ladn (20) 


的 积分 和 . 这 一 积分 的 存在 可 由 下 面 推 得 : 积分 号 下 的 函数 或 者 是 连续 的 , 或 者 ( 同 
时 保持 有 界 性 ) 仅 沿 有 限 个 分 段 光 滑 的 曲线 不 连续 , 这 些 曲线 是 函数 f(z,y) 的 不 连 
续 处 所 成 的 曲线 在 én 平面 上 的 图 像 . 

如 现在 命 所 有 区 域 (Ai) 的 直径 趋 近 于 零 , 则 由 函数 (1) 的 连续 性 , 所 有 区 域 
(Di) 的 直径 也 同样 将 趋 近 于 零 . 因此 , 和 c 必须 既 趋 近 于 积分 (19) 又 趋 近 于 积分 
(20), 因为 它 同时 是 这 两 积分 的 积分 和 . 因此 ， 


/ / f(xy)drdy = / | f(z(€,n), y(E MM) T(E aedn. (21) 
{D) (A) 


这 一 公式 就 解决 了 所 提出 的 问题 一 一 二 重 积 分 中 变量 变换 的 问题 . 公式 (11) 显 
然 是 它 当 f(z,y) = 1 时 的 特殊 情形 . 

这 样 ,为 了 要 实行 二 重 积分 (19) 中 变量 的 变换 , 不 仅 应 当 在 函数 f 中 将 Zz 及 y 
换 为 它们 的 表示 式 (1), 而 且 应 该 将 面积 元 素 dzdy 换 作 它 在 曲线 坐标 下 的 表示 式 . 

用 与 第 606 目 , 4° 中 所 引用 的 同样 的 讨论 , 这 里 也 容易 证 明 , 在 许多 情况 下 , 当 
加 在 变换 (1) 上 的 条 件 在 一 些 个 别 的 点 或 沿 一 些 个 别 的 曲线 被 破坏 时 , 公式 (21) 依 
然 成 立 . 


610. 与 单 积分 的 相似 处 , 在 定向 区 域 上 的 积分 二 重 积分 中 变量 变换 的 公式 
非常 类 似 于 通常 定 积分 中 变量 变换 的 公式 : 


b B 
| sa = | tal) (ea. (22) 


但 在 公式 (22) 中 没有 绝对 值 符号 , 这 多 少 破坏 了 类 似 性 . 这 一 差异 将 简单 地 加 
以 解释 . 通常 定 积分 是 沿 定 向 区 间 而 取 的 [303]: 与 a 可 以 小 于 或 大 于 6 一 样 ,a 也 
可 小 于 或 大 于 6b. 而 到 现在 为 止 我 们 所 考察 的 二 重 积分 仅仅 是 取 在 非 定 向 区 域 上 的 . 
不 过 , 在 二 重 积分 的 情形 下 , 我 们 也 可 转 而 讨论 定向 区 域 . 定向 区 域 的 产生 是 由 
于 给 它 的 边界 以 一 确定 的 环行 方向 一 一 正 的 或 负 的 [548]; 同时 对 在 区 域内 的 所 有 简 
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单 闭 曲线 附加 了 这 样 的 方向 . 如 果 取 的 是 正 的 环行 方向 , 则 就 说 区 域 被 正 的 定向 了 ， 
在 相反 情形 下 , 就 说 它 被 负 的 定向 了 . 

如 区 域 正 的 定向 , 很 自然 的 , 对 定向 区 域 (D) 同意 取 它 的 带 正 号 的 通常 面积 作 
为 它 的 面积 ; 在 相反 的 情形 下 如 区 域 负 的 定向 , 就 取 带 负 号 的 . 当 区 域 (D) 分 为 许多 
部 分 (Di) 时 , 如 前 所 述 , 这 些 部 分 就 按照 整个 区 域 的 定向 来 定向 ; 对 应 地 它们 的 面 
积 也 冠 以 符号 . 


现在 , 对 定向 区 域 (D) 可 按 第 588 目的 样子 建立 二 重 积分 
ff f(aray 
(D) 
的 概念 ; 并 且 如 区 域 有 正 的 定向 时 , 这 一 积分 就 与 以 前 所 确定 的 相 一 致 , 在 负 定 向 的 
情况 下 就 与 它 相 差 一 符号 . 
这 一 二 重 积分 的 新 观点 首先 可 使 第 605 目 中 在 曲线 坐标 下 表示 面积 的 公式 (11) 
对 雅 可 比 式 不 用 绝对 值 符号 改写 如 下 : 


p= /3 BES atan= ff J(é, dedn, 


只 要 区 域 (D) 及 (A) 和 606,1° 的 说 明 推 得 . 
在 同样 的 规定 下 第 606 目 中 公式 (12) 也 可 不 用 绝对 值 符号 写 出 来 : 


而 在 这 种 形式 下 它 就 是 拉 格 朗 日 公式 的 一 自然 推广 . 
最 后 , 一 般 公 式 (21) 对 按 规定 定向 的 区 域 (D) 及 (A) 现在 可 重 写 为 下 形 : 


1/ f(x, Y)dray = /, f(x(é,7),y(E,n)) TE, Maédn. 


因此 , 要 使 单 积分 与 二 重 积 分 的 类 似 处 变 得 完全 , 只 要 将 它们 加 以 一 致 的 规定 ! 

不 过 , 在 以 后 的 叙述 中 我 们 恒 回 到 普通 的 观点 ， 只 考察 展 布 在 非 定 向 区 域 上 的 
二 重 积分 . 

611. 例 ”因为 在 二 重 积分 中 变量 的 变换 常常 是 以 简化 积分 区 域 为 目的 , 所 以 在 第 608 目 
中 关于 这 所 作 的 全 部 说 明 这 里 又 得 到 了 应 用 . 与 此 同时 , 简化 积分 号 下 的 式 子 也 是 变换 的 一 自然 
目的 . 

1) 如 区 域 是 一 圆 (中 心 在 原点 ) 或 一 扇形 , 则 变 成 极 坐 标 较为 便利 ， 作 为 例子 , 重新 来 解 第 
597 目的 问题 :1);17) (a);18) (6). 


对 第 二 题 我 们 有 
27 RB 
V= // zydzrdy = [ [ r3 cos0 sin gdrdb 
(D) 0 0 


27 R R4 
=/ sin 0 cos 0d0 . [ rsdr = 一 -. 
0 0 8 
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如 同时 积分 号 下 式 子 含 和 22 十 2 时 , 则 更 有 理由 希望 应 用 极 坐标 来 化 简 . 
2) 求 一 球 (半径 为 R) 被 一 直 圆柱 (半径 > < R) 所 割 下 部 分 的 体积 , 圆柱 的 轴 通 过 球 心 . 


解 ” 取 球 心 为 坐标 原点 , 圆柱 轴 为 z 轴 , 我 们 将 有 


27 人 
V=2 // VE- mdody=2 人 | VE pdpd 
0 Jo 


zr24+y2<r2 
47 


3) 求 旋转 抛物 面 az = Z2 十 V2 与 平面 z = a 所 围 立体 的 体积 . 


等 ~ To 


[三 ] 


5 
4) 求 半径 为 RR 中 心 角 为 2a 的 扇形 的 重心 位 置 . 
解 ” 取 中 心 角 的 平分 线 为 极 轴 (也 即 z 轴 ) 后 , 我 们 将 有 


oa RB 2 
My = / [ r2 cosbdragb = 3R sin &. 
一 cv0 


如 将 这 一 式 子 除 以 扇形 面积 P = R?a, 则 求 得 重心 的 横 坐 标 为 : 


因为 由 对 称 性 , 重心 在 平分 线 上 , 故 它 的 位 置 确 定 了 . 
5) 求 一 圆 (半径 为 R) 的 质量 , 在 每 一 点 处 它 的 密度 等 于 自 圆 的 边界 到 这 点 的 距离 . 


答 m== sR 
我 们 还 举 一 些 利用 极 坐 标 较 便 利 的 例子 . 
6) 求 “ 维 维 亚 尼 立体 ”[597,20)] 的 体积 . 


解 ” 我 们 已 经 有 过 
v=4// VR? ~— zx?2 — ydzrdy, 
(P) 
其 中 (P) 是 zy 平面 中 第 一 象限 内 以 球 半 径 R 为 直径 所 作 的 半圆 (图 48). 在 积分 号 下 的 函数 中 


出 现 有 式 子 xz? 十 42 就 暗示 引用 极 坐标 . 
(P) 的 边界 即 半圆 周 其 极 坐标 方程 为 7 = RRcos 9,9 自 0 变 到 元 因此 ， 


每 Reos9 于 
v=4/ af VE- $e (1 — sin? 0)d0 
0 0 0 
4 3/{T7T 2 
=32 (3 3)- 
可 以 看 见 , 这 里 的 计算 确 乎 特别 简化 了 . 呈 


7) 试 求 双 纽 线 
(z+) = 2 (7 — y) 


一 瓣 的 (a) 重心 的 位 置 与 (6) 极 惯 矩 . 
DO 下 面 的 可 能 性 并 没有 除 掉 : 简化 积分 号 下 的 式 子 会 使 积分 的 区 域 变 复杂 , 以 臻 最 后 考虑 起 来 


变 到 极 坐 标 并 不 便利 . 
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解 (a) 曲线 的 极 坐标 方程 为 : 
r2 一 2a2 cos 20 (- < 7) . 
因此 我 们 有 
车 paVacosdd 
M, -/ [ r2 cos gdrdb = 2 / cosg . cos$ 2040 
一 全 “0 一 入 


到 
= / (1 — 2sin? 0)3# cos 9q0. 
JJ 0 


再 令 V2sinb = sinw: 


和 
Ady = 和/ cos’ wdw = 了 os 
0 


因为 一 准 的 面积 P = a?[339, 12)] 故 & = 至 ， 因而 就 确定 了 重心 的 位 置 . 


(6) 我 们 有 
了 aVv2cos 20 nAa4 
Lo =/ [ r3drd0 = —. 
_z ja 4 
4 


8) 求 心脏 线 了 二 a(1 十 cos9)( 所 围 面积 ) 对 于 极 的 极 惯 矩 . 
[二] To 一 一 Ta4. 


1 
9) 确定 “ 维 维 亚 尼 立体 ”重心 的 位 置 [参看 6)]. 
解 ” 由 对 称 性 可 见 , 重心 在 zx 轴 上 , 算出 它 的 静 矩 : 


Myz = 和 zzdzrdy = 4// ZV/R? 7? — ydrdy 
(P) (P) 
要 尽 cos6 
一 4 [ cos 0d0 V Ra2 一 r2 .7r2dr. 
0 0 


里 面 的 积 
Reost 7 R4 r r=Rceos0 
/ VR?2—r?2.r?dr= gr -RVR -7r?+ arcsin 
0 7 一 0 
R4 2 ; nt 
= 地 [cos 0(2 cos 0 一 1l)sing 十 pi g| ， 
所 以 
R4 4 2 。 nt 
xc 全 人/ | (2 cos 0 一 cos 9)sing+ (2 —0) cos0| ad0 
4 要 2 
一 二 上 cos5.0 十 3 cos’0 十 (3 一 9) sin 0 一 cosg| ， 一 15R- 
于 是 , 最 后 ， NM 12 
一 2 
了 二 7 人 
10) 求 由 椭圆 柱 面 
2 7 
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平面 z = 0 及 下 列 曲面 之 一 所 围 立 体 的 体积 : 
(a) 平面 z= THY +2 > 0), 
(6) 椭 加 抛物 面 二 于 二 大 浆 十 频 (c > 0). 
(B) 双 曲 抛物 面 cz cz = zxy(c > 0)， 
解 ” 问 题 可 变 成 计算 展 布 在 zy 平面 中 椭圆 上 的 积分 , 与 此 相关 , 令 


T=arcos0, y= brsing 


变 到 广义 极 坐 标 较为 合适 ; 此 时 变换 的 雅 可 比 式 J = abr. 
例如 , 对 情形 (6) 我 们 将 得 


v=$/ |, (s ) a = 2abc 三 [( (2 Lak Dsin’ 9 4) rsdrdg 
(D) 9 


a2 bb 
一 Bb (性 + > : 


同样 对 其 它 情形 可 求 得 
(a) Y 一 Tabj，(B) Y 一 9 
11) 斌 求 椭 球体 
2 2 2 
mirmtas! 
的 体积 . 
提示 “引用 广义 极 坐标 . 
答 和 rapc. 
12) 计算 积分 
了 一 // zydzrdy, 
(D) 
它 展 布 在 曲线 


第 一 象限 内 的 图 上 [参看 608,3)(r)]. 
提示 同 11). 

必 1 al0p6 

[=] 840 ci . 

13) 计算 积分 : 


a) = / |, VVE + Vydzrdy, (6) I2 = / |, z"y"dzrdy 


(n 为 自然 数 ), 其 中 (A) 是 由 坐标 轴 及 抛物 线 Vz 十 Vy = 1 所 范围 的 区 域 . 
@ 在 情形 (s) 下 , 立体 由 四 个 对 称 部 分 组 成 , 其 中 两 个 位 于 zy 平面 的 上 面 , 两 个 在 下 面 . 


[611] 84. 二 重 积分 中 的 变量 变换 * 169. 


解 ” 曲 线 的 参数 方程 为 : > = costt,y = sin4t (0 < t< 所)， 很 自然 的 , 考察 一 (对 原点 ) 
位 似 的 抛物 线 族 : z = pcosst,y = psinst(0 < p < 站、 引进 p 及 t 作为 新 变数 , 我 们 将 有 
J 二 4p cos? tsin?t, 所 以 


要 pl 
2 
n=/ / VP 4p cos’ tsin’ tdpdt = 2 
o Jo 15 


下 pl 
2 
IL2=4 / / DO2n+1cos4n2+3tsin4n+3tdodt 
o Jo 


__2 和 4mn 十 3 ,4n+3 2 [(4n 十 2) 世 ? 
= 7 COS tsin tdt = 1 (Bn To 


最 后 一 表示 式 可 变 作 下 形 


(2n + 1)! 
(n+ 1)(2n+2)(2n+3)..(4n+3) 


特别 , 当 n = 1 时 由 此 可 得 第 597 目 问 题 3) 的 解答 . 


14) 计算 积分 , 
«VED em 


其 中 (B) 是 由 坐标 轴 及 抛物 线 
T 2 
VS-， 
所 范围 的 区 域 . 


提示 令 z=apcos4tg 一 bpsinst(0 和 po 和 10<st< 3)- 


2 :,， 
z=// singy gy 
(Dp) YY 


其 中 (D) 是 由 四 个 抛物 线 2? = ay, 72? = by, 玉 = 二 px, 二 gz(0 <a<b,0<p<g) 所 范围 的 
区 域 . 
解 引用 在 604,4) 中 所 述 的 变量 变换 [参看 608,5)], 变换 积分 成 


b rg 
r=/ / nsin éndédn 
a 了 


的 样子 . 现在 经 简易 的 计算 就 能 给 出 : 

_ sinpb — sinpa _ sin gb — sin ga 
2 9 

同样 可 以 猜 到 在 下 列 情形 下 合适 的 曲线 坐标 系 : 

16) 求 积 分 


答 K= 过 ob 
15) 求 积 分 


L 


如 (4) 是 由 下 列 曲线 所 围 的 四 边 形 : 


.170 . 第 十 六 章 二 重 积 [611] 


(a) y=ar,y= br,y = pr,y = qz; 
(6) ff = az, = br,y = or,y= Py. 


提示 “引进 新 坐标 6,7, 令 


(a) y= E23, = 
(6) ff = 和 zy = 0. 
答 (a) I= Bt pt); 
(6) I = 元 地 一 oj(orl ~ 8-10). 


17) 设 (D) 是 由 不 等 式 z > 0,y> 0,z+y < 1 所 确定 的 三 角形 . 假定 p > 1,9 > 1, 试 直接 
证 明 刘 维尔 公式 [597,16)]@ 


工 
// p(T + Ty drdy = Bl(p, 2/ p(w)u? te du, 
(D) 0 


中 p(w) 是 区 间 [0,1] 上 的 连续 函数 . 
证 令 
T=ul—v), y= uw 
或 
2 
zy 
用 这 些 公式 就 建立 起 zy 平面 上 的 三 角形 (D) 与 ww 平面 上 的 正方 形 (A) = [0, 1;0, 1] 间 的 一 个 
一 对 一 的 对 应 . [点 x = 0,y = 0 是 一 仅 有 的 例外 , 它 对 应 于 v 轴 的 一 段 .] 此 处 


_ DGD _ 
Dl(wv) 


人 一作 十 9 一 


变换 变量 , 得 出 二 重 积分 等 于 


人 fs® wt ly 1(1 ~ v) dudv 


1 1 
/ ug (1 一 四 21do / p(w ur te ldu. 
0 0 


因为 第 一 因子 恰恰 就 是 B 函数 B(g,p) = B(p, 9), 故 所 需 结果 就 被 证 明了 . 
18) 用 同样 的 变量 变换 可 证 明 一 更 一 般 的 公式 : 


或 


ZP 一 1199 一 1 eluz+e-ldu 
dzay = Bl(p, 
y= B90) | ut yr 


?trtmy TT 


T 之 0,y 之 0 
ryS1l 


(其 中 p,q > 1;Q,B > 0,Y > 0; p(w) 连续 ). 这 里 应 利用 已 知 的 结果 : 534,2). 
中 以 前 它 是 由 狄 利克 雷公 式 导 得 的 , 它 是 这 里 的 特殊 情形 ( 当 w = 1 时 ). 


[612] 85. 反常 二 重 积分 ,171 ， 


19) 如 应 用 替换 


且 若 x 之 0,y > 0,z 十 y < 1, 则 公式 
1 1 1 
| / f(aB)(l -op ~ BP)" dadB = B(p,q) [ f(T — vt dy 
70 0 0 


就 化 成 刘 维尔 公式 . 雅 可 比 式 J 一 Ts 
20) 用 变量 变换 求证 恒等式 (对 任何 的 z 二 常数 ) 


下 于 下 2 
2 2 2 
[ [ cos(2z sin sin 6)}dpdb = {/ cos(z sin Na 
0 Jo 0 


[参看 595,7]. 
证 在 二 重 积分 中 按 公式 
也 十 人 也 一 岂 
和 “= 一 7 
变换 变量 可 将 它 导致 下 形 76 


3 // [cos(z cos u) cos(z cosv) + sin(z cos wu) sin(z cos vw)]dudv, 
(A) 


其 中 (A) 是 一 斜 放 着 的 正方 形 , 如 图 76 所 示 . 但 第 二 项 积分 等 于 零 (将 换 u = 7 一 ww), 而 展 布 
在 正方 形 (A) 上 的 第 一 项 积分 直接 可 变 成 取 在 正方 形 [0, 了 ;0, 了 ] 上 类 似 的 积分 的 两 倍 . 由 此 就 
容易 得 出 所 需 结果 . 


85. 反常 二 重 积 


612. 展 布 在 无 界 区 域 上 的 积分 “二 重 积分 概念 可 推广 到 无 界 区 域 即 延 伸 到 无 
穷 的 区 域 的 情形 , 或 推广 到 无 界 函 数 的 情形 , 这 与 第 十 三 章 中 对 单 积分 所 做 的 一 样 . 

首先 我 们 来 讨论 无 界 区 域 (已 @ 的 情形 . 这 种 区 域 的 例子 有 整个 平面 、 在 某 一 圆 
或 其 它 有 界 平面 图 形 外 面 的 部 分 、 任 何 一 角 域 等 等 . 对 于 这 种 区 域 的 边界 , 假定 其 每 
一 有 界 部 分 有 面积 0( 例 如 , 由 一 些 分 段 光滑 曲线 所 组 成 ). 设 在 区 域 (P) 中 已 给 某 一 
函数 f(z,y), 假定 它 在 正常 意义 下 在 区 域 (P) 的 每 一 有 界 可 求 面 积 部 分 上 可 积 . 

引用 一 辅助 曲线 (天 ')( 面 积 亦 为 0), 自 区 域 (P) 割 下 它 的 一 有 界 连 通 部 分 (PP 人)， 


由 假设 在 它 上 面积 
J farey 0) 


存在 . 现在 将 曲线 (K') 及 其 上 所 有 的 点 移 到 无 穷 远 去 , 使 自 原点 到 这 曲线 上 的 点 的 
最 小 距离 R 增 大 到 无 穷 . 则 被 它 所 割 下 的 变动 区 域 (P') 就 逐渐 笼罩 住 区域 (P) 的 
所 有 点 :(P) 的 每 一 点 对 适当 大 的 尺 将 属于 (P'). 


并 且 , 点 z = 0,y = 1 这 里 需 加 限制 . 
@ 我 们 恒 假 定 这 一 区 域 为 连通 的 . 


.172. 第 十 六 章 二 重 积 分 [612] 


如 积分 (1) 当 民 一 co 时 存在 一 确定 的 有 限 极限 , 则 称 它 为 在 无 界 区 域 (P) 上 
池 数 f(x,y) 的 (反常 ) 积分 ,并 表 作 


//, f(z, Ydzdy = im 局 f(x, ydrdy. (2) 


在 函数 f(z,y) 为 正 时 , 只 要 当 考 察 任 一 变 远 到 无 穷 的 固定 曲线 序列 
(Ki1), (K2), “), (Kn,), 四 
及 被 它们 所 割 下 的 区 域 序列 


(Pi), (P2),:…. , (Pn),*… , 


T= sup {/ ip ,flowardy | 


存在 , 就 已 能 推出 积分 (2) 的 存在 . 
事实 上 , 不 论 被 曲线 (K') 自 (P) 所 分 出 的 部 分 (P') 如 何 , 当 n 相当 大 时 这 一 
区 域 将 整个 含 在 (及,) 内 , 所 以 


f(z, Ydzrdy < f(x, ydrdy, 
fh, fl,, 
/ | odedy < G) 


另 一 方面 , 对 已 给 e > 0 可 求 得 一 no, 使 


jh f(x,y)drdy > 了 一 <. 
(Pno) 


0 


假定 有 限 的 界 


因此 更 加 


对 相当 大 的 R@ 区 域 (P') 又 可 包括 (P,,), 因此 更 有 
/ f(x,y)drdy > I—e. (4) 
(P’) 


等 式 (3) 及 (4) 合 起 来 就 证 明了 数 了 适合 二 重 积分 的 定义 . 

由 这 一 观察 容易 证 明 与 第 474 目 中 定理 相似 的 积分 比较 定理 . 其 次 , 如 保留 对 
函数 f(z,y) 以 前 的 假定 , 则 由 展 布 在 无 界 区 域 (P) 上 |j(z, 切 | 的 积分 的 存在 就 可 以 
推 得 函数 jz,g) 的 同样 积分 存在 . 


@ 我 们 一 直 是 将 原点 到 曲线 (K') 的 点 的 最 小 距离 记 作 RR. 


[613] 85， 反常 二 重 积分 . 173 . 


为 了 要 证 明 这 , 我 们 来 考察 两 非 负 函 数 
让 = E+ fy, 


f- (0 = HE fy) 


f(z,y),， 如 f(x,y) >0, 
0, 在 相反 情形 下 ， 


—f(z, y), 如 f(z, Y) < 0， 
er” | 0 在 相反 情形 下 . 


由 函数 |f(z,y)| 的 可 积 性 推 得 出 函数 


f+(z,Y) 一 | 


因而 函数 
jcy) 三 f+(z,y) f-(z, y) 


积分 的 存在 . 

反 过 来 的 事实 很 值得 注意 :由 展 布 在 无 界 区 域 (P) 上 函数 f(z,y) 积分 的 存在 能 
推 得 |j(z,g| 的 积分 也 存在 .这 一 命题 就 与 简单 反常 积分 的 理论 不 相像 了 : 我 们 知道 
[475], 在 那里 可 以 有 非 绝 对 收 钱 的 积分 . 

我 们 将 在 下 一 目 中 来 给 出 证 明 . 


613. 反常 二 重 积分 的 绝对 收敛 性 定理 ”每 一 收敛 积分 


/ / f(zx, dzdy (5) 
(P) 
必然 也 绝对 收 伊 , 即 与 它 同 时 积分 


/ | eldrdy (6) 


也 收敛 
设 不 是 如 此 ， 取 一 区 域 序列 {(P,)}， 使 越 往 后 时 它们 逐渐 能 溪 单 整个 区 域 (P)， 
而 我 们 将 有 
lim ,Yy)lardy = . 
lim, /ve y = +o0 


不 失 一 般 性 我 们 可 以 设 , 对 每 一 值 n, 不 等 式 


hs, \f(z, ldrdy > 3 / |f(z, Yldrdy + 2n 


. 174 ， 第 十 六 章 二 重 积分 [613] 


适合 , 这 是 办 得 到 的 , 只 要 (在 必要 时 ) 割裂 序列 {(P,)}, 即 从 它 里 面 去 掉 一 个 部 分 
序列 再 重新 将 它 记 数 就 可 以 了 . 


J sev f(z,y)|dray + 2n. 
(pn) 


|f (2,2)| = f+ (7,Y) + f(z,Y), 


// |f(z, y)ldzrdy = J fr ardy + // 三 (zondzdy 


设 右 端 两 积分 中 例如 第 一 个 是 大 的 一 个 , 则 
I fi(zx,y)drdy > / |f (xz, yldzdy + n. 
将 左 端的 二 重 积分 代 以 与 它 相 当 近 似 的 达 布 下 和 , 不 等 式 依 然 成 立 : 
Opt) ,ldzdy +n.© 
2 p > J/ ,ie yldrdy + n 


在 这 一 和 中 可 只 留 下 与 mW > 0 相对 应 的 项 ; 以 (5) 表 对 应 元 素 (zk)) 的 集合 , 我 
们 更 可 得 


/hs ewanay = RA ydrdy > / |f lz, ldzrdy + n. 


以 (所 ) 表 由 () 及 (5%) 组 成 的 区 域 , 因为 


,re Ydzrdy > — / |f(z, y)ladrdy, 


故 将 这 一 不 等 式 与 前 一 不 等 式 两 端 相 加 时 便 得 


但 


所 以 


/ f(z,Ydrdy >n. 
(Pn) 


区 域 (加 ) 同时 (局 ,) 可 以 稍为 变 一 下 使 从 后 者 可 得 出 一 连通 区 域 (PP ), 且 其 面 
积 与 (BB,) 相差 如 此 地 小 使 不 等 式 


/ f(z, Wdzdy > n 
(P;) 


@ 这 里 (p 纪 ) 是 区 域 (p;) 分 割 成 的 元 素 部 分 , 而 m 人 9) 是 函数 f(x,y) 的 对 应 下 确 界 . 


[614] §5， 反 常 二 重 积分 .175 ， 


还 保持 成 立 . 这 很 容易 做 到 , 只 要 将 区 域 的 孤立 部 分 用 一 些 狭 的 “走廊 ”其 总 面积 任 
意 小 者 连接 起 来 就 行 了 96). 

由 此 已 经 清楚 , 积分 (5) 不 可 能 存在 , 与 假设 相 违 ; 这 一 矛盾 就 证 明了 定理 . 

注意 , 所 引 推 理 的 最 后 部 分 涉及 了 一 维 及 二 维 情形 间 的 主要 区 别 . 由 一 些 分 离 
的 区 间 组 成 的 不 连通 线性 区 域 就 不 能 用 一 任意 小 的 变形 变 成 连通 的 ( 即 变 成 一 整个 
的 区 间 ). 

所 证 定理 以 及 前 目 中 的 一 些 注意 点 , 将 任意 函数 的 反常 积分 的 存在 与 计算 问题 
化 为 正 ( 非 负 ) 函数 的 同一 问题 . 以 下 我 们 将 主要 地 从 事 于 后 一 问题 . 

614. 化 二 重 积分 为 逐次 积分 “开始 我 们 假定 函数 f(z,y) 为 非 负 的 . 如 这 函数 
给 出 在 一 任何 形状 的 无 界 区 域 中 , 则 补充 地 令 它 在 这 一 区 域 的 外 面 等 于 零 时 , 恒 可 化 
为 无 界 矩 形 区 域 的 情形 . 譬如 说 , 设 我 们 谈 到 在 一 个 方向 无 穷 的 矩形 [a, b; ce, +ool(a,， 
b,c 是 有 限 数 且 5 > a). 我 们 将 假定 在 每 一 有 限 矩 形 [a,b; cdj( 对 任何 的 d > c) 上 ， 
二 重 积 分 及 对 y 的 单 积 分 在 正常 的 意义 下 名 存在 , 所 以 [594] 公式 


| fardy -三 zf/ Jay (7) 
[a,b;c,a] ® ° 
成 立 . 
要 想 建 立 对 无 穷 矩形 即 d = +oo 的 情形 的 类 似 公 式 , 假定 逐次 积分 


一 / dz / jdy 
存在 . 因为 对 任何 的 d > c 我 们 有 
jadzdy < I, 
{ab;csd] 
则 按 612 中 所 述 由 此 就 得 出 二 重 积分 
| fdrdy = lim / | fdzdy (8) 


[a,b;ce,+oo] [Qa,b;e,d] 


存在 , 它 显 然 不 会 超过 I. 剩 下 来 只 要 证 明 事 实 上 二 重 积分 等 于 工 
如 积分 /~ fdy 是 z 在 正常 意义 下 可 积分 的 函数 , 因此 被 某 一 常数 工 所 限制 住 ， 
则 更 有 


a 
/ f(s)dy <L. 
在 这 种 情形 下 由 第 526 目 定理 2， 


6 a 
T= lim / dz | fdy. 
2 一 十 co Jo ec 


96) 细 节 贸 给 读者 . 


.176 . 第 十 六 章 二 重 积分 [614] 


将 这 与 (7) 及 (8) 相 比 较 , 便 得 所 需 结果 . 
如 积分 工作 为 反常 的 存在 时 , 它 依然 成 立 . 例如 , 设 是 z 的 函数 [~ fdy 的 唯 
一 奇 点 . 则 由 已 证 的 , 对 0<n<b 一 a， 


2 一 9 十 ce 
dzdy = / dz / fdy, (9) 
[ab nice 十 eol “ ° 


等 式 的 两 端 当 7 一 0 时 趋 近 于 工 注意 到 


了 之 // fardy > // jadzdy 


[a ,pic 十 oo] [a,b—n;c,+o0] 


时 , 又 可 作出 矩形 [a,b;c, 十 oo] 上 二 重 积分 及 逐次 积分 的 等 的 结论 . 

我 们 注意 , 如 无 穷 逐次 积分 有 无 穷 大 值 , 则 由 前 面 两 关系 式 可 看 出 , 二 重 积分 的 
值 也 是 如 此 . 

这 样 , 与 (7) 相似 我 们 有 


/ jadzdy = ff fdy, (10) 
[a,b;c,+o0] 

且 由 右 端 逐次 积分 的 存在 就 推 得 二 重 积 分 的 存在 . 甚至 在 右 端的 积分 等 于 +oo 的 情 
形 下 等 式 仍 成 立 . 

最 后 , 我 们 考察 在 两 个 互相 垂直 方向 延伸 到 无 穷 的 矩形 [a, +oo; c, 十 oo]. 这 里 我 
们 也 将 假定 在 每 一 有 限 和 矩形 [a, 6;c, dj( 对 任何 的 5 > a 及 任何 的 d > c) 上 二 重 积分 
及 对 y 的 单 积分 在 正常 的 意义 下 皆 存 在 . 

对 所 考察 的 情况 同样 可 建立 公式 


十 co 十 oo 
fdzdy = / dz / fdy, (11) 
[Qa;+00;c,+o0] 2 


其 中 假定 右 端 的 逐次 积分 存在 . 与 上 面 我 们 自 (9) 得 到 (10) 时 相像 , 当 5 一 +oco 变 
到 极限 时 这 可 由 (10) 很 容易 得 来 . 这 里 也 是 如 此 , 如 逐次 积分 的 值 等 于 +oo, 则 二 
重 积 分 也 是 这 样 . 

现在 对 函数 f(z,y) 变 号 的 情形 谈 几 句 , 为 明确 起 见 我 们 限于 讨论 公式 (10). 在 
有 限 矩 形 [a, 6; c,d]( 对 d > c) 中 我 们 保留 前 面 的 假定 , 但 与 函数 本 身 的 逐次 积 


[ wf f (x,y)dy 


存在 的 同时 这 一 次 我 们 又 设 它 的 绝对 值 的 逐次 积分 


/ / ea 加 


[615] §85， 上 反常 二 重 积分 .177 ， 


存在 . 

因此 对 第 612 目 末 所 提 到 的 函数 f(z,y) 及 f_(z,y) 同样 的 逐次 积分 也 将 存 
在 . 分 别 应 用 已 证 的 公式 (10) 到 这 两 非 负 函数 上 并 将 结果 相 减 , 我 们 就 能 证 明 这 一 
公式 对 已 知 函 数 f(z,y) 的 正确 性 . 


615. 无 界 函 数 的 积分 设 函 数 f(x,y) 已 给 在 有 界 区 域 (P) 上 , 但 它 本 身 在 个 
别 的 点 M1, Ma2，… 的 邻 域 中 为 无 界 的 ; 在 区 域 (P) 的 任何 不 包含 这 些 点 的 部 分 中 
假定 函数 在 正常 的 意义 下 可 积 . 

现在 用 曲线 (有), (k2),… 将 奇 点 Mi, M2,… 围 起 来 后 把 它们 制 离 下 来 . 如 从 区 
域 (P) 拿 掉 由 这 些 曲线 所 围 的 这 些 奇 点 的 邻 域 , 则 得 一 区 域 (P'), 由 假设 , 对 于 它 积 


分 
/enum () 


存在 . 将 曲线 (1), (k2),… 在 所 述 各 点 处 “收缩 ”使 这 些 闭 路 (k) 的 点 到 对 应 点 MM 
的 最 大 距离 以 p 表 之 一 一 趋 近 于 零 .了 我 们 可 以 看 到 此 时 所 考察 的 各 邻 域 的 
面积 (小 于 rp2) 亦 将 趋 近 于 零 . 

无 界 函 数 f(x,Yy) 对 区 域 (P) 的 (反常 ) 积分 定义 为 当 p 一 0 时 积分 (1*) 的 极限 : 


/ f(z,Yy)drdy = lim / f(z,Yy)drdy, (2*) 


奇 点 也 可 能 形成 某 些 奇 线 , 我 们 将 永远 假定 其 面积 为 0. 在 这 种 情况 下 就 必须 将 
这 些 线 用 向 它们 “收缩 ”的 邻 域 围 起 来 , 这 时 原则 上 没有 什么 新 的 东西 “ 

然而 , 这 里 所 被 说 的 极限 过 程 其 确切 特征 还 需要 加 以 若干 说 明 . 设 奇 线 (1) 被 一 
边界 为 (£) 的 邻 域 所 围 . 如 在 ( 上 取 一 点 4, 则 自 (1) 上 各 不 同 点 B 到 这 一 点 的 距 
离 中 有 一 最 小 者 pa 存在 ; 另 一 方面 , 如 变动 (k) 上 4 的 位 置 , 则 所 有 的 pa 中 必定 
有 一 最 大 者 p. 这 一 数 在 某 种 意义 上 就 说 明了 闭路 (k) 离 曲 线 (ZL) 远近 的 程度 , 而 极 
限 过 程 是 以 条 件 p 一 0 为 准绳 的 ( 当 有 若干 个 曲线 存在 时 , p 应 了 解 为 同样 数 中 的 最 
大 者 .) 这 里 同样 可 以 证 明 , 与 p 同时 , 所 考察 的 邻 域 的 面积 也 趋 近 于 零 . 

最 后 , 反常 积分 定义 很 容易 推广 到 无 界 区 域 及 在 其 中 定义 的 函数 在 有 限 距 离 处 
可 有 一 些 奇 点 的 情形 . 


附注 如 在 建立 反常 积分 时 , 除 奇 点 (或 奇 线 ) 外 , 我 们 又 分 离 出 若干 事实 上 不 
是 奇异 的 点 (或 线 ) 来 , 则 积分 中 出 现 的 极限 , 无 论 它 的 存在 或 大 小 都 不 会 有 任何 影 
响 . 实际 上 , 例如 , 设 在 奇 点 外 另 加 上 一 非 奇 点 4, 并 且 , 超过 反常 积分 确切 意义 的 需 
要 , 我 们 还 分 离 出 这 一 点 4 的 一 邻 域 . 但 在 4 近 傍 函数 是 有 界 的 , 对 所 述 邻 域 上 的 
积分 与 其 面积 同时 趋 近 于 0. 
@ 不 用 此 而 假设 所 有 被 闭路 (k) 所 包 区 域 的 直径 趋 近 于 零 , 也 可 以 得 到 同样 结果 . 
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在 第 612~614 目 中 所 叙述 的 都 可 移 到 上 所 列举 的 反常 积分 的 一 切 情形 . 

首先 , 下 一 著名 定理 此 处 也 成 立 : 反常 二 重 积分 如 果 收 敛 , 则 必然 也 绝对 收 伊 . 
证 明 可 如 第 613 目 中 一 样 作 出 来 . 

至 于 谈 到 化 二 重 积分 为 逐次 积分 的 问题 , 则 这 里 同样 只 要 讨论 (有 限 ) 矩形 [a,。; 
c,d| 是 区 域 (P) 的 情形 就 够 了 . 可 以 证 明 , 对 非 负 函数 f(x,yy), 在 逐次 积分 存在 的 假 
定 下 (二 重 积分 的 存在 由 此 已 能 推出 ), 公式 (7) 成 立 . 

然而 , 这 时 应 该 还 要 确定 一 下 函数 奇 点 吕 的 假定 的 分 布 . 开始 设 它们 在 一 水 平 直 
线 上 (例如 , y = q), 或 更 一 般 地 , 在 一 可 用 形 如 

y= yx) (a<z<b) 


的 显 方程 表 出 的 曲线 上 . 对 于 这 种 情形 其 证 明 与 第 614 目 中 当 d = +oo 时 的 相像 
于 是 我 们 转 到 另 一 情形 : 奇 点 在 某 一 重 直 直线 上 (例如 , x = ,与 上 面 当 b= +oo 时 
相像 地 进行 推理 . 如 所 讨论 的 函数 变 号 , 则 必须 还 要 假定 |f(z,y)| 的 逐次 积分 存在 . 

推广 到 儿 个 曲线 或 直线 的 情形 或 推广 到 无 穷 矩 形 而 奇 点 在 有 限 距 离 内 的 情形 都 
很 明显 . 


616. 反常 积分 中 的 变量 变换 设 在 zy 及 6 平面 中 分 别 有 二 有 界 区 域 (D) 及 
(A), 它们 以 变换 公式 


y= Yy(é,7) 
或 其 逆 变 换 
€ = €(2,Y) | aa 
7 = 7(7,Y) 
相 联 系 , 并 保有 在 第 603 目 中 所 详细 限制 的 全 部 条 件 ， 
又 设 在 区 域 (D) 中 给 出 一 函数 f(z,y), 除去 有 限 个 个 别 的 点 甚或 线 @ 它 在 那里 
变 成 无 穷 外 , 到 处 连续 . 
我 们 求证 , 在 这 些 条 件 下 , 等 式 


/ {ree waray = ffs) em) IE Dasan (13) 
(D) (A) 


成 立 , 只 要 这 两 积分 之 一 存在 ; 另 一 个 的 存在 就 能 推 得 出 来 . 

事实 上 , 如 将 第 一 个 积分 在 区 域 (D) 中 的 奇 点 及 奇 线 用 它们 的 邻 域 分 开 来 , 则 
第 二 个 积分 的 奇 点 及 奇 线 就 被 在 区 域 (A) 中 的 对 应 的 邻 域 分 开 来 了 . 设 这 样 得 到 zy 
平面 上 的 一 区 域 (D') 及 én 平面 上 的 一 区 域 (A 人 ). 因此 由 第 609 目 公 式 (21)， 


fs, fl, Wdrdy = I f(z(€, 7), EM) TE, ldedn. (14) 


TT 形 如 (7) 的 公式 假定 正确 . 
@ 在 本 目 中 所 谈 到 的 一 切 曲线 都 假定 为 分 段 光滑 的 . 


[617] 85， 反 常 二 重 积分 .179 . 


由 于 区 域 (D) 及 (A) 间 对 应 关系 的 连续 性 , 并 且 为 两 方面 连续 的 ,@ 容易 看 见 ,， 当 
“收缩 ?zy 平面 上 的 邻 域 到 被 它们 所 围 的 点 或 线 时 , 对 在 上 平面 上 的 邻 域 同 样 的 过 
程 也 将 发 生 , 反 过 来 也 是 如 此 . 由 此 可 见 , 将 前 面 的 关系 式 变 到 极限 时 , 由 一 个 积 
的 存在 我 们 事实 上 就 能 断定 另 一 个 的 存在 , 且 同 时 也 能 断定 等 式 (13) 成 立 . 

甚至 还 可 设 在 区 域 (A) 的 一 些 个 别 的 点 处 或 沿 它 里 面 的 一 些 个 别 的 线 (与 前 面 
所 讨论 的 在 这 一 区 域 上 的 奇 线 不 相交 ) 上 雅 可 比 式 7(&,n) 成 为 无 穷 , 因此 同时 第 二 
个 积分 的 积分 号 下 函数 也 成 为 无 穷 . 虽然 在 zy 平面 上 的 对 应 点 及 线 对 第 一 个 积分 
来 说 不 是 奇异 的 , 但 将 它们 分 离 出 来 , 按 前 目的 附注 , 并 不 产生 什么 困难 , 所 以 在 新 
的 假设 下 上 面 的 结论 依然 有 效 . 

还 要 注意 , 在 所 考察 的 情况 下 常常 会 遇 到 在 一 些 个 别 点 处 或 沿 一 些 个 别 的 线 上 
关系 式 的 连续 性 或 对 应 的 一 对 一 性 被 破坏 了 . 在 这 种 情形 下 第 606 目 4° 的 讨论 可 
以 应 用 {参照 第 609 目 之 未 ]. 

最 后 , 我 们 转 到 至 少 区 域 (D), (A) 之 一 为 无 界 的 情形 . 

如 这 两 区 域 都 延伸 到 无 穷 且 它们 的 位 于 有 限 距离 的 点 以 关系 式 (12) 或 (12*) 相 
关联 , 则 用 (对 应 的 ) 曲线 分 离 出 这 两 区 域 的 有 界 部 分 (D') 及 (A') 后 , 当 上 面 所 述 
条 件 保留 时 我 们 将 有 等 式 (14). 因为 所 提 到 的 这 些 曲 线 显然 只 在 同时 才 可 能 移 到 无 
穷 远 处 , 故 要 得 到 (13), 只 需 在 (14) 中 变 到 极限 , 且 又 由 积分 之 一 的 存在 得 出 另 一 个 
的 存在 . 

现 设 , 例如 , 区 域 (D) 延伸 到 无 穷 而 区 域 (A) 不 延伸 到 无 穷 , 且 区 域 (D) 的 点 
与 区 域 (A) 的 所 有 点 , 除 一 个 别 的 点 (或 曲线 ) 对 应 于 区 域 (D) 的 边界 的 无 穷 远 部 
分 者 外 , 相互 对 应 . 用 曲线 将 区 域 (D) 的 有 界 部 分 分 离 出 来 后 , 我 们 用 在 区 域 (A) 中 
的 对 应 曲线 就 拣 出 了 上 述 的 点 (或 曲线 ), 同时 就 得 区 域 (D') 及 (人 人 ), 对 它们 前 述 推 
理 已 可 应 用 了 , 再 这 样 下 去 . 

注意 , 变量 的 变换 与 变 成 逐次 积分 同时 是 确立 反常 二 重 积分 存在 性 的 非常 方便 
的 工具 . 关于 这 一 点 , 读者 在 下 一 目 中 可 见 到 许多 例题 . 


617. 例 1) 确立 下 面积 分 存在 的 条 件 (m > 0): 


oa 用 本 人 // Gr © » J/ Er 


xz2+y2&1 x2+y2>1 22 十 2 入 1 


解 ”在 极 坐标 下 这 些 积 分 化 为 下 形 : 


27 1 oo 1 
1 ydr dr dr rdr 
(a) | do zam = zx/ Fam (6) zr / Rm; (5) 27 (ram rm 


显然 , 存在 条 件 是 : 
(am<1, (6)m>1, (a)jm<1. 


@ 我 们 指 函 数 (12) 及 (12*) 的 连续 性 . 
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2) 对 下 面 各 积分 解 同 样 的 问题 (a, 6,m > 0): 


am // Fe (© // ey // (Er 


Zz 之 0,y 之 0 ZX 之 0,y 之 0 ZX>0,y 之 0 
zc 十 yB<L zo+yB>1 za 十 8X1 
提示 “采用 替换 


2 这 2 ,2 
T=racose0, y=r5 sins 6. 


答 (a) 一 二 十 了 > mi (6) 二 + 二 <mm (a)m<1. 

当 在 问题 1 1),2) 中 变量 的 变化 被 限制 在 射线 9 = bo 及 =b 
间 的 扇形 内 时 , 可 得 同样 的 答案 . 

3) 如 变量 z,y 变化 的 区 域 (D1) 是 由 z 轴 的 线段 AO, 抛物 
线 y= 7? 的 弧 OB 及 圆周 xz? 十 yy = 1 的 弧 BA 所 围 成 的 曲线 
三 角形 4OB( 图 77) 时 , 则 与 前 面 一 样 以 原点 为 奇 点 的 积分 


/ / dzrdy 
(D1) + 


一 样 也 存在 (虽然 对 圆 并 不 存在 !). 事实 上 , 当 变 到 极 坐 标 时 , 积分 就 变 成 了 
cos20 
[ 2 7 =/ sinb al， 
由 此 就 推 得 所 述 的 . 


4) 同样 , 取 三 角形 4OC( 同 一 图 ) 作为 区 域 (D2) 后 , 可 以 证 明 以 点 4 及 C 为 奇 点 的 积分 
/ [ dzdy 
(D2) 1 一 22 一 入 
亦 存在 . 


因为 在 极 坐 标 下 , 直线 4C 的 方程 为 > = 一 一 一 一 一 , 故 上 述 积分 就 可 化 为 下 形 : 


COS 厅 十 sing”， 


村 En 到 ; 各 
0 rdr __ In sin 20 d0 = _1 In siny dp, 
0 0 工 一 了 2 0 1 十 sin20 2 1 十 Sin % 


它 显然 存在 . 

5) 在 对 照 1) 中 所 考察 的 积分 后 , 可 得 下 一 收 化 判 定 法 : 

如 (D) 是 : (a) 包含 原点 的 一 有 界 区 域 , 或 (6) 不 包含 原点 而 延伸 到 无 穷 远 的 区 域 , 则 函数 
f(z,y) 在 (D) 上 的 积分 存在 , 只 要 f(z,y) 在 (D) 中 可 表 作 下 形 : 


图 77 


zw) = PFW 
f( ,Y) (z2 + pm 


@ 以 5 表 射 线 OB 与 极 轴 的 交角 . 
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其 中 2 是 有 界 的 , 且 在 分 别 的 情况 下 , (a) m <1 或 (6) 7 E! G7 
m>1. | ! ,2 
很 容易 将 这 一 个 判定 法 变 到 原点 换 作 任何 一 点 | 
(zo, yo) 的 情形 . 
6) 验证 展 布 在 下 列 图 形 上 的 函数 
2 ,2 C B 了 
jc, = tT 
的 二 重 积分 存在 与 否 :(a) 三 角形 OBC( 图 78), (6) 正 o 4 -过 


方形 OABC, (sa) 无穷 的 长 带 YC BE, (r) 无 穷 三 角形 
EBG, (1 ) 无 穷 正方 形 EBF. 图 78 
答 在 情形 (a),(r) 下 积分 不 存在 (在 情形 (6), (1 ) 
下 更 是 如 此 1!); 在 情形 (a) 下 积分 存在 , 它 等 于 二 . 
7) 设 函 数 f(z) 及 g(y) 绝 对 可 积 第 一 个 在 区 间 [a,4] 上 , 而 第 二 个 在 区 间 [c,d] 上 (每 
一 区 间 都 可 为 有 限 的 或 无 穷 的 ). 求证 : 二 重 积 


b da 
/ / f(s)g(y)dardy = / f(s)ds. / gly)ay 
{a,b;c,d] a ce 
也 存在 [参照 595,9)]. 


问题 很 容易 化 为 非 负 函 数 的 情形 , 我 们 就 限于 这 一 假定 . 
例如 , 如 两 区 间 都 是 有 限 的 且 5 及 d 分 别 为 唯一 的 奇 点 , 则 如 我 们 所 已 知道 的 , 常 义 二 重 积 


分 (5 及 e>0) 
b—6 d~é 
了 dzdy = Z)jazr ， d 
J,,,. A( )9(y) Y / f( ) / g(y) Vy 


存在 ; 再 只 要 令 6 一 0,e 一 0 时 变 到 极限 . 


除 二 积分 
b d 
f las / lg(y)lay 


之 一 等 于 零 的 情况 外 , 对 函数 f 及 9 的 所 述 条 件 也 对 二 重 积分 的 存在 是 必要 的 条 件 . 
8) 求 由 抛物 线 2 = 2p (z 一 全 ) 及 多 = 2g (xz 一 了 ) 与 > 轴 间 所 围 的 图 形 (D1) 的 面积 湖 
看 608,8)]. 
解 引用 在 该 处 用 过 的 曲线 坐标 , 我 们 就 有 : 


pf (VE VD 


-3{ 帮 甸 ve vin [人 \- $e-pvn 


面积 的 计算 导数 反常 积分 ( 奇 线 是 w 轴 的 一 段 ). 因为 变量 的 变换 也 可 放 到 反常 积分 的 情形 
上 去 , 所 采用 计算 的 合理 性 毋庸 置疑 . 
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9) 计算 积分 (0 < c < a) 
1 CC 
一 / / Va — zr? — (0 — zr) Ve — rdrdy. 
0 Jo 
应 用 变换 


zs 
”Vi 年 二 "Val 
其 中 (w,v) 变动 于 无 穷 矩 形 [0, 十 oo; 0, cl 中 ; 雅 可 比 式 等 于 J 


我 们 有 : 
c oo 3 2 oo d ec 
-/ [ dudo 一 二 。 / va? — v2dvy 
这 里 将 显示 出 常 义 积分 化 成 更 易 计 算 的 反常 积分 的 便利 . 
10) 二 重 积 分 oo 
一 / / ey drdy 
0 0 

存在 , 因为 逐次 积分 


oo co 2 2 oo 2 Co 2 oo 2 2 
=/ “of eyY w= | e “ef evYdy= {/ er” az) 
0 0 0 0 0 
存在 . 


如 将 它 变 为 极 坐 标 , 则 就 易于 计算 ; 此 时 zy 平面 上 的 第 一 象限 就 变 成 r9 平面 上 的 由 直线 
0 二 0,r+=0 及 0= 所 围 的 长 带 . 因此 ， 


p=-/ [= "rdrdo = 5/ e "rdr= 7. 
0 4 

e ”dz = 一 一. 

/ 


这 一 简洁 的 计算 方法 是 属于 泊 松 的 . 
11) 如 在 这 同一 积分 P 中 按 公式 
二 ~ 2 一 YO -OE z+ = 和 
D(zYy) Pb 
DOA,p) V(2z 二 cz)(cz 一 /9) 


所 以 


变 为 椭圆 坐标 [604,5)], 则 得 


¢ ce 一 (ATHA2 -ec?) (M2 2 
p=/ /: QO- ee dA= 荆 二 
V (一 cj(c2 -2) 


/元 兴 e-* X2dA》 /3 em ed 本 Te 
VE J VE = 和 Bi 4 
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如 取 c = 1 并 作 替 换 入 = Vv 十 1,p = Vv 则 得 一 奇特 的 关系 式 : 
> ,fli+v ! ee-vqdv evqdv 1 v 
4 dv . 一 -一 一 一 . |/ 一 一 一 do 一 T. 
/ ° v o Vv(l—wv) o Vv(l+v) Jo ° 1-o 


12) 借 广 义 极 坐 标 


2 一 arcos0，Vy=prsinbg (Og<rg1,0<0< 27) 


之 助 易 于 求 出 二 重 积分 的 值 


如 变 到 刚才 所 谈 过 的 椭圆 坐标 ( 取 c? = a? 一 好, 故 所 给 椭圆 对 应 于 入 = a), 则 对 此 积分 得 


-of 人 V( 到 一 7 J ow. 
因此 ， 


人 / CC 


A hk’ = VI 一 RE3, 最 后 , = V1 一 k2sin?w, p = ksiny(0 < 
py 本 二 )， 我 们 将 这 一 积分 化 为 下 一 积分 : 


可 要 2 2 2 .1 2 
1 / (1—k ”sin w)+ (1 —k’sin’ wp) logydy = T 
o Jo (1 — k2 sin? p)(1 — k’2 sin? w) 2 


这 义 可 表 作 下 形 
各 到 至 
/ | ay / dy 
Jo V1l—k?2sinnp Jo 0 V1—k2sin2y 
至 各 各 
< / Vi sod - | -| dy 7 
0 o Vl—k?2sinnp Jo V1i—k2sin?y 2 


读者 此 处 看 到 了 为 我 们 已 经 所 遇见 过 的 勒 让 德 关 系 式 [参看 511,12) 及 534,10)]. 
13) 试 引导 在 第 一 种 与 第 二 种 欧 拉 积分 间 属 于 雅 可 比 的 熟知 关系 式 来 . 
内 为 ( 当 a>0 及 >0) 


ro=- 上/ e vy”!dy, rw=/ e ”ze 1dz， 
0 0 


Ce Ce 
Tr(aor(b) = / / e ”Yr ly ldrdy. 
o yo 


T=u(l—v), y= uv. 
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故 zy 平面 上 的 第 一 象限 与 uv 平面 上 由 直线 v = 0,w = 0,v = 1 所 围 的 长 带 相对 应 . 变换 的 雅 
可 比 式 等 于 4%. 所 以 


1 ooe 
T(a)T'(b) =/ / e “ur tol .v1 — wv) ldudv 
0 Jo 
ooe 1 
=/ eaa+e 1dul . / v1(1— wv)!dv = T(a+b)B(a, bd), 
0 0 


这 就 是 所 要 证 明 的 . 
14) 以 前 我 们 导出 过 许多 公式 , 现在 这 些 公式 的 应 用 范围 可 加 以 推广 . 例如 , 对 狄 利克 雷公 式 


1 dg- rT(p)T(g) 
?ya drdy = 一 
” Y TY rT(p+g+1) 


TX 之 0,y 之 0 
T+yYyE1 


[597,12)] 及 更 一 般 的 刘 维 尔 公式 


-1 9— rr(a) f° -1 
z+Yr ydrdy = ujurta lqu 
PT+WT YY To+9) Jo pu) 
ZT 之 0,y 之 0 
z+y 人 1 


[611,17)] 都 可 如 此 , 它们 对 任何 p 及 g > 0 都 成 立 . 证 明 依然 一 样 . 

还 可 以 更 进一步 : 到 现在 为 止 在 刘 维 尔 公 式 中 我 们 假定 函数 p(w) 当 w 自 0 变 至 1 时 是 连续 
的 , 现在 可 允许 它 在 这 一 区 间 中 于 一 个 或 几 个 点 处 变 为 无 穷 , 只 要 右 端 的 积分 绝对 收敛 (否则 左 端 
的 积分 根本 不 收敛 ). 

最 后 , 在 刘 维 尔 公式 中 可 将 二 重 积分 展 布 到 由 不 等 式 


T2220, y 宛 0,，ZzZ++y1 


所 定义 的 无 穷 区 域 上 去 , 只 需 将 右 端 的 积分 自 1 取 到 十 co( 仍 假定 它 绝对 收敛 ) 

在 整个 证 明 中 不 需 有 任何 实质 上 的 改变 . 。 

15) 如 在 狄 利克 雷 及 刘 维尔 公式 中 将 p 及 9 换 作 2 及 ,再 实 行将 痪 z= (人 ) ,y= (2) ， 
则 这 些 公式 就 得 更 一 般 的 形状 : 


é€? 1709 一 do = 


apB D 9 ， 
(8) re r(2+9+1) 
: rr 
é p_1 9 az 权 订 
// ? (($) + (0) ) era = ver) 0 
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: rr 人 
// 2 (人 en 
&,n 宛 0 r( 

(£) +(P) >1 

作为 例题, 试 确定 下 列 积分 的 存在 条 件 并 计算 之 (m > 0): 


TDP 一 工 ye 1 TDP 一 1 329 一 1 
® J/ CT ey 5 // [EE 


VY>0 7,y2>0 
z+yB 1 z+yB>1l 


z?™ 1 ya 1 
©) // (Iz drdy. 


Tz,Yy 宛 0 
zo+yS<l 


pg 
在 条 件 呈 + >m 下 ); 


er) 

一 一 全 人 (在 条 伯 呈 + 和 < 下 )， 
和 

(在 条 件 m < 1 下 ). 


[参照 问题 1)]. 
16) 第 597 目 ,15) 中 所 推演 的 卡 塔 兰 公式 : 


几 fw y)o lor drdy = 三 p(wWay(u), 


其 中 


yw = / [ f(s)dzay. 
mSg(rY) EY 
在 引入 反常 积分 时 可 推广 到 M = +oo 的 情形 , 只 需 在 此 处 了 解 ”为 


17) 求 积 
= // lnsin(z — y)dzdy 
(4) 


的 值 , 其 中 (4) 是 由 直线 y= 0,z = 7,y = zx 所 围 成 的 三 角形 (图 79,a)). 
今 
ut+t u—t 
T= Y= 


@@ 所 有 的 常数 a,b,a, 6,p,9 此 处 都 假定 为 正 的 . 


: M 
xm 凡 “ 
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将 区 域 (4) 变换 为 wt 平面 十 由 直线 w= t,4 十 t= 27,t = 0 所 围 的 三 角形 (A)( 图 79, 6)). 内 
为 变换 的 雅 可 比 式 等 于 了, 故 


L= ;// ln sin tdtadu 一 // In sin tdtdu, 
(A) (E) 


其 中 (EE) 表 由 直线 wu = t,w = 7,t 二 0 所 围 的 三 角形 ( 见 图 ), 再 又 可 写 : 


T TT ™ 2 
一 ;/ / in sin tdtdw = 5/ In sin tdt = i ln 2. 
2Jo i 2 2 


18) 计算 (对 任意 的 自然 数 mm 及 n) 积分 


=// Pr DP) way 
x2+y2<1 Vl x72—y 


其 中 已. 表 第 nn 个 勒 让 德 多 项 式 . 

解 ” 我 们 回忆 到 , 奇 ( 偶 ) 附 标 的 勒 让 德 多 项 式 只 含 x 的 奇 ( 偶 ) 次 项 . 由 此 立刻 可 见 , 只 要 附 
标 m 或 n 中 至 少 有 一 个 是 奇数 时 就 有 工 = 0. 

设 它们 两 个 都 是 偶数 : m = 217p,m = 2v. 考虑 积分 


V1l-zx? Dp 
/ / A Yrdy = ”mm / — dy 
V1l—z2—y Vi V1 一 22 一 22 


22 十 2<1 


由 熟知 的 公式 


”yp “ 各 2p— 1)!! 
/ yy dy=2 / = 2a2 / sin? 0d = ra” 人 2 1 . 
jo VO 0 0 (2p)!! 


所 以 我 们 的 积分 就 化 成 


"i 三 Pa (1) : (1 — za2jpdzi 


因此 , 当 p < ” 时 它 等 于 0[ 由 勒 让 德 多 项 式 的 基本 性 质 ;320,(8)]. 于 是 , 当 n= 2v 了 关 m = 2 时 ， 
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上 述 积分 工 = 0. 还 剩 下 当 n = mm = 24 的 情形 . 在 这 一 情形 下 ， 


24 
了 一 // Pear (7) Pan ly) drdy = // RD 一 一 一 一 一 dzdy 
VI 一 2Z2 一 22 /1 一 Z2 一 久 


22+y2&1 zx2+y2&1 
= [ Pas(z)(1 -zaz 
一 (一 TD) i [ Pap (zjz2kdz 
2p — DH (up— DI 1 
一 (一 br en 7 / Pan (x) Pn(z)dz = C2r i pp 
[320(10)]. 这 样 , 最 后 ， 
0, 除 n= m 二 2 的 情形 外 ， 
I= 和 — 1)!! 
( Dan 元， 如 n= m= 2p. 
读者 试验 证 所 作 运 算 的 正确 性 . 


19) 试 计算 积分 ( 刘 维 尔 ) 
R(N) = 人 /= (stvt) gi-1ya-1gzdy (A>0). 
利用 莱 布 尼 芯 规则 求 得 它 对 参数 和 的 导数 : 


一 一 人 = [= (z+y+ 入 , ) < 二 -1981 dzxdy @ 
TV 


处 只 换 一 个 变数 m, 令 ( 当 y= 常数 时 )z = 入 所 以 至 = - 安 ; 我 们 得 


要 =-3f [: -(vtz+ 关 ) y3— 1 各- ldyadz = 一 3 3R. 


积分 这 一 简单 微分 方程 , 得 R= Ce-3\. 如 令 入 = 0 就 可 决定 常数 C: 


0-o-r 国 r 国 -二 -各 
因此 , 最 后 ， 
R= He ™ 


20) 试 计算 积分 
a/ [ y COS PY Co8 2kv5 oy, 


@ 建 议 读者 验证 积分 R 的 存在 及 人 允许 应 用 莱 布 尼 茨 规则 , 后 者 可 如 在 单 积分 情形 时 用 同样 的 观 
察 而 处 理 . 
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y (其 中 = 常数 ). 
因为 积分 号 下 的 函数 其 绝对 值 不 超过 函数 
ee 
7 
人 当然 它 在 第 一 象限 内 的 积分 是 有 的 [参看 7)], 故 积分 4 的 存在 得 
NN 以 保证 . 
0 以 (D) 表 第 一 象限 中 z > y 的 部 分 (在 图 80 中 打 了 斜 线 )， 
显然 , 我 们 有 
图 80 
A= 2 // ez-yco8 ARVTY a 
(D) VTY 
现在 按 公 式 ; a 
4 一 人 十 YY， 了 三 


进行 变量 变换 , 点 (w,v) 在 uv 平面 上 描画 出 与 (D) 相对 应 的 区 域 (A), 故 ww > v 同时 


在 代入 后 得 


D(z,y) Vy 和 vy D(u, v) ou v2 


cos kv ”coskyv 
一 2 e J = 一 2 e “du 一 一 一 av. 
4=2// 。 Vu — v2 / 0 Vu 一 22 


Dl(uv) zy 2v2 一 2 及 D(z,y) _ 全 


为 了 计算 里 面 的 积分 , 我 们 令 


而 它 就 化 为 积分 


v=uUsing, dv= ucos0d0 = Vw 一 72d0， 


的 
/ cos(ku sin 0)d0 一 也 (ku) 


0 
[440,12)]. 利用 熟知 的 结果 [524,3)], 最 后 得 : 


nT 


Vk2+1 


A= = e “Jo(ku)du = 
0 


21) 试 计算 积分 


Ce Ce 
一 1 1 €- “V+Y? cos ZE cos yndzdy, 
o Jo 


其 中 a,é 及 5 是 常数 且 a > 0. 


显然 ， 


从 
~ 


1 十 co 十 ce 
B= i/ / ‘dzdy. 
4 一 co 一 oo 


T=rcos0, y=rsingd, 


变 到 极 坐标 ; 同时 为 了 简化 计算 起 见 , 又 令 


€=pcosyp, n= psiny. 
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代入 并 略 加 改变 后 得 
B= 3 { 广 wf “coslrpcos(0 — p)]: rdr 
27 
+/ wf ”coslrp cos(0 + yp)]: rdr}. 
令 9 干 9 二 入 并 利用 周期 性 , 我 们 将 这 两 个 逐次 积分 化 为 同样 的 一 个 : 


2r oo 到 oo 
1 本 2 _ 
二 了 GAN e cos(rpcos A) :rdr 一 dad 和 e ”cos(rp cos 入 ) :rdr. 
4 0 0 0 0 


容易 计算 出 (例如 , 分 部 积分 ) 


feosbr rar= (a > 0). 
0 


2 +4 2)3 
此 时 ， 
要 2 2 2 
Bp- Br 
0 (a2+p?cos? 和) 2 (a2 十 p2)3 
一 工 a 
2 (+e+m) 


在 更 一 般 形状 下 也 可 证 明 (用 同一 方法 ): 如 积分 
广 广 of(VZ2 十 Vy2) cos zré cos yndrdy B 
0 Jo 


在 在 , 则 它 恒 仅 与 V 经 十 92 相关 , 即 有 FwV 经 十 92) 的 形状 . 
22) 设 (D) 是 由 不 等 式 0 < xz < a 及 y < zx 所 指 的 三 角形 
OAB( 图 81), 而 f(z) 是 任意 一 自 0 到 a 的 连续 函数 , 将 二 重 积 2 4 


/ / f(ydzdy 
(p) V(a—z)(z—Y) 图 81 
用 两 利 方 法 化 为 次 积分 以 证 公式 
“fi f° 

[实质 上 , 这 是 犹 利克 雷公 式 597 10) 的 _ 竺 殊 应 用 不 过 这 一 次 应 用 到 反常 积分 上 罢了 ; 这 里 的 
奇 线 是 :7z 二 a 及 y== zl. 

我 们 利用 公式 (15) 来 解 一 个 属于 阿 贝尔 的 有 趣 问题 . 

设 ep(z) 是 一 已 给 函数 , 在 区 间 [0, a] 上 它 及 其 导 函 数 皆 连续 , 且 2(0) = 0. 要 来 确定 在 同一 
区 间 上 的 连续 函数 f(zx), 使 对 所 有 的 rz, 下 一 条 件 适合 : 

_ /f° fyady 


[这 种 类 型 的 方程 其 未 知 函数 在 积分 号 下 面 者 , 称 作 积 分 方程 . 阿 贝尔 方程 是 积分 方程 原始 例题 之 
一 , 现在 积分 方程 已 出 现 有 广泛 发 展 了 的 理论 .] 
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在 等 式 (16) 两 端 同 乘 上 一 一 一 =' 将 它 它 对 zx 自 0 积分 到 任 一 a(0 < a < a); 由 (15) 我 们 得 


,ve "/ f(y)dy. 
如 利用 我 们 所 已 知 的 结果 511,14), 在 左 端 及 右 端 对 a 取 导 数 , 则 就 得 到 所 求 函数 的 表示 式 : 


mn-l1/ ?0) ， 
Fa) 地 人 VE 


剩 下 还 要 验证 : 所 得 函数 满足 提出 的 条 件 . 它 对 a 的 连续 性 容易 借 在 511,14) 中 所 述 变换 来 
证 明 . 如 将 这 一 函数 代入 方程 (16), 则 依靠 公式 (15), 得 


:| a 万 与 | 所 的 = , p(tdt = yp(z) [Pp(0) = 0), 


这 就 是 所 要 证 的 . 

最 后 我 们 还 讨论 两 三 个 能 说 明 某 些 原则 性 东西 的 例题 . 

23) 首先 我 们 证 明 : 对 于 (甚至 非 负 函数 的 ) 反常 积分 , 第 594 目 中 自 二 重 积分 的 存在 可 推 得 
逐次 积分 存在 的 定理 一 般 不 成 立 . 

设 在 正方 形 [0,1;0,1] 中 函数 f(z,y) 定义 如 下 : 


2"， 如 z 一 之 二 及 0<y< 去 

zy) = (n=1,2,.… ;m= 1,2,... ,2"-1), 
0， ”在 其 它 各 点 . 

当 y = 常数 时 , 只 有 有 限 个 z 的 值 能 使 关 0. 这 就 是 说 ， 


[ f(x,yjdz= 二 0 及 [ wf f(x,y)dz = 0. 
0 0 0 
2m 


, 则 了 =0 且 户 f(z,W)ady = 0. 而 车 z= 常数 


= am , 则 pA zx,Yy)dy = /让 fay = 1. 由 此 可 见 , 逐次 积分 广 dz fo f(z,y)dy 不 存在 . 
[对 函数 f(z,y) 十 f(y,7), 显然 , 两 个 逐次 积分 没有 一 个 存在 1 
至 于 二 重 积 分 , 则 我 们 首先 注意 , 奇 点 填 满 了 z 轴 上 的 线段 [0,1]， 对 任何 的 e > 0 在 和 矩形 
[0,1; ce 了] 上 函数 / 只 在 有 限 个 直线 段 即 对 去 > < 的 = 22 二 + 上 异 于 0. 故 


// f(x,y)dzrdy = 0; 
[0,1;e,1] 


当 e 一 0 变 到 极限 时 , 就 可 见 到 


/ [ f(x, ydrdy = 0. 
[10,1;0,1} 
24) 不 难 确证 , 二 重 积分 


oo oo Oo0 oo 
a) / / e “Ysinzdrdy, (6) / / sin{z2 + y 2)drdy 
0 Jo 0 Jo 
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都 不 存在 (在 第 612 目 所 给 出 定义 的 意义 下 ). 
在 情形 (a) 下 很 清楚 , 积分 号 下 函数 绝对 值 的 积分 不 存在 , 因为 否则 逐次 积分 


” ” ™ |sin zl| 
上 isnzlaz 上 e “ydy = 上 一 一 一 dz 
0 0 0 


将 有 有 限 值 , 但 事实 上 不 是 如 此 [477]. 于 是 , 由 613, 就 得 出 断言 . 
在 情形 (6) 下 , 如 以 (KR) 表 中 心 在 原点 半径 为 R 的 圆 的 四 分 之 一 , 则 变 到 极 坐 标 时 将 有 


和 R 
2 
/| sin(x? 二 2)dzdy = / wf sinr? .rdr = 工 (1 一 cos R*). 
(KR) 0 0 4 


当 尽 增 大 到 无 穷 时 这 一 式 子 没有 确定 的 极限 , 也 就 解决 了 问题 . 
很 奇怪 的 我 们 注意 , 在 所 讨论 的 两 例 中 的 每 一 个 , 其 两 种 逐次 积分 均 存 在 ( 甚 且 彼此 相等 ): 


[ |。 一 andz 一 人 sz 人 。 e dy 一 二 [522, 2°], 
人/ wf sin(z2 十 g/ 5az= 人 wf sin(z2 + y ?dy = 了 [522, 5°]. 


因此 , 对 于 变 号 的 函数 , 逐次 积分 之 一 的 存在 还 不 足 保证 二 重 积分 的 存在 (我 们 回忆 一 下 , 在 
614 中 我 们 补充 要 求 了 函数 绝对 值 逐次 积分 的 存在 0) 

25) 因为 无 穷 矩 形 [0, 十 oc; 0, 十 oo] 不 能 当 作 任意 无 穷 伸展 的 区 域 (如 在 第 612 目 中 定义 所 
要 求 者 ) 来 概括 , 而 只 能 当 作 形 如 [0, 4; 0, B] 的 特殊 给 形 区 域 的 极限 , 故 在 上 所 考察 的 两 情形 下 


仍 可 证 得 : 积 
/ | dzdy 
[0,4;0,B] 


当 4,B 一 十 oo 时 有 一 确定 的 有 限 极限 存在 . 
这 立刻 可 以 从 积分 


// sin(z2 + y*)dzrdy 
[0,4;0,B] 
A B 人 B 
一 / sinz2dz . / cosy*dy 十 上 cos z2dz . 上 sin y2dy 
0 0 0 0 


看 出 来 , 它 在 所 述 极限 过 程 下 趋 近 于 极限 了 [522,5]. 
现在 我 们 来 考察 积 


4 sinz 4 e-Bz sinz 
// e "ysin zadz 一 / az 一 / 一 一 一 一 04. 
[0, 4;0,B] o 多 0 T 


右 端的 第 一 个 积分 ( 当 4 一 +oo 时 ) 趋 近 于 了， 而 第 二 个 ( 当 4, B 一 +oo 时 ) 有 极限 0, 因为 
其 绝对 值 不 超过 积分 
A —AB 
e Prdzr = il-e 
0 B 
这 样 , 最 后 取 极限 时 得 了 .@ 


邓 这 一 极限 与 两 逐次 积分 的 值 相 一 致 , 在 两 情形 下 都 如 此 , 当然 不 是 偶然 的 [参照 168]. 
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与 极限 过 程 特殊 化 相关 的 类 似 极 限 好 像 反常 积分 的 “ 主 值 ?[484] 一 样 . 在 任意 伸展 到 无 穷 的 
区 域 的 情况 下 也 可 考察 它们 , 如 在 区 域 的 外 面 令 函数 等 于 零 . 有 些 数学 家 认为 将 这 些 极限 就 放 在 
反常 二 重 积分 概念 的 定义 本 身 中 很 为 合适 (这 与 在 我 们 的 叙述 中 所 采用 的 定义 本 质 上 相 异 ). 在 这 
种 观点 下 ,24) 中 所 考察 的 两 个 积分 就 是 收敛 的 且 非 绝对 收 仇 ， 


附注 ”类似 的 情况 发 生 在 二 重 级 数 中 . 因为 我 们 在 那里 总 是 从 无 穷 长 方 矩阵 出 发 , 所 以 不 断 
用 加 边 的 有 限 长 方 矩 阵 来 概括 它 是 很 自然 的 . 这 已 被 我 们 安置 在 二 重 级 数 和 的 定义 中 [394]. 因此 
之 故 , 二 重 级 数 既 能 绝对 收敛 , 也 能 非 绝 对 收敛 . 然而 , 也 另 有 一 种 观点 存在 , 按照 这 种 观点 , 从 一 
个 无 穷 矩阵 中 可 以 用 任何 形式 的 一 些 曲线 分 离 出 有 限 块 来 , 只 要 这 些 曲 线 能 够 所 有 的 点 到 无 穷 远 
去 就 行 了 [612]. 如 站 在 这 种 观点 上 的 话 , 则 二 重 级 数 也 可 与 反常 二 重 积分 一 样 能 仅仅 绝对 收敛 . 
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81. 双 侧 曲面 


618. 曲面 的 侧 ”让 我 们 首先 来 建立 在 以 后 讨论 中 占 重要 地 位 的 曲面 的 侧 这 一 
概念 . 
在 许多 情形 中 , 这 个 概念 是 通过 直觉 就 可 以 了 解 的 . 如 果 曲 面 是 由 形 如 z = 
f(x, 的 显 方程 给 出 , 那 就 可 以 说 到 这 曲面 的 上 侧 或 下 侧 . 如 果 曲 面 范围 着 一 个 
立体 , 那 也 容易 想象 到 它 的 两 侧 一 一 朝向 立体 的 内 侧 ， 与 朝向 立体 的 周围 空间 的 
外 侧 . 

从 这 直觉 的 概念 出 发 , 我 们 现在 要 对 曲面 的 侧 这 个 概念 给 以 确切 的 定义 . 

考虑 一 个 光滑 的 曲面 (3), 它 是 封闭 的 或 者 是 由 分 段 光滑 的 边界 所 围 成 的 , 并 且 
它 上 面 没有 奇 点 ; 因此 , 在 这 曲面 的 各 点 上 都 有 确定 的 切面 , 它 的 位 置 随 着 切 点 位 置 
的 改变 而 连续 地 改变 . 

在 曲面 上 取 一 定点 Mo, 并 在 这 点 引 一 法 线 , 这 法 线 有 两 个 可 能 的 方向 (它们 可 
用 方向 余弦 的 符号 来 区 别 ), 我 们 认定 其 中 一 方向 . 沿 曲 面 画 一 个 起 自 Mo 而 又 回 到 
Mo 的 闭路 , 并 假定 它 不 越过 曲面 的 边界 . 令 点 M 沿 着 这 闭路 环行 , 并 在 其 各 个 接 
续 的 位 置 上 给 予 法 线 一 个 方向 ; 这 些 方向 就 是 由 我 们 在 起 点 Mo 处 所 选 定 的 那个 法 
线 方向 连续 地 转变 来 的 . 这 时 下 面 两 种 情形 必 有 一 种 发 生 : 令 点 M 环行 一 周 再 回 到 
Mo 时 , 法 线 的 方向 或 与 出 发 时 所 定 者 相同 , 或 与 出 发 时 所 定 者 相反 . 

如 果 对 于 某 一 点 Mo 及 某 一 通过 Mo 的 闭路 MoAMo, 后 一 种 情形 发 生 , 则 对 
于 其 它 任 一 点 Mi 也 容易 作出 一 个 起 自 Mi 而 又 回 到 Mi 的 闭路 , 使 回 到 Ma 时 


@ 我 们 常 采用 这 类 说 法 , 这 时 是 指 * 轴 本 身 垂 直 向 上 . 


局 
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法 线 的 方向 与 起 初 所 定 者 相反 . 例如 , 假若 我 们 理解 Mi Mo 为 曲面 上 连接 Mi 与 
Mo 两 点 但 不 越过 曲面 的 边界 的 任 一 曲线 , 而 MoMi 为 与 其 方向 相反 的 同一 曲线 , 则 
MiMo4MoMi 就 是 这 样 的 一 个 闭路 . 
在 这 情况 下 曲面 叫做 单 侧 的 . 所 谓 的 默 
和 E 一 一 一 5 比 乌 斯 带 (图 82) 就 是 这 类 曲面 的 一 个 典型 
| 们 把 一 长 方形 
ys 所 二 与 上 和 全 
Re Res = > 
J 点 与 D 点 相合 , 我 们 就 可 得 到 它 的 一 个 模 
型 ， 假若 用 一 种 颜色 来 涂 这 个 扭 成 的 环 带 ， 
图 82 那 就 可 以 不 越过 它 的 边界 而 用 这 种 颜色 涂 
遍 环 带 的 全 部 . 像 这 一 类 的 曲面 不 在 我 们 今后 讨论 之 列 . 
现在 我 们 假定 不 论 Mo 是 怎样 的 点 , 不 论 通过 Mo 而 不 越过 曲面 边界 的 线 是 怎 
样 的 闭路 , 沿 此 线 进行 一 周 再 回 到 起 点 Mo 时 , 法 线 的 方向 与 起 初 所 定 者 相同 . 在 这 
些 条 件 下 的 曲面 叫做 双 便 的 . 
设 5 是 一 个 双 侧 曲面 . 在 3 上 任 取 一 点 Mo, 并 给 这 点 的 法 线 一 个 确定 的 方向 . 
取 这 曲面 的 其 它 任 一 点 AM, 我 们 用 任 一 个 在 曲面 上 但 不 越过 曲面 边界 的 道路 (K) 
来 连接 Mo 与 Mi, 并 令 点 M 沿 这 道路 从 Mo 进行 到 Mi+. 如 果 这 时 法 线 的 方向 连 
续 地 改变 , 则 点 M 到 达 Mi 的 位 置 时 就 带 着 一 个 完全 确定 的 法 线 方向 , 不 依赖 于 道 
路 (K) 的 选择 . 实际 上 , 假若 说 M 沿 着 两 个 不 同 的 道路 (Ka ) 与 (Ks) 从 Mo 进行 
到 Mi 时 , 我 们 会 到 Mi 点 得 到 两 个 不 同 的 法 线 方向 , 则 闭路 Mo(Ki)MCEK5 1!)Mo 就 
会 使 得 回 到 Mo 时 所 带 的 法 线 方向 不 同 于 起 初 的 法 线 方向 . 这 和 双 侧 曲面 的 定义 相 
矛盾 . 
由 此 可 见 , 在 双 侧 曲面 上 , 选 定 了 一 个 点 上 的 法 线 方 向 便 上 唯一 地 决定 全 部 点 上 
的 法 线 方向 的 选择 . 曲面 上 全 部 点 的 集合 连同 那 按 指定 的 规则 对 这 全 部 点 上 的 法 线 
所 给 予 的 方向 , 叫做 曲面 的 一 个 定 侧 ?7). 
619. 例 1) 最 简单 而 又 最 重要 的 双 侧 曲面 的 例子 是 用 显 方程 z = f(z,y) 表达 的 曲面 , 这 
里 假定 函数 z 在 某 一 平面 区 域 (D) 内 连续 , 并 且 在 这 区 域内 有 连续 的 偏 导数 
= 空 与 9= 经. 
Ox Oy 
97) 特 别 是 , 从 所 引入 的 定义 与 前 面 对 此 所 作 的 说 明 , 可 以 作出 对 今后 来 说 重要 的 结论 . 首先 , 曲 
面 的 侧 完全 由 此 曲面 上 在 每 一 点 的 法 线 方向 (两 个 可 能 的 方向 中 的 一 个 ) 所 确定 . 第 二 , 前 面 所 
提 到 的 选择 不 是 随意 的 , 所 考察 的 曲面 上 相应 于 点 M 的 法 线 方向 应 当 连 续 地 依赖 于 点 M 的 位 
置 . [这 一 要 求 只 有 表 为 方向 余弦 的 说 法 才 是 方便 的 : 在 点 M 选择 的 法 线 方向 与 坐标 轴 夹 角 的 余 
弦 一 -cos Xecosm cosy 一 应 是 M 的 连续 数值 函数 , 这 后 一 连续 性 条 件 的 表述 在 今后 常常 会 用 
到 . 应 指出 , 正 是 由 于 连续 性 条 件 , 在 定 侧 时 , 仅 在 曲面 的 一 点 上 确定 法 线 方 向 才 是 可 以 的 一 一 曲 
面 在 其 余 点 的 方向 已 经 成 为 确定 的 了 .] 


最 后 , 第 三 , 由 单 侧 曲 面 与 双 侧 曲面 的 定义 得 出 , 事实 上 单 侧 曲面 不 可 能 有 侧 , 同时 易 见 双 侧 曲 
面 总 是 有 且 仅 有 两 侧 , 前 面 所 说 也 证 实名 词 “ 双 侧 曲 面 ” 本 身 是 有 道理 的 . 


p 


[619] §1. 双 侧 曲 面 . 195 . 


在 这 种 情况 下 曲面 的 法 线 方向 余弦 具有 表达 式 : 


_ 一 2 加 一 4 加 1 
COS 入 二 一 一 一 一 一 一 ， cos 1 三 一 一 一 一 一 一， C08V 二 一 一 一 一 一 一 一 . 
士 VI1 十 D2 十 9g2 士 VIE 十 p2 十 9 士 V1 十 D2 十 9? 


在 根 式 前 选取 一 确定 的 符号 后 ,就 在 曲面 的 全 部 点 上 都 建立 了 确定 的 法 线 方向 , 因为 根据 假设 ， 
方向 余弦 是 点 的 坐标 的 连续 函数 , 故 它 所 定 的 法 线 方向 也 连续 地 依赖 于 点 的 位 置 . 由 此 显然 可 见 ， 
在 cos 入 , cos Hp cosz 的 公式 中 根 式 前 符号 的 选择 , 正 是 在 以 前 所 说 的 曲面 的 侧 这 个 概念 的 意义 之 
下 ,确定 了 曲面 的 一 侧 ， 

如 果 我 们 在 根 式 前 选取 正 号 , 则 在 曲面 的 全 部 点 上 

1 

TE 
是 正 的 , 就 是 说 所 选 一 侧 的 对 应 法 线 和 z 轴 作 成 的 角 是 锐角 . 因此, 由 这 选 定 的 符号 所 确定 的 曲 
面 的 一 侧 是 上 侧 . 反之 , 在 法 线 方向 余弦 的 表达 式 中 选取 负 号 就 显示 出 曲面 的 下 侧 (全 部 法 线 都 
和 z 轴 交 成 钝 角 ). 

2) 我 们 现在 考虑 , 更 一 般 地 , 任意 一 个 由 参数 方程 

T=7X(uv), Y=Yyu,v), z= z(u,v) (1) 

给 出 的 非 封 闭 的 光滑 曲面 (5) 并且 参 数 vv 在 wv 平面 上 某 一 有 界 区 域 (A) 内 变化 . 光滑 性 要 
求 (1) 中 各 函数 及 其 偏 导 数 都 在 (A) 内 连续 , 并 且 曲 面 没有 奇 点 . 此 外 (特别 着 重地 指出 ), 我 们 
假定 重点 不 出 现 , 所 以 曲面 的 每 一 点 只 能 从 参数 u,v 的 一 对 值得 到 . 

如 果 像 寻常 一 样 用 4, B,C 表示 和 矩阵 


’ 4 ’ 
Tu Yu Zu 
了 7 灵 
Ty Yv Zu 


中 三 个 行列 式 %) , 再 假设 恒 有 4A? 十 B? 十 C? > 0, 则 曲面 的 法 线 方向 余弦 可 用 熟知 的 公式 来 表达 : 


cosv 一 


A B 
VE Vari 
C 

Ey 

并 且 在 这 情况 下 根 式 前 选 定 一 种 符号 便 决 定 曲面 的 一 侧 , 所 以 曲面 是 双 侧 的 . 实际 上 , 如 果 符 
号 已 选 定 , 则 对 于 曲面 的 每 一 点 (因为 只 有 w,v 的 一 对 值 对 应 于 它 !) 公式 (2) 和 一 个 确定 的 法 线 
方向 相对 应 . 当 点 移动 时 , 法 线 方向 连续 地 改变 99)， 

没有 无 重点 的 假定 时 , 那 就 不 能 无 条 件 地 肯定 说 这 曲面 是 双 侧 的 ,因为 和 曲面 的 重点 Mo 对 
应 至 少 有 参数 的 两 对 不 同 的 值 wo, vo 与 wi, v1, 而 对 于 这 两 对 值 即 使 把 根 式 前 的 符号 取得 一 样 , 公 
式 (2) 仍 可 能 对 Wo 处 的 法 线 定 出 两 相反 的 方向 . 如 果真 是 这 样 , 则 这 曲面 一 定 是 单 侧 的 . 实际 


98) 我 们 记得 


cos 入 二 


(2) 


COS Z 二 


化 
4= / / 7 
VYy Zw Ty VY 


Yu | B= 


了 
,| 0= 
v 


7 a 
zh, 4 | 


99) 在 公式 (2) 的 每 一 个 根 式 前 都 取 正 号 所 确定 的 曲面 (5) 的 侧 称 为 用 所 考察 的 参数 表示 产生 的 
侧 ; 今后 我 们 有 时 用 记号 (S+ ) 来 表示 , 而 与 该 侧 相反 的 一 侧 用 记号 (8S- ) 表示 . 
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上 , 我 们 连接 点 mo(wo, v0) 与 点 mi (wi, v1) 成 为 ww 平面 上 一 个 茧 线 momi; 于 是 沿 这 曲线 我 们 
得 到 曲面 (S) 上 一 个 起 自 Mo 而 再 回 到 Mo 的 朵 曲线 : 若 一 个 点 带 着 一 个 法 线 方向 从 Mo 出 发 ， 
则 沿 这 曲线 环行 一 周 而 回 到 Mo 时 , 它 所 带 的 法 线 方向 已 与 出 发 时 所 定 者 相反 ! 

3) 若 一 光滑 曲面 (S) 是 封闭 的 ,， 围 着 某 一 个 立体 , 则 它 具 有 两 侧 内 侧 与 外 便 是 很 
明显 的 . 设 这 曲面 是 由 (1) 中 各 参数 方程 表达 . 这 时 , 虽然 关于 曲面 上 的 点 与 区 域 (A) 上 的 点 成 
一 一 对 应 的 假设 不 完全 能 实现 , 但 是 公式 (2) 中 符号 的 选择 却 全 然 确定 曲面 的 一 侧 . 事实 上 像 刚才 
上 面 说 过 的 那 种 情形 在 这 里 是 根本 不 可 能 的 . 


620. 曲面 和 空间 的 定向 设 (5S) 是 由 简单 闭路 (ZL) 所 范围 的 一 个 非 封闭 的 光 
滑 双 侧 曲 面 ;选取 这 曲面 的 一 个 定 侧 ， 我 们 现在 按 下 面 的 规则 对 闭路 (5) 记 上 一 确 
定 的 环行 方向 作为 正 向 : 这 一 个 方向 由 观察 者 看 来 必须 是 依 反 时 针 方 向 进行 的 ; 这 
时 假想 观察 者 依 这 方向 沿 着 这 界线 进行 , 且 与 选 定 的 一 侧 对 应 的 曲面 的 法 线 同 向 地 
站 着 .“ 反 时 针 方 向 ”的 含义 , 确切 地 说 , 就 是 观察 者 必须 在 他 左边 看 见 与 他 紧 接 的 曲 
面 的 部 分 . 对 于 曲面 上 每 一 个 围 着 一 部 分 曲面 的 简单 闭 曲 线 来 说 , 它 的 正 向 由 这 同 
一 个 规则 同时 建立 起 来 .? 与 正 向 相反 的 环行 方向 叫做 负 向 , 总 之 , 这 就 是 曲面 的 定 
向 概念 的 内 容 . 如 果 从 曲面 的 另 一 侧 出 发 , 则 法 线 要 改 其 方向 为 相反 的 方向 , 观察 者 
的 位 置 也 要 变更 ; 因此 按照 我 们 的 规则 必须 重新 布置 闭路 (L) 的 正 负 向 以 及 曲面 上 
其 它 各 闭路 的 正 负 向 : 曲面 改变 其 定向 . 由 此 可 见 , 如 果 始 终 保持 这 个 确立 了 的 规则 ， 
则 选 定 了 曲面 的 一 侧 就 确定 了 曲面 的 定向 ; 反之 , 选 定 了 曲面 边界 的 正 向 , 就 唯一 地 
确定 了 曲面 的 一 侧 . 
在 封闭 的 光滑 曲面 (5) 范围 着 某 一 个 立体 的 情况 下 , 这 里 所 能 谈 到 的 是 对 于 这 
个 立体 来 说 曲面 的 外 侧 或 内 侧 . 要 对 于 任 一 个 简单 的 闭 曲 线 用 上 述 的 规则 来 确立 它 
的 正 向 , 这 时 不 能 做 到 , 其 原因 是 双重 的 . 首先 是 这 种 曲线 (例如 在 环 面 上 的 任 一 经 
线 或 纬 线 ) 简直 可 以 “不 分 割 ” 曲 面 , 那 时 曲面 从 双方 紧 接 着 曲线 : 我 们 的 规则 不 能 
给 出 什么 . 然而 即使 闭路 “分 割 ” 曲面 成 两 区 域 , 它 也 同样 地 “范围 着 ”这 两 区 域 , 并 
且 我 们 的 规则 要 看 选取 的 是 哪 一 个 区 域 来 定 这 闭路 的 两 方向 中 哪 一 个 作为 正 向 . 以 
“分 割 ” 曲 面 的 那 种 闭路 为 限 , 我 们 开头 把 一 个 区 域 和 边界 一 同 指出 , 然后 正 向 就 完 
全 而 唯一 地 建立 起 来 @. 100) 于 是 曲面 的 两 定向 之 一 就 全 人 靠 所 选取 的 一 侧 决 定 ， 
久 当 在 闭路 上 确定 正 向 时 ,必须 只 考虑 这 个 部 分 . 
@ 如 果 考 虑 平面 上 由 同样 的 方向 所 确定 的 开 的 或 闭 的 曲线 , 则 在 第 一 种 情形 下 可 以 说 出 曲线 上 


的 任意 两 点 哪个 在 前 与 哪个 在 后 ,而 在 第 二 种 情形 下 只 有 指出 了 那 两 个 点 及 由 它们 所 限制 的 绝 线 
以 后 ,才能 够 那样 地 说 ,可 以 看 出 这 里 所 说 的 与 正文 所 说 的 相 类 似 之 处 . 


100) 这 样 一 来 ,例如 , 确定 了 球面 的 定 侧 以 后 , 我 们 可 以 谈论 沿 此 球面 的 上 半球 面 的 边界 环行 方向 
的 正 负 ; 同样 可 以 谈论 沿 下 半球 面 边界 环行 的 正 负 方 向 . 然而 不 能 谈 沿 球面 赤道 本 身 环 行 的 正 负 
方向 . 

总 体 上 可 以 说 , 给 曲面 定向 是 选择 (相应 于 所 考虑 的 昔 面 的 侧 ) 沿 着 每 个 位 于 曲面 上 , 由 简单 分 
段 光滑 闭路 所 范围 的 区 域 的 边界 环行 的 正方 向 . 上 述 进行 选择 的 规则 可 以 比 此 前 课文 中 所 说 的 表 
述 得 更 为 正式 一 些 . 事实 上 , 更 为 正式 的 表述 在 下 一 目 中 . 同样 可 参看 下 页 上 的 脚注 101). 
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如 果 对 于 每 一 个 这 样 的 曲面 , 把 那个 和 曲面 的 外 侧 对 应 的 定向 规定 作 正 的 定向 ， 
而 把 和 它 相反 的 当 作 负 的 定向 , 则 空间 本 身 由 此 而 产生 了 某 种 确定 的 定向 . 这 完全 类 
似 于 平面 上 任 一 简单 闭 曲线 的 正 向 (可 以 说 是 正 的 定向 ) 的 选取 , 可 以 表征 平面 的 定 
向 [548|. 

现在 定义 的 那个 空间 定向 , 归根 到 底 是 以 
反 时 针 方向 的 旋转 作为 它 的 基础 的 ， 叫 做 右 
手 定向 . 若 所 持 的 出 发 点 是 顺 时 针 方 向 的 旋 
转 , 则 得 到 空间 的 左手 定向 . 为 了 避免 混乱 起 
见 ,我 们 今后 在 空间 定向 起 作用 的 那些 问题 上 
总 是 预定 右手 的 空间 定向 . 

必须 指出 , 空间 坐标 轴 的 安排 要 由 所 规定 
的 空间 定向 去 决定 . 在 右手 定向 下 , 坐标 轴 要 
安排 得 这 样 ， 当 我 们 从 正 的 z 轴 望 它们 时 , 由 
正 的 z 轴 到 正 的 y 轴 的 旋转 是 按 反 时 针 方 向 . 
进行 的 ( 当 字 和 母 zyz 循环 轮换 时 这 也 保持 有 效 )( 图 83, a)); 在 左手 定向 下 , 所 说 的 旋 
转 就 顺 时 针 方 向 进行 (图 83, 6)). 在 第 一 种 情形 下 坐标 系 Ozyz 叫做 右手 的 , 而 在 第 
二 种 情形 下 叫做 左手 的 . 遵照 上 面 所 定 的 条 件 , 我 们 今后 在 所 指 的 各 情况 下 采用 右 
手 坐 标 系 . 


621. 法 线 方向 余弦 公式 中 符号 的 选择 ”我们 现在 要 对 前 面 说 过 的 概念 , 即 曲面 
的 一 个 侧 的 选择 和 其 一 个 定向 的 建立 两 者 之 间 的 关系 , 给 出 一 个 在 以 后 极 重要 的 应 
用 . 

我 们 再 考虑 简单 的 非 闭 的 光滑 曲面 (3), 并 选取 它 的 一 个 定 侧 (跟着 也 选 好 了 定 
向 由. 设 (A) 是 ww 平面 上 的 区 域 (人 A) 的 边界 , 而 (Z) 是 我 们 的 曲面 上 和 它 对 应 的 边 
界 . 我 们 假定 (这 总 容易 实现 ), 边 界 (L) 的 正 向 对 应 于 边界 (A) 的 正 向 . 于 是 对 于 两 
个 彼此 对 应 的 在 区 域 (A) 内 的 闭路 (A) 和 在 曲面 ($) 上 的 闭路 (1), 也 有 同样 的 情 
形 :(A) 的 正 向 引出 (1) 的 正 向 .@ 

在 这 些 条 件 下 为 了 显示 所 选 的 曲面 一 侧 , 必须 选取 法 线 方向 余弦 公式 (2) 中 根 
式 前 的 正 号 101). 

@@ 因 为 一 闭路 的 方向 可 以 由 它 的 任 一 部 分 的 方向 来 判断 , 所 以 对 于 和 (A) 有 一 公共 部 分 的 闭路 
(A) 来 说 , 所 下 的 断言 是 显明 的 , 然后 容易 变 到 一 般 场 合 . 
10D) 从 楷体 字 所 述 的 假定 推出 , 范围 曲面 (S$) 上 某 一 区 域 的 边界 (ZL) 的 环行 方向 , 可 按 下 述 规则 
确定 . 首先 确定 曲面 (9), 或 至 少 是 (S) 上 的 一 部 分 区 域 连同 范围 这 个 区 域 的 边界 (L) 的 参数 表示 
z= 二 z(u,v),Y = guiz= z(u,v). 其 次 , 求 出 在 wwv 平面 上 与 曲线 (Z) 及 其 所 范围 的 区 域 相应 的 、 
互相 单 值 确定 的 曲线 (A) 与 区 域 (A). 现在 假定 ,ww 平面 补 上 与 坐标 轴 w 与 v 的 配置 相应 的 定向 
[参看 548]. 我 们 可 以 按 下 述 方式 确定 与 曲面 (5) 所 选 的 侧 相 应 的 边界 (ZL) 的 环行 方向 . 如 果 所 选 
曲面 (5) 的 侧 是 (S+ ) 侧 , 那么 对 (LZ) 的 正 向 是 这 样 的 环行 方向 : 它 与 边界 (A) 的 正 的 环行 方向 相 
对 应 ; 反之 , 在 (S_ ) 侧 的 情形 对 (ZL) 的 正 环行 方向 对 应 于 边界 (A) 的 负 的 环行 方向 . 


图 83 
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要 证 明 这 个 断 语 只 要 查 明 , 至 少 有 一 点 处 由 这 些 带 正 号 的 公式 所 确定 的 方向 和 
所 要 求 的 法 线 方向 相 一 致 . 取 曲 面 上 任意 一 个 内 点 Mo; 在 区 域 (人 A) 内 有 和 它 对 应 的 


点 mo(uo, v0). 


设 在 这 点 处 , 璧 如 说 , 行列 式 


7 7 
Ty yu 


2 网 


不 为 零 . 于 是 在 wv 平面 上 找 得 到 点 mo 的 
一 个 这 样 小 的 邻 域 (其 边界 为 (A)), 使 得 在 
曲面 (5) 上 和 它 对 应 的 点 Mo 的 邻 域 (其 
边界 为 (1 人 )) 是 一 一 对 应 地 射影 到 zy 平面 
图 84 上 . 用 (k) 表 这 射影 在 zy 平面 上 的 闭路 

(图 84). 

如 果 在 所 考虑 的 点 处 以 及 在 它 的 邻 域 内 C > 0, 则 对 应 于 闭路 (和 ) 的 正 向 有 闭 
路 (有 的 正 向 ( 即 在 所 选择 的 坐标 轴 的 排列 下 其 方向 是 反 时 针 方 向 )[ 参 看 606，1?]， 
从 图 形 中 显然 可 见 , 要 曲面 上 和 (k) 对 应 的 闭路 (1) 的 方向 也 是 反 时 针 方 向 ,就 必 
须 从 上 面 朝 它 看 , 因此 在 这 情况 下 点 Mo 处 的 法 线 应 该 是 向 上 的 , 即 应 该 与 z 轴 交 
成 锐角 . 如果 在 公式 (2) 中 取 正 号 , 则 由 公式 (2) 就 正 有 这 情形 , 因为 当 C > 0 时 
cosy > 0. 反之 ,C < 0 时 法 线 应 该 与 z 轴 交 成 钝 角 , 这 在 上 述 选取 的 符号 下 一 样 地 
成 立 , 因为 C <0 时 cosv < 0. 

若 光 滑 的 曲面 (5) 是 闭 的 而 且 范 围 着 某 一 个 立体 [参看 619,3"], 则 对 于 它 来 说 
就 有 类 似 的 情形 发 生 . 假 设 我 们 已 认定 了 曲面 的 一 个 定 侧 , 并 且 假 设 对 应 于 区 域 (A) 
内 任 一 闭路 (Xo) 的 正 向 有 曲面 (5) 上 由 它 定 义 的 闭路 (10) 的 正 向 , 只 要 (10) 所 范围 
的 那个 在 曲面 (5) 上 的 区 域 是 与 ww 平面 上 由 闭路 (Xo) 所 范围 的 区 域 相 对 应 . 在 这 
种 情况 下 , 上 面 对 于 开 曲 面 所 证 明 的 命题 这 时 也 是 正确 的 . 


622. 分 片 光滑 曲面 的 情形 在 620 目 中 所 发 展 的 概念 , 也 为 曲面 的 侧 的 概念 
推广 到 分 片 光滑 的 曲面 的 情形 提供 了 一 个 便利 的 方法 . 第 618 目 中 所 叙述 的 一 些 见 
解 不 能 直接 地 应 用 到 这 里 ， 因 为 沿 着 那些 连接 各 片 光滑 曲面 的 “ 棱 ” 没 有 确定 的 切 
面 , 而 且 通 过 这 些 棱 时 谈 不 到 法 线 方向 的 连续 变化 . 

设 给 定 的 分 片 光滑 的 曲面 (5) 是 由 各 光滑 的 曲面 (51), (52),… 所 组 成 , 它们 是 
沿 着 棱 ( 即 它们 边界 的 公共 部 分 ) 一 个 接着 一 个 的 ， 首先 假设 这 些 面 片 中 各 片 分 开 
来 都 是 双 侧 的 . 可 是 , 要 能 够 把 整个 曲面 (5) 看 作 是 双 侧 的 , 这 个 假设 自然 是 不 充分 
的 ; 不 难看 出 默 比 乌 斯 曲面 是 由 两 片 光滑 的 双 侧 曲面 作成 的 . 

在 每 片 曲面 (5;)(i = 1 2 ……) 的 边界 (Ki) 上 选取 其 两 方向 中 之 一 作为 正 向 ; 我 
们 已 知道 , 这 可 以 确定 曲面 (5;) 的 一 侧 . 若 这 选择 法 能 够 进行 到 这 样 , 使 得 相 接 的 
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两 边界 的 公共 部 分 中 总 是 在 两 边 具 两 个 相反 的 方向 (图 85), 则 只 有 这 时 曲面 (S) 是 
双 侧 的 . 曲面 (5) 的 一 侧 定 义 为 由 所 述 方法 选 出 来 的 它 的 各 部 分 的 侧 的 总 和 . 

如 果 就 在 一 个 地 方 把 一 个 边界 的 方向 改 为 相反 的 方向 , 则 为 了 遵守 我 们 的 条 件 
必须 对 所 有 的 边界 都 这 样 做 . 于 是 所 选 的 各 片 曲 面 (Si) 的 侧 都 要 用 与 它们 相反 的 侧 
来 替代 ; 这 些 相反 的 侧 的 总 和 就 组 成 曲面 的 第 二 侧 . 

为 了 要 掌握 所 作 的 一 些 规定 , 向 读者 建议 : 1) 用 一 立方 体 的 面 (图 86) 作为 例子 ， 
选择 其 六 个 面 的 边界 的 应 有 方向 来 实现 这 些 规 定 , 2) 假若 企图 对 一 已 分 解 成 为 两 个 
或 多 个 双 侧 曲面 的 默 比 乌 斯 带 也 这 样 做 , 坛 了 解 当中 会 有 那些 困难 发 生 , 最 后 , 3) 指 
出 上 面 所 给 的 关于 曲面 侧 的 定义 与 曲面 被 分 解 为 怎样 的 光滑 面 片 无 关 . 


82. 曲面 面积 


623. 施 瓦 茨 的 例子 ”曲面 面积 的 概念 与 曲线 长 的 概念 有 相似 的 地 方 . 我 们 已 定 
义 (开口 ) 绝 长 为 内 接 于 这 弧 的 折线 的 周 界 当 其 各 个 边 长 趋 于 零 时 的 极限 . 在 曲面 
( 壁 如 说 也 是 开 的 ) 的 情况 下 , 很 自然 地 会 去 考虑 内 接 于 它 的 多 面 形 , 并 且 定 义 曲 面 
面积 为 这 多 面 形 的 面积 当 其 各 个 面 的 直径 趋向 于 零 时 的 极限 . 

可 是 在 19 世纪 末 这 个 定义 的 缺陷 已 被 揭露 出 来 . 那 就 是 施 瓦 茨 (H. A. Schwarz) 
证 明了 上 述 极限 甚至 对 于 简单 的 直 圆柱 面 都 可 以 不 存在 ! 我 们 来 给 出 这 一 具 启 发 性 
的 例子 . 

设 给 出 一 个 半径 为 R 与 高 为 H 的 圆柱 面 . 用 下 面 的 方法 画 内 接 于 这 柱 面 的 多 
面 形 . 将 柱 面 的 高 分 为 m 等 分 , 过 每 一 分 点 作 垂 直 于 这 柱 面 的 轴 的 平面 , 于 是 在 这 
曲面 上 得 到 m+1 个 圆周 (包括 柱 面 两 底 上 的 圆周 在 内 ). 将 每 一 圆周 分 为 n 等 分 ,使 
上 一 圆周 的 分 点 位 于 其 下 一 圆周 的 弧 的 中 点 上 头 . 


多 这 个 部 分 也 可 以 由 一 些 单独 的 面 片 组 成 . 
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由 所 有 这 些 弧 的 弦 以 及 连接 每 一 弦 的 端点 到 其 上 一 国 
7 5 周 上 和 下 一 圆周 上 的 分 点 (它们 恰巧 分 别 地 安置 在 对 应 
Vy 


的 中 点 上 头 和 下 头 ) 的 线段 作成 三 角形 (图 87)， 这 些 三 角 
。 形 的 总 数 是 2mm 个 , 并 且 都 是 全 等 形 ， 它 们 总 合 起 来 就 构 
a 成 我 们 所 需要 的 一 个 多 面 形 (5.n); 图 88 就 代表 它 的 一 个 
模型 . 
图 87 我 们 现在 来 计算 每 个 三 角形 的 面积 o. 取 弦 做 底 , 其 长 
等 于 
2Rsin =. 
求 三 角形 的 高 4B( 参 看 图 形 ), 要 我 们 注意 4B = 
VACTT BC, 其 中 


AC =0C -04=R(1-cos7™), BC = 


因此 , 这 一 三 角形 的 面积 等 于 


2 加 
sRein TE (1 ~cos) + (三 ) ， 
n n m 


而 多 面 形 的 全 面积 等 于 
A Pmn = 2mno = 2R .nsin = 
图 88 当 m 与 n 无 限 增加 时 , 所 有 三 角形 的 直径 赵 


向 于 零 , 但 面积 区, 没有 极限 . 实际 上 , 若 令 mm 与 
n 这 样 地 增加 , 使 得 比值 二 趋向 于 一 个 确定 的 极限 g: 


> mm 
lim 75 一 0 


则 因 我 们 原 有 


jim7m . sin~ = 7， 
而 另 一 方面 根据 所 作 的 假设 又 有 


lim m (1 一 COS 二 ) = limm .2sin2 = li 
人 2n 


| 
So| 


所 以 
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我 们 看 到 , 这 个 极限 实质 上 依赖 于 9 的 大 小 , 即 依赖 于 m 与 n 同时 增加 的 方式 . 当 
4= 0 时 而 且 只 有 在 这 时 , 所 说 的 极限 等 于 2xRH( 这 是 在 几何 学 教程 中 所 已 求 出 的 
面积 的 大 小 ), 但 它 甚 至 可 以 和 9 同时 为 无 穷 大 . 因此 , 当 m 与 n 两 数 各 自 独 立地 变 
到 无 穷 大 时 , 面积 3», 确实 没有 确定 的 极限 . 由 此 可 见 , 如 果 站 在 上 述 定义 的 观点 
上 , 则 柱 面 是 设 有 面积 以 

重要 的 是 要 了 解 , 在 内 接 于 曲线 的 折线 情况 与 内 接 于 曲面 的 多 面 形 情况 间 有 些 
什么 区 别 . 为 了 简便 起 见 , 我 们 把 所 说 的 曲线 与 曲面 都 算 作 光滑 的 . 在 曲线 上 , 只 要 
所 作 折 线 的 各 个 弦 足 够 小 , 则 每 个 弱 的 方向 与 其 对 应 台 上 任 一 点 处 的 切线 方向 要 相 
差 多 小 就 多 小 ， 所 以 这 种 无 穷 小 的 弦 可 以 越 来 越 加 准确 地 当 作 其 对 应 的 弧 的 元 素 . 
相反 , 要 多 小 就 可 多 小 的 那 种 顶点 落 在 曲面 上 的 多 角形 的 面 , 可 以 完全 地 按 自己 在 
空间 的 位 置 不 与 曲面 的 切面 接近 ; 在 这 种 情形 下 它 显 然 不 能 蔡 代 曲 面 的 元 素 . 这 种 情 
形 很 好 地 说 明了 刚才 所 考虑 的 例子 : 柱 面 的 切面 全 是 直立 的 , 而 内 接 于 柱 面 的 各 个 
三 角形 的 面 当 4 很 大 时 几乎 都 变 成 水 平 的 , 而 构成 一 些微 小 的 皱纹 . 


624. 曲面 面积 的 定义 ”整个 以 上 所 述 , 引 使 我 们 想到 预先 要求 于 所 给 曲面 的 内 
接 多 面 形 的 , 不 仅 是 它 的 各 个 面 的 直径 要 趋向 于 零 ， 而 且 这 些 面 在 空间 的 位 置 要 无 
限 地 接近 于 曲面 的 各 个 切面 的 位 置 . 

可 是 这 种 想法 要 完全 实现 很 不 简单 , 我 们 只 好 放弃 它 [参看 第 627 目 ]. 我 们 要 
以 另 一 种 但 也 完全 出 乎 自然 的 想法 做 基础 , 来 给 出 曲面 面积 概念 的 定义 . 

我 们 将 考虑 一 个 由 分 段 光 谓 的 闭路 (L) 所 范围 的 开 的 光滑 曲面 (5). 设 这 曲面 
被 一 个 分 段 光滑 的 曲线 网 分 成 许多 部 分 


($1), (92)， “0 , (Sn), 


并 在 每 一 部 分 (5;) 内 任意 地 选取 一 点 Mi(i = 1,2,… ,n). 把 元 素 (5;) 垂直 地 射影 
到 曲面 在 点 Mi; 处 的 切面 上 , 我 们 得 到 在 射影 内 的 平面 图 形 (TT), 其 面积 为 工 . 

这 些 面积 T(i = 1,2,… ,n) 的 和 在 各 个 元 素 (Si) 的 直径 趋 于 零 时 的 极限 5S 也 
做 曲面 (5S) 的 面积 . 

若 用 和 表示 上 上述 的 各 个 直径 中 最 大 者 , 则 可 写 


5 起 
读者 无 论 用 “e-6 说 法 ”或 用 “序列 的 说 法 ”不 难看 新 订 出 对 这 一 极限 步 又 的 精确 说 
明 . 
其 有 面积 的 曲面 叫做 可 求 积 的 曲面 . 
625. 附注 为 了 使 所 说 的 定义 得 到 确切 的 意义 , 我 们 要 建立 下 面 的 辅助 断 语 : 


曲面 (9S) 上 每 个 直径 足够 小 的 部 分 (5') 是 一 一 对 应 地 射影 到 这 部 分 的 任 一 点 
M1' 处 的 切面 上 . 
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因此 , 如 果 前 一 目 所 指 的 曲面 的 一 切 元 素 (5;) 的 直径 都 足够 小 , 则 它们 在 其 对 
应 切面 上 的 射影 (7) 都 是 完全 确定 的 平面 图 形 . 这 些 图 形 都 是 由 分 段 光 滑 的 曲线 所 
围 成 的 , 而 且 显 然 是 可 求 面积 的 : 和 数 27; 具有 意义 . 

我 们 来 证 明 这 断 语 . 设 曲 面 (5) 是 由 参数 方程 


z= z(u,v), y = Yu v), z= z(u,v) (1) 


给 出 , 其 中 (wo) 在 ww 平面 上 一 个 由 分 段 光 滑 的 边界 (A) 所 围 的 区 域 (A) 内 变化 . 
同时 假定 在 (5) 的 点 与 (A) 的 点 之 间 有 一 一 对 应 关系 , 并 且 (5) 的 边界 (二 ) 上 的 点 


为 了 消除 与 边界 上 的 点 联系 着 的 一 些 困难 , 宜 在 事先 把 (1) 中 各 函数 扩充 到 某 
一 更 大 的 区 域 (A) 上 , 但 保存 其 可 微 性 [261], 从 而 就 得 到 作为 曲面 (5) 的 延展 的 一 
个 曲面 (5). 

曲面 (5) 的 每 一 点 Mo 可 用 曲面 (5) 的 这 样 的 一 块 面 (s) 来 覆盖 [如 果 所 说 的 
点 是 在 (5) 的 边界 上 , 则 (s) 算是 属于 (5) 的 ], 使 得 这 一 块 面 是 由 [228] 目 中 三 个 
显 方程 之 一 来 表达 并 且 射 影 到 对 应 的 坐标 面 上 某 一 圆 内 . 除 此 以 外 , 可 以 假定 在 (s) 
的 两 个 点 处 的 法 线 无 论 何 时 也 不 会 互相 垂直 (这 不 难 用 缩小 区 域 直径 的 办 法 来 达到 ) 
于 是 我 们 肯定 说 , 面 块 (s) 对 应 地 射影 到 它 的 任 一 点 处 的 切面 上 . 

要 证 明 这 一 断言 , 我 们 用 反 证 法 . 假设 这 个 断言 不 
成 立 , 于 是 在 (s) 上 就 有 这 样 的 三 个 点 Mi, M2, Ms, 使 
得 纺 Mi M2 平行 于 曲面 在 点 Ms 处 的 法 线 (图 89). 设 
这 时 曲面 (s) 本 身 , 璧 如 说 , 是 由 形 如 


z= f(zx,Y) 


的 显 方程 表达 , 这 里 点 (z, 在 zy 平面 的 圆 (k) 内 变 
动 . 通过 弦 Mi Ma 作 平 行 于 > 轴 的 平面 ; 它 沿 着 某 一 
弧 三 遍 与 曲面 (s) 相交 .@ 我 们 知道 112,114], 在 这 
弧 上 必 有 一 点 Ma, 在 这 点 的 切线 平行 于 这 个 弦 . 但 是 ， 
图 89 这 时 在 M4 处 的 法 线 一 定 是 垂直 于 这 个 弦 的 ,也 就 是 
垂直 于 在 点 Ms 处 的 法 线 的 , 这 与 我 们 的 假设 相 矛 盾 . 

于 是 我 们 的 断言 得 到 了 证 明 . 
由 此 出 发 我 们 现在 进行 证 明 起 初 所 作 的 断 语 . 对 于 曲面 (5) 的 每 一 点 Mo 我 们 
用 它 的 一 个 更 小 的 “ 邻 域 "(s') 来 替代 上 面 所 提 到 的 它 的 “ 邻 域 "(s), 使 得 它们 的 边界 
没有 公共 点 . 在 uv 平面 上 有 点 mo 及 它 的 邻 域 (8) 对 应 于 点 Mo 及 面 块 (9); 不 要 
把 (s') 与 (6/) 的 边界 列 入 (s) 与 (6') 之 内 , 就 是 说 它们 都 算 作 开 的 区 域 . 把 博 需 尔 


四 弦 Mi Mz 在 zy 平面 上 的 射影 线段 MI Ms 全 部 属于 图 (中 这 点 情况 在 这 里 发 生 了 作用 . 
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的 引 理 [175] 应 用 到 覆盖 着 全 部 区 域 (A) 的 开 域 的 集合 {(6)} 上 , 我 们 可 选 出 其 中 
有 限 多 个 开 域 来 覆盖 (A); 回 到 曲面 (S$) 上 , 也 就 不 难得 到 有 限 多 个 面 块 


(s1), (s2)， (sm)， 
用 来 覆盖 全 部 曲面 ($). 与 此 同时 , 我 们 还 要 考虑 起 初 所 提 到 的 较 大 的 对 应 区 域 : 
(s1)， (s2)， 机 , (Sm). 


对 每 个 i 言 我 们 取出 由 曲面 的 部 分 (S) - (s;) 上 所 有 点 到 (s) 上 所 有 点 的 距离 的 下 
确 界 , 并 用 7 表 这 些 下 确 界 中 最 小 的 一 个 . 设 我 们 的 曲面 部 分 (5') 的 直径 小 于 人 如 
果 它 的 某 一 点 落 在 某 一 个 确定 的 (%) 内 , 则 全 部 (5') 整个 地 包含 在 对 应 的 (si) 内 ; 
因此 (5') 和 (si) 同时 具有 所 要 求 的 特性 . 


626. 曲面 面积 的 存在 及 其 计算 ”我 们 要 证 明 在 前 面 所 给 的 一 些 假 设 下 曲面 (1) 
并 且 我 们 要 建立 一 个 计算 它 的 面积 的 方便 公式 . 
设 (5') 是 (5) 的 任 一 部 分 , 具有 在 前 一 目 开 头 所 述 的 特性 者 , 而 M'(z ,yz) 是 
它 的 任 一 点 . 把 坐标 原点 移 到 这 点 上 , 我 们 就 转 到 新 坐标 系 En 的 上 面 来 : 就 是 说 ， 
取 曲 面 在 点 M' 处 的 切面 作为 &x 平面 , 而 对 应 的 法 线 作 为 《 轴 (图 90). 坐标 变换 
的 公式 为 : 


n= (2— 2)cosaa + (y—Y)cosBa + (2 — 2) cosms, 


=(Z 一 ZJ)cosal 十 (一 Y)cosB + {(z— 2)cos, 
6 一 (Z 一 ZI)cos 和 二 (一 0)cos 凡 十 (z 一 2 cosv,, 


其 中 al) 02,* DZ 依照 下 表 


表示 新 有 旧 坐标 轴 间 的 夹 角 . 
因为 (5') 是 一 一 对 应 地 射影 到 én 平面 的 某 一 区 图 90 

域 (T') 内 , 而 另 一 方面 ,(S') 的 点 与 区 域 (A) 的 某 一 部 

分 (A') 的 点 又 是 一 一 对 应 地 联系 着 的 , 所 以 在 (T') 的 

点 与 (A') 的 点 之 间 也 具有 同样 的 对 应 关系 . 这 可 以 用 变换 公式 中 前 二 式 来 实现 , 只 

要 把 x,y,z 理解 为 函数 (1). 应 用 曲线 坐标 的 面积 表示 式 [605] , 我 们 有 


"= /Dele 


(2) 
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但 是 雅 可 比 式 
D(é,D Th cos ad + YCOSB1 + 2 COSY CosAo + Yeospi + 2 cosY 
D(u,v) Ti, COS a2 + YcOsf2 十 2 COsY 2 cosa2 + Ycos po + ,Cos yo 
是 与 两 矩阵 


人 
~ 


zh 只 cosal cosfP1 cosY 

20 YY) 2 ”cos az cos Bao cos 人力 
的 乘积 相对 应 的 行列 式 , 并 且 由 代数 学 中 熟知 的 定理 知 ， 它 等 于 每 两 个 对 应 的 二 阶 
行列 式 的 乘积 之 和 


SQ~ 


yh, 2 COSB1 COSY1 Zi COSY1 COSQ1 
多 2 cosf2 cos”y2 2 0 cosT72 cos ar2 
zh cos al COS 
十 | “ Yu |. 1 名 = AcosX + Beosn 十 Cocosz 
» 级 cosa2 cos D2 
在 这 里 我 们 利用 了 行列 式 


cosal1 COSB1 cos 人 
cosa2 cos DG2 ¢os’”Yy2 (= 1) 


cosA’ cosu’ cosz 


中 各 个 元 的 代数 余子 式 恰 好 等 于 各 个 元 自身 这 一 性 质 . 例如 ， 这 可 由 (cosoan， 
cos B1, cos y1)，(cos 02, cos Ba, cos y2)，(cos X,cos Hp cosz) 中 的 任 一 个 是 其 它 二 个 的 
向 量 乘积 {参看 664(2)] 而 得 来 . 

另 一 方面 , 如 果 用 4', B',C' 表示 行列 式 4, B,C 在 点 M' 的 值 , 则 
A B 


cosW = 


士 V42 + B2+02 土 453 十 万 5 十 C755) 
CY 


cos 入 二 


COSV 一 


(在 一 切 情况 下 取 同 一 种 符号 ), 因此 


总 
Dlu,v) 


44 +BB' 上 +CC| 
VC 

右 端 是 一 个 在 区 域 (A) x (A)@ 内 的 含 四 个 自 变量 w,v,w,v' 的 连续 函数 ， 当 
WU = U,V 二 vv 时 它 变 为 


V4 +B?+C2, 
@ 我 们 是 用 它 来 表示 点 (wv, wv ) 的 四 维 区 域 , 其 中 (wo) 与 (w,v ) 则 各 自 属于 二 维 区 域 (A). 
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并 且 它 与 这 式 相 差 一 个 量 a = alw,v,w,v)， 依据 上 述 函 数 的 一 致 连续 性 ， 只 要 点 
(wu,9) 与 (wv ) 的 距离 足够 小 时 , 这 个 量 a 就 可 变 得 任意 地 小 , 而 与 点 (w,v) 的 位 
置 无 关 . 
于 是 由 (2) 得 到 
T= / [ VE TB TOidudv + e'A’, 
(A’) 


其 中 = 与 A' 的 直径 同时 为 无 穷 小 量 , 也 可 以 说 , 与 5' 的 直径 同时 为 无 穷 小 量 . 把 
这 结果 应 用 到 曲面 (5) 被 割 成 的 各 部 分 (5i)(i = 1,2,… ,n) 上 去 , 我 们 得 到 一 列 同 


样 形式 的 等 式 
T= // V A? + B?+ Odudv + eiAi; 
(Ai) 
在 这 里 (Ai) 是 区 域 (A) 中 与 (5;) 对 应 的 部 分 . 相 加 , 得 
T= A?2 + B? + C2dudv+&, 
二 / | V+ Ete wdv + e 


其 中 
E 一 > SiA 人 Ai; 


显然 与 和 同时 为 无 穷 小 量 . 因此 , 当 和 一 0 时 并 ;到 的 极限 确实 存在 : 


5S= // V A? + B? + C2dudyv, (3) 
(人 A) 
按 定义 这 就 是 曲面 面积 . 
如 果 把 矩阵 
Th Yh 鸭 
TY 为 


“ 自 乘 ”起 来 而 作出 行列 式 


/2 /12 /2 7 7 /ol 1 7 
Ta 十 Yu 十 Ca ww 十 Yuyy 十 Zu 
了 


22 十 多 的 十 开罗 72 十 只 十 下 

则 由 代数 学 中 熟知 的 定理 它 正 好 等 于 42 + B? + C2?, 通常 令 
2 二 内 十 欢 王 五 玖 克 十 旋 多 十 区 坟 = 下 克 二 内 + 巡 =G， 

这 就 是 所 谓 曲面 的 高 斯 系数 , 在 微分 几何 学 中 起 重要 的 作用 . 用 这 种 记号 , 得 到 


A+B+CO =EG-F, 
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于 是 公式 (3) 也 可 写 为 : 


9 一 // VEG — F?dudv. (3*) 
(人 A) 
表示 式 
VA2+ B+ C2dudy = VEG— F2dudv (4) 
叫做 在 曲线 坐标 下 的 面积 元 素 . 


直到 现在 止 我 们 都 是 讨论 开 的 光滑 曲面 情形 . 如 果 曲 面 不 是 这 种 情况 , 但 可 分 
成 有 限 多 个 开 的 光滑 面 块 , 则 各 块 曲 面 的 面积 和 就 叫做 这 曲面 的 面积 . 同时 不 难 证 
明 , 这 样 定义 的 面积 实际 上 不 依赖 于 如 何 将 给 定 的 曲面 分 成 所 需要 形状 的 面 块 . 如 
果 整 个 给 定 的 曲面 是 由 参数 方程 表示 , 则 它 的 面积 在 上 述 一 般 情形 下 仍然 是 由 公式 
(3) 或 (3*) 来 表示 . 

最 后 说 到 最 简单 的 特殊 情形 , 就 是 曲面 (5S) 是 由 显 方 程 

z= f(z,y) 
给 出 , 其 中 (z,y) 在 zy 平面 上 的 区 域 (D) 内 变动 . 变量 z 与 y 具有 参数 久 与 v 的 
功用 . 像 平 常 一 样 , 令 
Oz Oz 
p= Bz d 一 By’ 


1 0 2 
0 1 ga 
作出 行列 式 4 = -p,B = -g,C = 1; 因此 在 所 考 虚 的 情况 下 
5S= // V1+p?+ gdrdy. (5) 
(D) 
回忆 对 于 法 线 与 z 轴 作 成 的 锐角 v 有 


我 们 按照 矩阵 


1 
coOSZ = 


面积 的 公式 也 可 写 为 : 
$= dy (58) 
(D) COSL 


最 后 , 如 果 不 特别 要 求 v 为 锐角 , 则 


9- /es (56) 


[参看 第 544 目 中 由 显 方程 y = f(z) 给 出 的 曲线 的 弧 长 公式 (7). ] 
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627. 用 内 接 多 面 形 的 接近 法 ”虽然 我 们 放弃 了 以 曲面 的 内 接 多 面 形 作 基 础 的 曲面 面积 概 
念 的 定义 , 但 现在 我 们 又 回 到 这 上 面 来 , 并 且 要 证 明 至 少 可 以 如 何 作 一 个 内 接 多 面 形 , 它 的 面积 确 
乎 趋向 于 所 给 曲面 的 面积 . 

我 们 主要 研究 一 个 当 区 域 (A) 本 身 是 一 个 和 矩形 , 而 它 的 边 是 与 坐标 轴 平 行 的 情形 . 
选取 曲面 (5) 的 确定 一 侧 , 因而 就 规定 了 它 的 边界 的 正 环行 方向 . 这 个 方向 可 以 算 作对 应 于 
矩形 (A) 的 边界 的 正方 向 . 我 们 知道 [621], 在 这 些 条 件 下 曲面 的 法 线 方 向 余弦 是 由 公式 


A B CO 
COS 入 三 一 一 < 一 一， C08 1 一 一 一 一 一 一 一 ， C08V 一 一 一 一 一 一 一 一 
VA2+B2+C? VA?2+B2+C? VA?2+ B+C? 


给 出 , 其 中 根 式 取 正 值 . 

用 和 和 矩形 (A) 的 边 平 行 的 线 把 它 分 成 许多 小 矩形 , 再 用 对 角 线 把 每 个 小 矩形 分 成 两 个 直角 三 
角形 (图 91,a))， 于 是 我 们 实行 上 区 域 (A) 的 一 三 角 剖 分 法 . 设 元 素 三 角形 之 一 为 Arnornarna2， 
它 的 顶点 为 

mo (uo, vo), m1 (uo 二 hh, v0)，, m2 (Uo, Vo 十 有 )， 
其 中 忆 与 及 为 同 号 的 数 . 在 曲面 (5) 上 和 它们 对 应 的 三 个 点 

Jo(zo,yozo)， Mi(z1,Y1,21), M2(x2,Y2,z2) 
确定 空间 内 某 一 三 角形 人 Mo Mi M2z( 图 91,6)). 所 有 这 样 的 三 角形 组 成 一 个 内 接 于 (5S) 的 多 面 形 
(2); 它 就 是 我 们 要 研究 的 对 象 . 若 使 每 一 个 这 样 的 三 角形 的 边界 的 方向 恰好 按 方向 Mo M1 M2 Mo 
对 应 于 人 momimz 的 边界 的 正 向 , 则 依照 622 目 中 所 规定 的 一 些 条 款 , 多 面 形 (了 2) 的 一 侧 就 这 


样 地 被 确定 了 . 
如 果 把 人 Mo Mi M2 射影 到 zy 平面 上 , 则 得 到 顶点 为 


No(xo,yo), Ni(z1,%), N2(x2,Y2) 


的 人 NoN1N2. 这 一 三 角形 的 面积 , 我 们 从 解析 几何 学 中 知道 , 其 大 
小 以 及 符号 (考虑 到 它 的 定向 !) 都 由 行列 式 


1 
Ozy 二 二 


2 


Z1 一 Z0 ~Yo 


YX2 一 YX0 VY2— yo 
来 表示 . 按 有 限 增 量 的 公式 ， 
21 一 Z0 二 Zuo + h,vo) — x(uo,v0) = Th (uo + Oh, vo)-h 
一 [zu (vo, vo) 十 el] “ h, 


其 中 ei 与 h 一 起 为 任意 小 的 量 ,不 依赖 于 点 (wo,v0) 的 位 置 .0 同 
样 有 


1 一 加 = (Wh + e2) .用 . 图 91 
X2— Xo0= (T+ ea) k, ya — Yo = (+ea):k, 
中 我 们 在 这 里 利用 到 导数 x 的 一 致 连续 性 . 类 似 的 讨论 后 面 也 用 到 . 
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其 中 各 个 导数 都 是 在 4 = wo,v = vo 时 计算 的 , 而 各 个 附 有 标记 的 字母 < 在 这 里 (和 以 后 ) 都 是 
表示 与 六 和 大 一 起 同 为 任意 小 的 量 , 不 依赖 于 点 (wo, v0) 的 位 置 . 于 是 这 一 个 量 ccy 可 写 为 


7 2 十 El 级 十 E2 


Ory 一 


2 2 十 ca Wtea 


=3hk(C + es) = (C 十 c5) 9 (6) 


其 中 6 是 Amomimz 的 面积 , 同样 , 对 于 其 它 两 坐标 平面 上 的 射影 我 们 又 得 到 : 
oys =(4+e6).0， os 一 (Be7) .5 (6a) 
现在 人 Mo Mi M2 本 身 的 面积 o 可 按照 公式 
0 = VoBy + ob + 02 
来 计算 , 于 是 又 得 到 表示 式 
o={ A?+ B?+C0?+es}.5. (7) 


不 难看 出 , 比值 
Caz czz Foy 
Oo Oo Oo 
表示 人 Mo Mi Mz 平面 法 线 上 对 应 于 平面 定向 的 方向 余弦 . 由 (6),(6a) 与 (7) 看 来 , 当 及 与 一 0 
时 这 三 个 比值 趋向 于 所 给 曲面 的 法 线 方向 余弦 , 并 且 对 于 多 面 形 ( 卫 ) 的 所 有 的 面 都 是 一 样 . 同样 
可 见 , 在 所 述 的 极限 过 程 中 多 务 形 ( 史 ) 所 有 的 面 的 直径 一 致 趋向 于 零 . 


最 后 , 把 属于 形式 (7) 的 一 些 等 式 加 起 来 , 不 难看 出 多 面 形 (了 ) 的 面积 
T=》 VA+B?+C.d+Y ce:0 


当 与 & 一 0 时 恰 趋 向 于 曲面 的 面积 (3). 
这 一 结果 自然 可 推广 到 当 区 域 (人 A) 是 由 多 个 矩形 组 成 时 的 情形 . 要 对 于 任意 一 个 区 域 也 施行 
三 角 前 分 法 , 那 就 需要 很 精密 的 (虽然 也 是 很 基本 的 ) 理论 ; 这 我 们 不 去 讨论 了 . 


628. 面积 定义 的 特殊 情况 ”再 设 所 给 的 光滑 曲面 没有 重点 . 它 具 有 由 公式 (3) 或 (3*) 所 
表示 的 面积 S. 我 们 假定 (s) 是 在 曲面 (5S) 上 划 出 来 的 某 一 个 由 分 段 光滑 的 曲线 (1) 所 范围 的 部 
分 ; 与 它 相应 , 有 区 域 (A) 内 一 个 也 由 分 段 光滑 的 曲线 (A) 所 范围 的 部 分 (5). 分 出 (s) 后 所 剩 下 
的 曲面 部 分 (5') 的 面积 , 以 及 (s) 本 身 的 面积 , 显然 分 别 等 于 


9' 一 // VEG— Fdudv, s= /| V EG — F?dudy. 
(A)—(5) (A) 


如 果 现 在 图 形 (s) 在 曲面 上 集结 于 一 点 或 一 线 , 则 同样 的 情形 也 发 生 于 平面 图 形 (5), 于 是 它 
的 面积 5 趋 于 零 . 与 此 同时 s 也 趋 于 零 , 所 以 


limS’ = 9 (8) 
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我 们 现在 假想 这 同一 个 曲面 是 由 另 一 种 表示 式 
和 一 和 (18 二 (2 二 2 


给 出 的 , 在 它 上 面 个 别 的 点 处 或 沿 着 个 别 的 线 有 “ 奇 点 ”出 现 (特别 是 , 在 这 函数 表示 式 下 出 现 的 
导数 变 为 无 穷 大 ). 把 这 个 点 或 线 用 它 的 邻 域 划分 出 来 , 所 余下 部 分 (3) 的 面积 像 平常 一 样 表 为 : 


3' = / [ EE*G* ~ F*2du* dv”*, 
(A*)—(6*) 


这 里 星 号 表示 相应 于 第 二 表示 式 的 各 量 . 但 我 们 已 经 知道 [ 见 (8)], 当 (s) 集结 于 上 述 的 一 点 或 一 
线 时 , 5 应 趋 于 5; 因此 , 要 得 到 5 我 们 可 在 上 面 的 公式 中 令 区 域 6* 集结 于 一 点 或 一 线 而 取 其 
极限 , 于 是 又 得 到 寻常 形式 的 公式 


= / [ E*G* 一 F*2du* dv’, 
J dA) 
只 是 这 积分 可 能 成 为 反常 的 
甚至 在 这 样 一 种 情形 , 即 当 曲面 (5) 一 般 地 是 光滑 的 , 但 在 个 别 的 点 处 或 沿 着 个 别 的 线 具有 
不 可 除去 的 ( 即 不 依赖 于 它 的 表示 方法 的 ) 奇 点 , 我 们 还 是 利用 积分 (3*) 来 表示 它 的 面积 , 尽管 这 
积分 是 反常 的 但 只 要 它 存在 就 行 . 显然 , 这 时 我 们 实际 上 定义 面积 8 为 面积 8 的 极限 , 即 我 们 把 
在 上 面 已 证 明了 的 等 式 (8) 在 这 里 当 作 我 们 起 初 的 定义 的 简单 扩张 . 


629. 例 1) 求 下 列 各 个 被 割 下 的 曲面 部 分 的 面积 ; 

(a) 双 曲 抛物 面 z = ry 被 柱 面 22 十 ?42 一 FE y > 0) 所 割 ; 
(6) 所 加 地 物 面 > 入 + 被 村 面 瑟 + 斤 = 所 割 ; 

(a) 双 曲 抛物 面 zy = az 被 柱 面 (x? + 92)2 = 2a2zy 所 割 ; 

(r) 球面 z2 十 只 二 22 = R? 被 柱 面 x 十 庆 = p2(p < R) 所 割 . 
解 (a) 我 们 有 p = y,q = x, 因此 按 公 式 (5)， 


S= // V1+ x? + yadrdy. 


zy>0 
72+y2< R2 


换 为 极 坐标 , 我 们 求 得 


和 R 
2 
=/ of 他 1+radr=f |[( +R)S-1]. 
0 0 


(6) 提 示 “ 利 用 广义 极 坐标 . 答 5 = 2rob[(1L+c) 一 ]. 
(a) 提 示 “ 换 为 极 坐 标 . 用 极 坐标 表示 的 柱 面 的 准 线 方程 为 r? = a? sin 20. 我 们 得 到 


s-30/ [(1 + sin20)3 ~ 1| 8. 
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(0) 答 5= 轨 xR(R- VR -7). 
2) 求 球面 z? 十 2 十 22 = R? 被 柱 面 z2 十 92 = Rx 所 市 下 的 部 分 的 面积 ('“ 维 维 亚 尼 立 体 ” 的 
上 下 底 的 面积 , 参看 597,20), 图 48). 


解 ” 对 于 上 底 来 说 , 我 们 有 
2 二 VR? — x2 — y, P= -=， 


R 
9=-d, VItP+E = ~ 
Z /Ra — x2 — oy 


s=22// ddy 
(p) VR2— 72 — yi 


并 且 由 圆周 22 十 多 = Rz 所 范围 的 圆 就 是 这 积分 的 区 域 . 
换 为 极 坐标 , 我 们 得 到 [参看 611,6)] 


go Rf aw/ ~ rar _ ‘nf wf/ ~ ra 
-了 do VPR2 一 72 0 0 V 页 2 一 75 
实行 积分 , 最 后 求 得 5 = 4R? (5 一 1). 
因为 半球 的 面积 等 于 2xR?, 所 以 半球 被 “ 维 维 亚 尼 立体 ” 制 去 后 所 剩 下 的 那 部 分 的 面积 等 于 
4R?, 因而 可 用 半径 R 表示 而 不 涉及 任何 无 理 数 ; 参看 597,20) 中 与 这 相关 的 关于 “ 维 维 亚 尼 立 
体 ” 的 体积 公式 的 附注 . 


于 是 


附注 “当然 , 在 区 间 -了 <0g 5 上 的 积分 不 能 用 在 区 间 0 < 9 < 5 上 的 积分 的 二 倍 去 替 
代 . 可 是 , 一 开始 计算 由 一 到 了 的 积分 时 , 就 必须 记 住 里 面 的 积分 表示 式 
Recosb r= 二 Reos0 
-VRE- 辣 = R— RVsin?0. 
对 于 0<9< 了 应 写成 这 一 个 形式 ，R(1 -~ sin 9), 而 对 于 -了 < b < 0 应 写成 另 一 个 形式 : 
R(1 十 sin0) [因为 根 式 总 为 正 的 , 而 在 第 一 种 情况 下 正弦 具有 正 号 , 但 在 第 二 种 情况 下 正弦 具有 负 
号 ]. 如 果 不 注意 这 点 , 就 会 得 到 错误 的 结果 . 


r=0 


3) 求 (a) 锥 面 六 十 z= 22 落 在 柱 面 十 妨 = RR 内 的 部 分 的 面积 ; (6) 锥 面 > = 
2xy(x,y 之 0) 包含 在 平面 x = a 与 y 二 5 之 间 的 部 分 的 面积 (8s) 前 一 题 中 的 锥 面 落 在 球面 
22 十 只 十 22 二 0? 内 的 部 分 的 面积 . 

提示 (a) S= 8SvV5 人 澳 看 人 -272 

02 — Wu 
a 4 
(6) S$ = va ay fo (VE+ V2) dz = 3(0+ b}V2ab. 
(a) 两 曲面 的 交 线 落 在 平面 x 十 y = 士 ac 内 . 于 是 ， 


S=2V2 // (VE+ V3) dzrdy 


rz,Yy>0 
rT+ySa 


-4 va 各 -vf Vr(a ~ x)dr = nV2a?. 
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4) 证 明 任 意 一 个 在 旋转 锥 面 
2 _ 0 
a? C2 
的 一 腔 上 ( 璧 如 说 , 上 面 一 部 分 的 一 腔 ) 的 图 形 的 面积 8 与 它 在 平面 zy 上 的 射影 的 面积 成 比例 . 
提示 “从 显 方程 z = sz2 + 多 着手 并 利用 公式 (5). 
5) 给 定 曲面 > = arcsin(sh zsh y); 求 它 包 在 平面 x = 4a 与 x 二 6(0 < a < 0b) 中 间 的 部 分 的 
面积 . 


解 ” 我 们 有 


p= ch zsh y ，g= sh zchy | ITT Tg ch zch y | 
V1l—sh? zsh2 vy V1l—sh? zsh?y V1l—sh? zsh?y 


积分 的 区 域 由 条 件 


ax<z<b, lshzshyl<l1 
来 确定 , 作 变换 sh z = &,sh y = ; 于 是 新 变量 的 变化 区 间 是 
sha<ét<shb — 


由 此 可 见 ， 


shb 二 dn shb dé 
s=/ «|, J ="/ 一 = "hh 
6) 求 柱 面 z2 十 = Rz 包 在 球面 2 十 挛 十 z 二 RR? 内 的 部 分 [“ 维 维 亚 尼 立 体 ” 的 侧面 ] 
的 面积 . 
解 ”曲面 的 前 面 一 部 分 的 方程 为 y = VRz 一 Xx?， 自 变量 (z, z) 的 变 域 是 由 z 轴 与 抛物 线 
二 VR 一 Rz 所 围 成 的 区 域 . 因为 


1 
Gy 3R-? By 


Or VRr— 2 Bz 


所 以 
go af 三” V 到 -me _ dzdz 
VR2—Rzr VY V 2 
Ur _ ip2 
=2aVa 万 = 4 及 2. 


[参照 347,4).] 

7) 求 一 锥 面 的 侧面 积 , 它 的 高 等 于 c , 它 的 底 是 一 个 半 轴 为 a 与 Ma > 5) 的 椭圆 , 并 且 高 通 
过 底 的 中 心 . 

解 ” 若 把 坐标 原点 取 在 锥 的 顶点 , 并 作 zy 平面 平行 于 它 的 底 (图 92), 则 锥 面 的 方程 为 
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而 所 求 的 面积 


其 中 (五 ) 表 椭 圆 盘 ， 
三 十 在 所 |， 
并 县 
VOT+o _ VEE+e 
a 了 ~ b 四 
图 92 改 用 广义 极 坐 标 , 我 们 得 到 


S = 2ab 广 a2 cos20 十 02 sin? 0d0. 
0 
这 一 结果 不 难 化 为 第 二 型 全 椭圆 积分 : 
2— pb2 
=24aV2+ E(k), 其 中 = 了 Vc 


8) 求 曲线 y = f(z)(a < xz < b,f(z) > 0) 绕 z 轴 旋 转 所 成 的 旋转 面 的 面积 . 
解 ”不 难看 出 旋转 面 的 方程 是 


二 += [Ac 


而 它 的 上 半 部 的 方程 是 
FF 二 
由 此 , 得 
_ (of (%) yy 
?EF oo Vy 
VP +I Ms 
于 是 所 求 的 面积 由 积 


1+ IF (PR 
S=2 2T) 一 一 一 -一 一 axzd 
/ wo EY 


来 表示 , 其 中 (D) 是 由 zy 平面 上 的 线 2 二 a,z ==b,y 二 f(z) 和 y= 一 f(x) 所 围 成 的 区 域 . 
化 为 逐次 积分 , 我 们 求 得 


f(x) dy 
=2 Z) ‘(zx) ?dr 一 一 一 一- 
s=2f WVI + Po / [f(z)?— 


因为 里 面 的 积分 等 于 x, 故 又 得 到 我 们 熟知 的 公式 [344,(22)]: 
s=2r f(z) V1+ [f(r pdz. 
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读者 大 概 已 发 觉 , 在 问题 2)~8) 中 我 们 全 部 时 间 用 在 计算 第 628 目 中 已 讲 过 的 特殊 情形 下 
的 面积 . 
9) 利用 球面 的 球 坐标 参数 表示 式 


z= Rsingpcos0, y= Rsingsing, z= Reosyp (0&<w&n,0&0 < 27) 


来 解 问题 2). 
按 导数 的 矩阵 
Reospcosg Reosypsing —Rsinyg 
—Rsinpsing Rsinygcoso 0 
容易 求 到 球面 的 高 斯 系数 : 
E=R, F=0, G= Rsiny, 
因此 


VEG— F? = R?siny. 
我 们 只 考虑 落 在 第 一 卦 限 内 的 所 要 研究 的 曲面 的 四 分 之 一 . 对 于 “ 维 维 亚 尼 曲线 ”( 即 球面 与 
柱 面 的 交 线 ) 上 的 点 (在 第 一 卦 限 范围 内 ) 有 yp 十 9 二 六 
实际 上 , 把 xz 与 y 用 yg 与 9 表示 的 式 子 代入 柱 面 方程 2? 十 y= 二 Rz, 我 们 得 到 sin p = cos 6. 
但 因 在 所 考虑 的 点 上 显然 有 0 < 9 < 与 0 近世 了 , 于 是 推 得 p+6 二 了 
根据 上 述 , 把 参数 p 与 0 的 变化 范围 确定 出 来 , 我 们 按 公式 (3*) 得 到 


和 可 -8 
s=48’ / wf inodo = 4R? (TT—1). 
, , sin ,dp (3 ) 
由 此 可 见 , 我 们 得 到 了 业已 知道 的 结果 而 这 时 却 避 免 了 积分 号 下 函数 的 不 连续 性 . 
10) 考虑 所 谓 的 一 般 螺旋 曲面 [229,5)], 它 是 由 曲线 
z= pu), z=Vu), [plu) 0] 


( 落 在 zy 平面 内 ) 绕 着 z 轴 转 并 顺 着 z 轴 作 螺旋 运动 时 所 画 成 的 . 它 的 方程 (如果 用 v 表示 它 的 
转动 角度 ) 是 
T= pu cosv, y= pu)sinv, z= Yu) 十 cv. 


按 导数 的 矩阵 
( pucosv ypu)sinv (vu) ) 


一 p(u)sinw wp(u)cosv C 


作成 曲面 的 高 斯 系数 : 
EB=[p F+W FPF=oy(wW, G= [pW +e. 
因此 , 表示 式 
VEG- F?= V{lpP + op (Cu) + tw (2} — ily (Cu) 
只 依赖 于 ,一 般 说 来 , 简化 了 计算 . 
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11) 利用 这 些 结果 来 确定 下 述 部 分 的 面积 : 
a) 寻常 的 螺旋 曲面 
T=uCcosv, Y=usinv, z= 
被 柱 面 x? 十 yy? = a? 与 平面 z= 0 及 z= 二 2xc( 因 此 0 < wv < 27) 割 下 的 部 分 ; 
6) 螺旋 曲面 


. sin%w 工 十 Sin 人 
r=tgucosv, 2 一 tgSinv， z= som 十 os 
上 与 参数 在 矩形 
Ogug 了， Ogwv&27 
中 变化 相对 应 的 部 分 . 


(a) 解 ”在 这 种 情况 下 


VEG— FF?= Vw+t+e, 


因此 
s=/ 人 22 十 cz2duav 
ol] 
=2r SVETO+ ST mt tc | 
6) 答 5S=37. 


12) 如 果 在 曲线 作 螺 旋 运 动 的 问题 上 令 c = 0, 就 是 说 没有 前 进 的 运动 , 则 得 到 旋转 曲面 : 
T=p(u) cosv, y= pu sinv, z= Yu) 
(aoa<u<pB, 0gv < 27). 


于 是 
VEG—F?= pV ip (WE + WE, 
而 这 曲面 的 面积 就 可 用 下 列 公式 表示 : 


B 
S =27 / go VD OE Fp Cdu. 


这 公式 推广 了 问题 8) 的 结果 , 但 已 无 需 引 用 反常 积分 | 参照 344(21)]. 

13) 从 一 般 的 公式 (3*) 出 发 , 证 明 第 346 目 中 推出 的 关于 柱 面 的 部 分 的 面积 公式 (25) 是 正 
确 的 . 

14) 有 时 候 适 宜 用 极 坐 标 或 球 坐标 7,9, yp 来 给 出 曲面 , 它们 与 寻常 的 直角 坐标 的 联系 就 是 熟 
知 的 公式 : 


T=rsingcos0, y=rsinpsing, z=rcosp (r2>0,0<w%p&7n,0<0 < 27). 
这 时 , 假定 向 径 > 是 用 角度 9 与 y 的 函数 给 出 : 


7 一 T(P,0) 
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(曲面 的 极 坐标 方程 ) , 求 曲面 在 这 种 情形 下 的 面积 表示 式 . 

解 ”只 要 取 yp 与 0 当 作 参数 就 可 以 利用 一 般 表 示 式 (3*). 上 面 所 写 的 公式 人 恰好 给 出 曲面 的 
参数 表示 , 只 要 认为 7 已 由 曲面 的 极 坐标 方程 中 y 与 8 所 表示 的 式 子 所 替代 . 

按照 导数 的 矩阵 


(全 器 二 TCOS ) es0 (多 加 十 cos ) sme or cos 一 ”Sin 
Ed op BP ~ BD? op 


($5 eos0 -rsing) Sin ($5 sing + rcos0) siny Or Cosy 


00 00 00 
容易 求 出 
er 2 or 0r _ /Ory? 2,2 
5= (区 ) 十 7 ， f= 35 G= (过 ) 十 7 Sn %， 
2 
2 2 or 。 2 Or 2 2 
sc- 天 -| (m+ (SE) )so+ ($) | 
因此 , 最 后 有 
rn \ 2 
[rE 
其 中 (A) 是 变 元 yp,9 的 变化 区 域 . 
在 球 坐 标 下 的 面积 元 素 是 这 样 的 : 
2 2 
oe 
15) 计算 曲面 
(z2 十 只 十 2 = 2a2zy 
的 面积 . 


解 ” 这 里 正 适 宜 运 用 公式 (9), 曲面 的 极 坐标 方程 是 : 
7 = asin pVsin 20. 
于 是 


Or \? Or asing 
2 二 — 
( + ( 狗 ) ) 本 z+ (种) = Va 


， 可 /和 
S 一 4a2 sin2 podpdb = 工 r2a2 
0 Jo 2 


16) 考虑 半径 为 RR 的 球面 


再 由 公式 (9) 得 到 


T+ + = 2Rz, 
它 与 zy 平面 相 切 于 坐标 原点 . 试 求 它 包 在 顶点 为 原点 的 锥 面 2 = Azx? + By? 内 的 部 分 的 面积 
(图 93) 


216 . 第 十 七 章 曲面 面积 . 曲面 积分 {629] 


解 ” 从 球面 的 极 坐标 方程 + = 2R cosy 出发, 这 里 也 可 以 
利用 公式 (9), 我 们 有 


S= / / 4R? sin pcospdodb， 
(A) 
其 中 对 y 与 8 积分 的 区 域 (A) 是 由 曲线 
(4cos20 十 五 sin2g)sin2op = cos2 op 
所 围 成 的 . 如 果 归 结 为 求 曲面 落 在 第 一 卦 限 内 的 那个 部 分 的 面 


积 , 则 对 于 0 与 之 之 间 的 任 一 个 9, 角度 p 由 0 变 到 角度 
go 二 po(9), 而 


1 


te2wn 一 一 -~- _ . 
8 PO 一 cos20 十 万 Sn26 


图 93 显然 
各 po 
S=16R / db / sin po cos pdep. 
0 
日 
本 本 do-lsn -1l 1 
0825 十 万 sn276， 
于 是 最 终 得 
so 太 db _ 4r BR2 
本 o (A+1l)cos20+(B+1l)sin0 vV(4+DOB+1T 
有 趣 得 很 , 这 个 面积 与 以 DC 及 EC 为 半 轴 的 椭圆 ( 见 图 ) 的 面积 相同 . 
17) 证 明 曲 面 
(z2 + + = or + Py + yz 
的 面积 与 椭 球 面 » 2 2 
Tz 之 


的 面积 相同 , 如 取 


证 明 ”在 球 坐 标 下 这 曲面 的 方程 是 : 
r2 = a2sin2pcos20 十 0 sin2 psin2 0 + y? cos? pp, 
于 是 按 公 式 (9) 它 的 面积 等 于 
s =-s/ . / © /OT Dra oO mp yco psin dod 
0 0 
另 一 方面 , 如 果 从 椭 球 面 的 寻常 的 参数 表示 式 


T=asinpcos0, y=bsingpsinG, zz 一 Ccosw 


(0 乏 9 乏 TO0 芝 0 苹 27r) 


[629] 82. 曲面 面积 


出 发 , 则 导数 矩阵 的 行列 式 等 于 
A=cbsin? pcosb, B=acsin? wsing, C = apsin cosy, 


而 按 公式 (3) 椭 球 面 的 面积 得 表 为 : 
S=8 / / V (c2b2 cos? 0 十 c2a2 sin? 0) sin? p + a2b? cos? psin edwpdb. 
0 Jo 


我 们 看 出 ,51 与 5 的 表示 式 实际 上 是 全 同 的 , 只 要 令 


cb = oa, ca = 8B, ab=~y: 


Bb B 
by -7 二 2 
0 一 pt b= 厅 ， c= 了 
这 就 是 所 要 证 明 的 . 
18) 我 们 现在 来 确定 三 轴 椭 球面 
2 2 2 
专 十 族 十 三 =1 (a>b>c>0) 
的 面积 . 
把 曲面 在 第 一 卦 限 内 的 方程 写成 显 式 : 
2 2 


我 们 有 
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来 表示 . 利用 变换 = = 6 一 7, 上 面 的 积分 可 变 为 下 面 的 形状 : 


1 一 2 2— 0682 2 


€,n>0 
€2+n2&1 


在 这 里 需要 利用 卡 塔 兰 的 二 重 积分 变换 公式 | 参考 597,15) 与 617,16)]. 我 们 注意 , 曲线 


V1) 


不 是 别 的 , 恰 是 椭圆 


因此 它 的 面积 的 四 分 之 一 是 


// dn = (a 


:07 立 0 


1 一 a2g2 一 6272 
<u 


于 是 按 卡 塔 兰 公式 ， 
S= arab wd! 
1 V(2 一 oa2)(u2 — Bb2) 
我 们 来 变换 这 个 椭圆 积分 . 
首先 用 分 部 积分 法 : 吕 
to 2 一 1 
1 (2 一 a2)(u2 — B2) 


十 oo 


u(u2 — 1) (好 — 1)du 
Cae | Ve jl 
再 实行 变换 
a Qcosp 
3 4 一 一 一 一 > 
singp sin? wp 


并 令 yp 由 /= arcsin a 变 到 0. 因此 , 一 方面 有 


» 


uw — 1) a2 一 sin2 p 


(2 ~- ow) asinpcospvV1L 一 各 sin2op 
如 果 令 有 = 人 (k < 1). 另 一 方面 又 有 


@ 注 意 在 这 里 无 论 是 积分 外 面 的 项 的 双重 代 和 人 也 好 , 由 1 到 +coe 的 单 积分 也 好 , 单独 起 来 就 都 
没有 意义 . 当 w = +oo 时 出 现 不 定型 ce - col 
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(2 — 1)du =( a2 -1) dp 
(u2 -a2)(u -BY) \sin? op Vo 一 急 sin2zp 
_ Vo Psinp_ 1— 6? dp 
Sin ~ Va?— PB?sin? p 
_ 2oin2 _ 2 
- (ee | a, 


sin? ¢ a Vil- ksin?y 
可 见 在 双重 代入 记号 下 的 积分 成 为 下 形 


“fsa -ef dp 
Sin2 p Qo V1i—k2sin yp 
把 第 一 项 分 部 积分 , 逐次 地 将 这 式 化 为 : 


2 _ pg2 
一 Qctgw 1 一 ji2sin2p 一 Ma _ cs2 gl C /一 和 一 
1 一 j2sin2 op Qa 1 — k?sin? wp 
_ 122 02 
=—actgp. V1 — k2 sin? -1 / 
CQ 1 一 Ki2 sin2 wy 


一 Q2 d ~ 
一 一 actgp.VI 一 ja2sin2o 一 ks — V1 ~ k? sin? pdy. 
CQ 1 — kk? sin? wp 


然后 把 在 积分 以 外 的 两 项 合并 起 来 , 有 : 


。 2 ， 22 、 2 
oa2 一 sin2 p actgp. VI sinip (ao +6’ cos wp— 1) sinp @ 
asinp cos pV1— k?sin? wo QacospV1 — k?sin? gy 


按 yp 由 A = arcsina 到 0 作 双 重 代 入 , 得 到 这 式 的 这 样 的 一 结果 : Vy (1 一 02)(1 一 B82). 再 对 积 
分 作 双重 代入 的 计算 , 最 后 得 到 由 勒 让 德 首先 给 出 的 公式 


$=—2rab { Vi- 1-B+} 


= Fl) + aBln)) 


27b 
一 27c 十 Oe {er k) + (0 — ce) Ep,k)!, 
这 里 
v= arcsin Cc k= 2 Doe 
a ’ bale 


19) 高 斯 对 于 曲面 曾 引进 过 在 一 所 给 点 处 的 全 曲率 概念 , 它 与 平面 曲线 的 曲率 概念 完全 类 似 
[250]. 

设 给 定 一 曲面 及 其 上 一 点 , 取 这 曲面 上 围 着 这 一 点 的 任 一 部 分 (5), 并 考虑 在 (5) 的 各 个 点 
处 所 有 法 线 的 集合 . 画 一 个 以 原点 为 中 心 的 单位 球面 , 并 由 原点 出 发 作 平行 于 上 述 所 有 法 线 的 射 
线 ; 它们 割 下 球面 的 某 一 部 分 (2). 它 的 面积 2 是 所 画 的 一 切 射线 填 满 了 的 立体 角 的 度量 ; 这 和 
第 250 目 定义 中 所 说 的 角 w 相当 .比值 宕 当 (S) 收缩 为 所 给 的 点 时 的 极限 叫做 这 曲面 在 这 点 处 
的 全 曲率 . 我 们 提出 计算 这 曲率 的 问题 . 


这 样 , 我 们 最 后 就 避免 了 上 述 的 它 在 w = 0 时 的 不 定性 . 
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假定 曲面 由 方程 
z= f(z,y) 
给 出 , 并 且 函 数 f 具有 连续 的 一 阶 及 二 阶 导数 
CD 6f ef 0 2 
了 2 Or’ 一 Oy’ 7 Or2’ zy 6y2， 
此 外 , 设 行列 式 Do 
pg 四 2 
D(z,y) ts (10) 
不 为 零 (在 所 考虑 的 点 处 及 其 附近 ). 


按 公式 (56) 有 


s=// dzrdy // dx’dy’ 
二 一 ， 
Lpjlcosz， (pr) | Cos 


其 中 (DD) 与 (D') 分 别 为 (5) 与 (5) 在 wy 平面 上 的 射影 ,并且 对 于 这 两 曲面 上 的 对 应 点 (zx,y, 2) 
与 (z', yy,z) 角度 > 是 相同 的 . 
:用 变数 zx,y 来 变换 第 二 个 积分 . 因为 显然 有 


2=cos》 = 一 一 一， 
VI+22 十 0 
/ 一 7 1 
y = cos1 = 一 一 一 一， | > = C08V = 一 一 一 一 一 )， 
1 十 p2 十 92 /1+p2+g 
所 以 
DOE,Y) _ 1 


D(p,g) (1+p?+g2)2 
只 要 注意 (10) 式 , 最 后 就 得 到 

D(x,y) _ rt—s? 

D(zy) (1+2p2 十 92)2- 
在 这 种 情形 下 , 按照 变量 变换 公式 , 得 


»=/ | (pl ry 2 


把 3 与 开 都 对 于 区 域 (D) 来 微分 [593], 现在 不 难得 到 
lm = 
SMS (1 十 三 十 92)2 
这 就 是 所 要 求 的 全 曲率 的 表示 式 ， 
20) 公式 (56) 可 以 很 简单 地 得 到 , 只 要 从 曲面 面积 的 另 一 定义 出 发 (这 里 是 对 曲面 (5) 由 显 
方程 表示 的 情形 而 言 ). 
分 割 曲 面 (5) 成 多 个 部 分 (Si)(i = 1, 2,… ,n); 按照 这 分 法 它 在 zy 平面 上 的 射影 (D) 被 
分 割 成 许多 部 分 (Di). 在 (Si) 的 某 一 点 (Mi) 处 作曲 面 的 切面 并 把 面积 (5;) 平行 于 z 轴 地 射影 
到 这 切面 上 . 用 ZT 表 这 所 得 的 平面 图 形 的 面积 , 显然 有 


D; 一 T: 。 | cos vil, 
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其 中 v; 是 曲面 在 点 Mi 处 的 法 线 与 z 轴 作 成 的 角 . 只 要 把 曲面 的 面积 5S 理解 为 这 些 平面 圆 形 的 
面积 之 和 的 极限 , 则 立 得 结果 


dzdy 
一 1 一 
m2_T- lm D> Tons eos -人 os 中 


因为 所 写 出 来 的 和 显然 是 对 最 后 这 一 积分 的 积分 和 . 

我 们 要 着 重 指出 , 从 这 个 改变 了 的 曲面 面积 的 定义 , 虽然 很 简单 地 在 这 里 导出 了 最 终 的 公式 ， 
但 有 着 本 质 上 的 缺点 : 它 在 形式 上 是 与 坐标 三 面 形 的 选择 有 关 (射影 要 平行 于 z 轴 !), 而 且 只 能 应 
用 到 个 别 形式 的 曲面 上 . 

21) 设 由 光滑 曲面 (5) 的 参数 表示 式 


T=2u,v0), y=yu,v0), z=z(u,v), ((u,v) € (A)) 
借 公 式 @ 
wu=UW,v), v=V,v0), ((v,v) € (A’)) 
之 助 , 我 们 得 到 它 的 另 一 个 表示 式 
z=,0), Y= ,0), 2= 2 (u,v), 


就 这 表示 式 而 言 , 它 同样 地 没有 奇异 性 . 不 难 直接 证 明 , 关于 曲面 面积 8 的 公式 (3) 这 时 变 为 类 


似 的 公式 
二 // A*2 + B*2 + C*2du'dv” 
(A*) 


(对 于 新 的 表示 式 我 们 用 星 号 记 在 所 有 各 个 量 上 ). 
实际 上 , 令 
D(w, v) 


{= Do) 


我 们 由 所 熟悉 的 函数 行列 式 性 质 得 
A*=Al, B*=BI, C= 人 CI. 


1 


由 此 便 看 出 , 在 (A*) 内 了 异 于 零 ; 因为 不 这 样 , 则 在 新 的 表示 式 下 曲面 就 会 有 奇异 性 . 按照 变量 
变换 公式 , 立即 得 到 


I. rr | VA42 十 如 ?十 C2 .17ldurdor 
A) *) 
=/|/ VA + B24 C2du'dv’, 
(A*) 


这 就 是 所 需要 证 明 的 . 
外 丽 数 上 U 与 V 连同 它们 的 偏 导数 都 假定 是 连续 的 . 
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83， 第 一 型 曲面 积分 


630. 第 一 型 曲面 积分 的 定义 ”第 一 型 的 曲面 积分 是 二 重 积分 同样 自然 的 推广 ， 
正 像 第 一 型 曲线 积分 对 于 简单 定 积分 一 样 . 

这 一 推广 是 这 样 建立 的 . 设 (5) 是 某 一 个 由 分 段 光滑 的 边界 所 图 成 的 光滑 的 
(或 分 片 光滑 的 ) 双 侧 曲面 , 函数 f(M) = /zy 2) 定义 于 (5) 的 点 上 . 用 任意 画 的 
一 些 分 段 光滑 的 曲线 把 曲面 分 成 (950), (52)，… , (5%) 诸 部 分 .在 各 个 部 分 (5i)(i = 
12,.…,m) 上 各 任 取 一 点 Mi(zioi 2 二)， 计算 函数 在 这 点 的 值 

f(Mi) = ci i, 2i), 


并 用 对 应 的 曲面 部 分 的 面积 5; 来 乘 它 . 作出 所 有 这 样 的 乘积 的 和 : 
0 二 3 fF(Mi)Si = f(ri, Ya, zi)5 
i=1 i=1 


像 对 以 前 讨论 过 的 许多 和 一 样 , 我 们 称 这 个 和 为 积分 各 . 

若 尔 当 各 个 部 分 (8;) 的 直径 趋 于 零 时 ， 积 分 和 有 一 个 确定 的 有 限 极 限 而 不 依赖 
于 曲面 (5) 的 分 法 及 点 Mi 的 选择 , 则 这 极限 叫做 函数 FM) = f(x,y,z) 洪 曲面 (5) 
的 (第 一 型 © ) 曲 面积 分 , 并 用 记号 


m=/ f(M as= /| ,i (aa 0) 


来 表示 , 其 中 d5 表示 面积 5; 的 元 素 . 
631. 化 为 寻常 的 二 重 积分 我 们 只 讨论 没有 重点 的 不 封闭 的 光滑 曲面 (9) 
1619, 2°. 
设 f(z,y,z) 是 任何 一 个 定义 于 曲面 (9) 上 的 点 函数 并 有 界 : 
Iflz,y, oD < L, @) 
则 等 式 
/ zy z)d9 
(9) 
= / een 0), ven 0), alo WV BG — Pidudo, (3) 
(A 


在 这 两 个 积分 中 有 一 个 存在 (也 就 引起 男 一 个 存在 ) 的 假定 下 是 成 立 的 . 
因此 , 要 化 第 一 型 曲面 积分 为 寻常 的 二 重 积分 ， 只 需 用 坐标 x,y,z 的 参数 表示 
式 来 代替 它们 , 而 用 面积 元 素 d5 在 曲线 坐标 下 的 表示 式 来 代替 d5. 


@ 不 同 于 以 后 [634] 将 要 讨论 的 第 二 型 曲面 积分 . 
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我 们 来 给 出 所 说 的 这 个 断 语 的 证 明 . 

像 曾 经 指出 过 的 情形 一 样 , 与 用 分 段 光 滑 的 一 些 曲 线 来 分 割 曲 面 (5) 的 方法 相 
对 应 , 有 区 域 (A) 的 同样 分 法 , 反 转 过 来 也 是 如 此 . 

用 对 应 的 方法 分 割 曲面 (5) 成 (51), (52,)… , (5%) 诸 部 分 , 而 分 区 域 (A) 成 
(A1), (A2),… , (An) 诸 部 分 , 并 在 每 个 部 分 (5;) 上 与 每 个 部 分 (Ai;) 上 分 别 地 取 彼 
此 对 应 的 点 (zi,%i, 有 z;) 与 (ui ) 使 得 


Ti= TU i), i= YU Wi), Zi = Z(ui, Vi). (4) 


作 关 于 积分 (1) 的 积分 和 : 


一 >》 fp, Yi, 7)5i. 


i=1 


按照 第 626 目 中 一 般 的 公式 (3*), 有 
Si; = / [ VEG — F2dudv. 
(Ai) 


应 用 中 值 定理 , 得 
Si = [VEG — 而 -so . As, 
其 中 (iii, 吉 ) 是 区 域 (Ai) 的 某 一 个 点 . 
利用 5; 的 这 个 表示 式 并 记 住 (4) 式 , 我 们 可 以 写 和 ve 为: 


5 二 >, f(T Vi yu) Zu Vi))[V EG 一 Po] use Ai. 


i=1 


在 这 个 形状 下 它 相 像 于 (3) 中 第 二 个 积分 的 积分 和 : 
0 = >》 ， f(z(wi, vi), y(ui, i), z(ui, vi))[v EG 一 F2] yi Ai 
i=1 


在 和 o 与 o* 之 间 的 区 别 是 这 样 的 , 在 后 一 个 和 中 复合 函数 f(.… ) 与 根 式 V 都 恰 
好 是 在 同一 个 (任意 取 的 ) 点 (wi,w) 处 计算 的 , 而 在 第 一 个 和 中 复合 函数 f(.…) 是 
在 点 (us ai) 处 计算 的 , 但 表示 式 -- 则 是 在 点 (二 ,而 ) 处 计算 的 (点 到 ,而 ) 要 由 中 
值 定理 来 规定 而 不 是 任意 的 ) 

考虑 这 两 个 和 的 差 : 


o—0o*= 2 7() {[VEG-F? “8 一 [VEG-— 7F? wu Ai 
设 s > 0 为 任意 小 的 一 个 数 . 由 函数 VEG 一 下 的 (一 致 ) 连续 性 , 我 们 知道 当 所 有 
的 区 域 (A;) 的 直径 足够 小 时 , 有 
Ilv EG — F?2] “ai 一 [VBEG 一 五 2 Et 


<E, 
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把 条 件 (2) 估计 进去 , 不 难得 到 
lo —o*| < s7A， 
因此 


lim(o ~ o*) = 0. 
由 此 可 见 , 从 这 两 个 和 中 一 个 和 的 极限 存在 可 推 到 另 一 个 和 的 极限 存在 并 与 它 
相等 . 这 就 证 明了 我 们 的 断 语 . 
特别 ,(3) 式 右 端 的 二 重 积分 , 也 就 是 说 左 端的 曲面 积分 , 在 函数 flz,y,z) 沿 曲 
面 (9) 的 连续 性 的 假定 下 是 存在 的 , 
如 果 曲 面 (5) 是 由 显 方程 


z 二 2(D 功 
给 出 , 则 公式 (3) 具有 如 下 形式 
/sew 2as = {fflesw lo WVTT EF Pdrdy, (9) 
(5) (D) 
其 中 (D) 表 曲 面 (S) 在 zy 平面 上 的 射影 
因为 Vi 于 严 寺 到 ese 也 (其 中 的 像 寻 常 一 样 是 曲面 的 法 线 与 = 轴 之 间 的 


角 ), 所 以 公式 (5) 又 可 写 为 


/ve yad5= RU (5") 


直到 这 里 我 们 都 假定 了 在 它 上 面 展 布 积分 的 曲面 (S$) 是 光滑 的 而 且 是 开 的 . 我 
们 的 结果 容易 推广 到 分 片 光滑 的 曲面 情形 , 无 论 这 曲面 是 开 的 或 是 闭 的 . 


632. 第 一 型 曲面 积分 在 力学 上 的 应 用 

1° 当 质 点 以 一 定 的 密度 分 布 在 一 曲面 的 各 点 处 时 , 我 们 可 以 利用 所 说 的 积分 来 确定 这 块 物 
质 的 曲面 的 质量 、 矩 、 重 心 的 坐标 以 及 其 它 类 似 的 量 . 

因为 和 以 前 讨论 过 的 质量 在 平面 形 上 分 布 的 情形 比较 起 来 , 这 里 并 没有 什么 新 的 东西 , 所 以 
我 们 只 在 习题 中 去 讲 这 些 问题 . 

2° 单 层 的 引力 ”在 研究 分 布 于 曲面 上 的 质量 的 引力 时 , 自然 要 考虑 到 第 一 型 曲面 积分 . 

设 沿 着 一 曲面 (8) 连续 地 分 布 有 质量 , 它 在 曲面 的 每 一 点 M (zx,y,z) 处 都 有 给 定 的 密度 
Pp(M) = p(z,yz).@ 再 设 在 点 A(&,n,¢) 处 (在 曲面 之 外 ) 有 一 单位 质量 ， 如 果 以 牛顿 引力 定 
律 (万 有 引力 定律 ) 为 根据 , 试 确定 点 4 被 曲面 (5) 吸引 的 力 避 的 大 小 与 方向 . 

假若 点 4 仅 被 一 个 质点 M(z,y, z) 所 吸引 , 集中 在 M 上 的 质量 是 m, 则 引力 的 大 小 等 于 


二 之 ,@ 


72 
@ 在 这 情形 下 说 的 是 单 层 (与 我 们 不 考虑 的 双 层 不 同 ). 


@ 像 寻常 一 样 , 为 了 书写 简便 计 , 我 们 用 一 来 代替 “引力 常数 ", 即 在 牛顿 公式 (与 单位 的 选择 有 
关系 ) 中 的 比例 乘 数 . 
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其 中 > 表 上 距离 AM, 即 
7 一 V(zZ 一 相 ? 十 (一 7)2 十 (z 一 62)， (6) 
因为 这 力 是 朝 着 由 4 到 M 的 方向 , 所 以 它 的 方向 余弦 是 
条 条 条 


于 是 引力 户 在 坐标 轴 上 的 射影 可 表 为 : 


2 一 _ my-7 一 
Ta y=m ya, 下 > 一 71 


2 (7) 
在 吸引 的 质点 为 一 系 时 , 这 些 表 示 式 各 应 以 类 似 的 一 些 表 示 式 的 和 来 代替 ; 最 后 , 当 质 量 是 连 
续 地 沿 着 曲面 分 布 时 , 积分 就 代替 和 而 出 现 . 
应 用 寻常 的 讲述 方法 , 可 以 把 具有 质量 pds 的 曲面 元 素 dS 看 作 和 集中 在 它 的 一 个 点 M(z,y, z) 
上 .这 一 个 点 对 4 所 发 生 的 引力 在 坐标 轴 上 具有 射影 [参照 (7)]: 


Fi=m 


5, dr = 


了 


其 中 7 是 由 公式 (6) 表示 的 距离 AM. 现在 愉 要 指 这 些 表示 式 “加 ”起 来 , 便 得 到 单 层 的 引力 玲 


在 坐标 轴 上 的 射影 公式 : 
m= /| 0oZ sds m= // p 一 ds， n=// 0 二 ds (8) 
Js) 了 (s) 7 (5) 了 

于 是 力 无 的 大 小 方向 都 已 完全 确定 . 

假若 被 引 点 4 本 身 也 在 曲面 (5) 上 , 则 引力 在 坐标 轴 上 的 射影 仍然 由 积分 (8) 来 表示 , 不 过 
这 时 积分 是 反常 的 , 因为 在 点 4 的 近邻 各 积分 号 下 的 函数 不 再 是 有 界 的 . 

3° 单 层 的 位 势 ” 在 一 个 吸引 点 M(z,yz) 的 情况 下 , 我 们 已 知道 引力 在 坐标 轴 上 的 射影 具 
有 表示 式 (7). 不 难看 出 , 这 三 个 射影 是 函数 


WI(é,7n,0) = 一 


对 于 上,m, 5 的 偏 导数 , 这 一 函数 叫做 点 M 的 场 对 于 点 4 的 牛顿 位 势 [参照 566,1)]. 

如 果 场 由 质点 系 形成 , 则 位 势 是 由 这 种 形式 的 分 式 的 和 来 表示 , 并 且 位 势 对 于 6,m,5 的 导数 
仍然 给 出 引力 在 坐标 轴 上 的 射影 . 

于 是 我 们 很 自然 地 得 到 , 以 密度 p 分 布 在 曲面 (S) 上 而 作用 于 点 4 的 单 层 位 势 的 表示 式 : 


ml ,=/ [Ms (9) 


问题 只 发 生 在 , 对 于 这 位 势 来 说 , 基本 性 质 
OW _p OW_p OW 
6 I) On 一 2 2C 
是 否 能 够 保持 不 变 , 其 中 瓦 , 瓦 ,及 是 单 层 的 引力 刁 在 坐标 轴 上 的 射影 并 且 是 由 公式 (8) 确定 
的 . 


=F, (10) 


如 果 点 4 不 在 曲面 上 , 就 是 说 连续 性 毫 无 破坏 , 则 不 难 证 明 , 在 积分 (9) 对 于 &,n, 或 《 施行 
微分 时 , 莱 布 尼 茨 的 法 则 是 可 用 的 (这 只 需要 重演 一 遍 我 们 已 熟悉 的 推理 ). 用 这 种 方法 , 在 所 考 
虑 的 质量 分 布 的 情况 下 关系 式 (10) 可 得 到 证 实 . 
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633. 例 1) 计算 曲面 积 


5) 
asS 
a= /|/ 2 2 2 
(3) (zz + y2 + z2) + 各 + 可 
其 中 (5) 表示 本 球面 ，。 ， 
三 + 每 + 丰 =1 (a>b>c>0). 


解 (a) 如 果 采 用 这 椭 球 面 的 表示 式 : 


T=asingcos0, y=bsinpgsinG, z=ccosp (0&<wp&,0&0 < 2n), 


则 [629,17)] 曲面 元 素 可 表 为 下 面 的 形状 


sin2 pcos20 十 sin2 jsin20 cos2 p 


dS = abc 0 1 


另 一 方面 , 积分 号 下 的 函数 为 


2 2 2 2 2 2 2 2 
zr 之 sin” ecos“ 0  ， sin“wsin 0 cos 
V+ 和 +S=V + 
a b C a b2 C2 


由 对 称 性 , 我 们 的 计算 可 化 到 第 一 卦 限 内 , 因此 


in2 osin26 2 
n= soe [( (里 po 20 二 sin”wsin 十 | sin pdpdb 


bp2 
二 一 b 一 一 -一 | . 
So 全 


(6) 同样 ， 


I2 = 8abc [ [ i singdpd . 
o Jo (a?sin? pcos20 + b2sin? psin?0 十 c2 cos? p)3 


要 计算 里 面 的 对 于 yp 的 积分 , 我 们 令 cos p = z 得 


dz 
o {(a?cos20+b2sin?0)— (a2cos?0 +b2sin?0— c2)z2}3 


1 之 
二 一 
a2 cos20 + b2sin?0 (a? cos2 0 + b2sin* 0) — (a? cos2 0 + b? sin? 0 一 c2)z2 
-1 1 
ca?2cos20+ bsin20’ 
最 后 得 到 了 
cdO 

12 = 8ab 一 7. 

2 [ a? cos20+ b2sin20 " 
2) 计算 积分 


L= |/ (2 十 22z2 十 zy )dS, 
5) 


sin dpd0. 


[633] 
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其 中 (5S) 是 锥 面 z? = k?(z? 十 内) 被 柱 面 z2 十 灵 一 2az = 0 截 下 的 上 部 一 块 曲面 . 
解 ”把 曲面 的 方程 写成 z = kVz? 十 92, 我 们 得 到 dS = V1 十 k2dzdy, 并 由 公式 (5) 得 到 


L=Vi+i+ a/ [E2(z2 +) 十 zy drdy, 
(D) 
其 中 (D) 是 zy 平面 上 的 圆周 zz + 刀 一 2az 二 0 所 围 的 圆 域 . 化 为 极 坐标 , 我 们 求 得 
L= (80 +7)ras Vi Ek2. 
3) 试 推演 ( 泊 松 的 ) 公 式 : 
T 27 
[ / f(msin pcos0O + nsinp sinO + peos wy) sin pdbdyp 
0 Jo 
1 
= f(uV mm? 十 2 十 D2)dal 

一 1 


(其 中 十 m2 十 p>? >0 并 且 /于 上 国 系 Vr2 十 r2 十 D2 时 为 连续 函数 ). 
解 用 已 表 左 端的 积分 , 不 难 把 它 表 为 曲面 积分 的 形状 


P= |/ f(mz + ny+pz)ds, 
(5) 


其 中 (5S) 表 半 径 为 1 而 中 心 为 原点 的 球面 . 
换 为 新 坐标 系 wvw, 取 平 面 mz 十 ny 十 pz 二 0 当 作 ww 平 
面 , 并 令 vw 轴 垂 直 于 它 (图 94); 于 是 
_ mz++ny+tpz 


和 /m2 + n2 十 D2 


在 uvw 坐标 下 这 同一 积分 可 写 为 : 
P= / f(uy mm? + n? 十 D2)d9. 
(3) 
如 果 把 球面 (S) 的 参数 表示 式 取 作 下 面 的 形状 
U=u, v= Vli—ucosw, w= Vl-uwsinw 图 94 


—-l&ugl1;0 gw < 27), 


则 daS = dudw, 而 最 后 得 到 
2r pl 1 
»-/ / Hu rm rdudo = 2 | fuV mm? 十 ?2 十 D2)dvw. 
0 —1 一 1 
令 w= cos 和 (0 < 入 < 7), 则 泊 松 公式 常 可 写成 下 形 
T 27 
/ / f(msinpcos0+nsinypsing+peosw)sin wdbdy 
2 Jo 


=27 / f(V m? 十 m2 十 D2cos 入 ) sin 和 AdA 和 . 
0 . 
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4) 设 一 质量 是 沿 曲面 (5) 分 布 的 , 具有 密度 p = p(z,y, z). 试用 展 布 在 (8) 上 的 曲面 积 
来 表示 : (a) 质量 的 总 值 m; (6) 它 对 于 坐标 平面 的 静 矩 My>, Mzz, Mazy 与 惯 矩 有 rz [zz, Tzy; (3) 
质量 重心 的 坐标 &,n,¢. 

5) 试 求 球 面 的 质量 , 如 果 在 它 上 面 各 点 处 的 密度 等 于 (a) 这 点 到 铅 垂 直径 的 距离 ，(6) 这 中 
离 的 平方 . 

(a) 解 ” 取 球 心 当 作 坐 标 原点 , 并 把 铅 垂 线 定 为 z 轴 . 令 


r= Rsnmpcosb, y= Rsingsinb, z= Reosvy, 
其 中 RR 是 球 的 半径 , 我 们 变 到 球 坐 标 9 与 9. 于 是 


dS = R? sin pdpd, p= Vr? + = Rsinoy, 


27 T 
77 一 / pdS = RR [ [ sin? pdpde 一 2R. 
(5) 0 0 


(6) 答 m= STR 
6) 当 质 量 分 布 的 情形 分 别 地 和 前 题 中 的 (a) 与 (6) 一 样 时 , 试 求 球面 的 上 半 部 重心 的 位 置 . 
(a) 解 ”如 果 像 刚才 一 样 选取 坐标 轴 , 则 由 对 称 性 立刻 知道 & = n = 0. 


计算 项 矩 : 
af™ 2 2_p4 
Mzy = // zpdS = RR [ / sin’ pcospdwpd0 = =7R. 
(5) o Jo 3 


我 们 已 知 [ 见 问题 5)] 质量 的 全 部 大 小 m = BR. 于 是 


因此 


_ Mzy 
m 


(6) 答 “在 同样 安排 坐标 轴 时 ,上 一 = 0,5 = 3 
7) 试 求 (a) 均 匀 的 (p = 常数 ) 锥 面 


ZZ 二 VT (z+ < R?) 


重心 的 位 置 ,(6) 它 对 于 坐标 平面 的 惯 矩 ， 
解 (a) 显然 ,6 = 7 = 0, 其 次 ,有 


/ 2 
dS=\/1+ 砚 dzdy 一 Rdzdy (L= VvVh? + RR?), 


6 


4 
= 于 也 


于 是 
R 
Mzy = Mo// Vv 2Z2 十 y2drdy 一 2 7 dr 一 2rhiRp. 
£2+y2< R2 0 3 


因为 m = xlRp, 所 以 《= 了 


(6) 
2 2 
Jov = pz2dS = 2 i rdr= Ry 
(8) R3 0 2 


[633] 83. 第 一 型 曲面 积分 . 229 . 


同样 ， 
Tyz = Tzz = Tp. 
8) 已 给 一 个 半径 为 R, 高 为 h 的 直 圆 柱 面 . 设 它 的 侧面 是 均匀 的 (p = 1). 试 求 (a) 底 的 中 
心 感受 到 的 曲面 侧面 的 引力 ,(6) 这 曲面 对 于 底 的 中 心 的 位 势 . 
解 (a) 如 果 取 底 的 中 心 当 作 坐标 原点 , 柱 面 的 轴 当 作 z 轴 , 则 显然 有 Ff = 五 = 0. 将 柱 面 
用 参数 表示 为 
T= Reos0, y= RsinG, z=z 


时 有 dS = Rdzd9, 于 是 


RR Ff _zRdzdo 了 =2r8 (到 - 1 ) 
" (R2 + 22)3 R VRB+RB/ 


(6) 我 们 有 
Radzd0 h+vR2+h? 
W = [ [ J 瑟 于 去 = 2xRin a 


9) 就 问题 7) 中 的 锥 面 求 出 (a) 这 曲面 对 于 锥 底 的 中 心 的 位 势 及 (6) 对 于 它 的 项 点 的 位 势 ， 
又 (Ba) 锥 底 的 中 心 感 受 的 引力 及 (r) 它 的 顶点 感受 的 引力 . 


解 (a) 令 
= VR?+h, 


-fo// drdy | 
z2402<R2 VT + (2 oh)? 
of dr 
Br dR hi 
of 27 — Rh? 十 27 忌 7 广 dr 
一 i a 1 ?/ VE 
= 2 2Rh2r + | 


2r Rp? 27Rh py 
2 
= 


r 二 RR 


[2r — Rh? 十 Vi12(12r2 — 2Rh2r + h2R2)] 


7 一 0 


aan oj RITR 


(R—h)+ IEF 


W= 4/ |/ zi -2rPRo 
z24y2<R2 VT 十 Vr?2 + + 十 VWz2 十 急 十 好 


(a) 按 对 称 性 , 玉 = 五, = 0. 其 次 ， 


=#// a radedy 
£24y2< R2 [z2 十 92 十 —h)? ]: 


-Brdr 
o [2r2 — 2Rh2r + h2R2]3 


(6) 
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这 一 积分 可 化 为 三 积分 的 和 : 


1 广 dr R(h? — R?) 1/ 7 一 Rh? jy 
2 (2r2—2Rh2r+ R2h2)s 4 0 (l2r2— 2Rh2r + R2h2)3 


_ 2R‘p? [ dr 
4 Cr 一 -2Rh2r 十 Re 
1, RI+R 


_1 hy). 
请 对 I T+ Ri 全 (R -月 - 基 (R 二 月 


整理 所 有 的 结果 , 最 后 我 们 得 到 : 


2rhRp RIt+R 2rp(R+h) 


f= 12 hl-h ! 


(r) 这 时 反常 积分 是 发 散 的 : 


FF, = 人 2// drdy _ | 
rz2+y2<R2 7 +y 


10) 设 分 布 在 一 锥 面 上 的 质量 在 各 点 的 密度 等 于 这 点 到 顶点 的 距离 , 试 求 (a) 这 曲面 对 于 顶 
点 的 位 势 ,(6) 顶点 受到 的 曲面 侧面 的 引力 . 

答 (a) W=7Ri= 5; (6)F: = Fy=0,F = A. 

11) 求 均匀 的 (p = 1) 球 层 上 的 点 的 引力 . 

解 ” 设 球 心 位 于 坐标 原点 , 被 引 点 (质量 为 1) 位 于 正 的 z 轴 上 离 球 心 距离 为 a 处 . 这 个 引 
力 在 z 与 y 轴 上 的 射影 Fi 与 Fy 显然 等 于 零 , 其 次 , 我 们 有 


m= // pd 
(5) 了 


(r 是 球面 上 任 一 点 M 与 点 4 的 距离 ). 如 果 换 为 球 坐 标 : 


T= Rsnpcosg, y= Rsinpsing, z= Reosy, 


则 


dS = Rsinpdpdb, r= VR 十 a2 ~ 2Ra cos wp， 
而 . 
已 =2rPo 上 _(Reosp ~ a)sinpdp (1D) 
o (R? ++a?— 2Racos 的 下 
用 变换 展 十 a? - 2Racos wp = 刀 将 这 表示 式 改 为 


Ri+a 2 _ ,2 
Ft, (2 > 1) 
a IR-al t 


我 们 现在 要 讨论 两 种 情形 . 
(1) 设 a< RR, 则 |R 一 a|= Ra, 而 括号 内 的 值 为 零 , 于 是 


F:=0. 
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因此 , 凡 在 一 均匀 球 层 里 面 的 点 ， 都 不 感受 球 层 表面 的 任何 引力 . 
(2) 车 a > RR, 则 |R 一 al= 一 (R 一 a), 于 是 
4rR2p 

a2 


Fz = 一 


因此 ,在 均匀 球 层 外 面 的 点 感受 到 的 球 层 表面 的 引力 , 与 集中 球 层 的 全 部 质量 m = 4rR2p = 
Sp 于 球 心 时 它 感受 到 的 引力 一 样 . 

特别 来 讨论 a = R 的 情形 . 在 这 情形 下 点 4 在 球面 上 , 而 积分 (11) 成 为 反常 的 , 经 过 很 明 
显 的 简化 手续 后 , 它 作 下 面 的 形状 : 

A sin pq 

当 a 从 比 R 小 的 值 或 比 R 大 的 值 趋 近 于 R 时 ,Fi 分 别 地 有 极限 值 0 与 -4rp. 由 此 可 见 ， 
当 被 引 点 通过 球面 时 , 引力 的 连续 性 遭 到 破坏 , 并 且 它 对 于 球面 上 的 点 的 值 是 上 述 两 个 极限 值 的 
算术 平均 数 . 

12) 求 均 匀 球 层 对 于 任意 一 点 的 位 势 . 

解 ”在 前 面 的 记 法 下 , 我 们 有 


(s) 了 0 VR?+a?—2Racosw 
R+a 
= =p(R+a-|R- ol). 
a IRal a 


FF = 


车 a > RR, 则 
Wl(a) = 4r Rp, 
所 以 ,在 均匀 球 层 里 面 , 它 的 位 势 是 一 常数 ， 
反之 , 当 a > RR 时, 则 
4nR2p 


也 就 是 说 ,如 果 把 球 层 的 全 部 质量 集中 于 球 心 , 球 层 在 其 外 部 空间 的 位 势 不 起 变化 . 
在 a = RR 的 情形 下 , 表达 位 势 的 反常 积分 具有 值 


W(R) = 4rRp. 


由 此 可 见 , 当 被 引 点 通过 球 的 表面 时 位 势 保持 其 连续 性 . 


84. 第 二 型 曲面 积 


634. 第 二 型 曲面 积分 的 定义 ”这 一 新 积分 的 形成 是 按照 第 二 型 曲线 积分 的 样 
子 建 立 的 . 

在 那里 我 们 从 有 向 (定向 ) 曲线 出 发 , 并 把 它 分 成 一 些 元 素 后 , 再 把 这 种 各 有 方 
向 的 元 素 射影 到 坐标 轴 上 来 . 射影 也 是 有 方向 的 , 而 我 们 则 取 其 长 带 正 号 或 负 号 , 依 
其 方向 是 否 与 转 的 方向 相同 而 定 . 
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用 类 似 的 方法 我 们 现在 来 考虑 光滑 的 或 分 片 光 滑 的 双 侧 曲面 (8), 并 且 取 定 其 
两 侧 中 某 一 甸 ; 如 已 所 知 [620], 这 等 于 说 选取 曲面 的 一 个 确定 的 定向 . 
为 明确 起 见 , 我 们 首先 假定 这 曲面 由 显 方 程 


z= z(x,y) 


给 出 , 并 且 点 (x,y) 是 在 zy 平面 上 由 分 段 光滑 的 闭路 所 范围 的 区 域 (D) 内 变动 . 于 
是 在 曲面 的 上 侧 与 下 侧 @ 之 间 可 以 加 以 选择 . 在 第 一 种 情况 下 曲面 上 的 闭 曲线 , 如 果 
从 上 面 去 看 , 要 记 以 反 时 针 的 方向 , 而 在 第 二 种 情况 下 则 记 以 相反 的 方向 . 

如 果 把 曲面 分 割 为 许多 元 素 并 把 这 种 各 有 定向 的 每 个 元 素 射 影 到 zy 平面 上 来 ， 
则 被 射影 的 图 形 边界 的 环行 方向 决定 着 它 的 射影 闭路 的 环行 方向 . 若 曲面 (S) 的 上 
侧 是 固定 的 , 则 这 一 方向 和 反 时 针 方向 的 转动 相 一 致 , 也 就 是 与 zy 平面 本 身 的 定向 
一 致 ; 在 这 种 情况 下 我 们 对 射影 的 面积 要 取 正 号 . 在 下 侧 的 情形 转动 是 相反 的 , 而 我 
们 对 射影 的 面积 要 取 负 号 [参考 610]. 

现在 设 在 所 给 曲面 (5) 的 点 上 定义 有 某 一 函数 1(M) = f(x,y,2z). 用 分 段 光滑 
的 曲线 网 把 这 曲面 分 成 许多 元 素 


(91)， (S2), “0 (Sn) 


后 , 在 每 个 元 素 (5;) 内 选取 一 点 Mi;(zi, bi, zi). 再 算出 函数 的 值 FM) = f(zi, Yi, zi) 
并 用 元 素 (5;) 在 zy 平面 上 的 射影 的 面积 D; 去 乘 它 ,Di 所 带 的 符号 是 按照 上 面 所 
说 的 规则 来 给 的 . 最 后 作出 和 (也 是 一 种 积分 和 ) 


0 = 2, f(Mi) Di = 》 fri, vi, zi) Di. (1) 
i= i=1 


如 果 当 各 个 小 块 (5;) 的 直径 趋 于 堆 时 这 个 和 有 一 个 确定 的 有 限 极限 , 则 这 极限 
叫做 
f(M)drdy = f(x,y, 2)drdy 


展 布 在 曲面 (5) 这 个 选 定 的 侧 上 的 (第 二 型 ) 曲 面积 分 , 并 用 记号 


r=/ 1/ fadedy = / / ys)drdy @) 


来 表示 (在 这 里 dzay 象征 曲面 元 素 在 zy 平面 上 的 射影 的 面积 ). 
但 是 在 这 记号 中 恰恰 没有 包含 着 一 种 记号 说 明 曲面 是 取 的 哪 一 侧 , 因此 每 次 必 
须 把 这 一 说 明 特别 提出 来 ， 从 定义 本 身 可 见 , 当 所 考虑 的 曲面 的 一 侧 换 为 和 它 相 反 
的 一 侧 时 , 积分 要 改变 符号 
参看 第 618 是 中 的 脚注 . 
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如 果 曲 面 (5) 不 具备 所 说 的 特别 形状 , 则 曲面 积 
分 的 定义 也 可 以 照样 完全 建立 起 来 , 只 是 各 个 射影 的 
面积 D; 无 需 全 部 带 同样 的 符号 , 譬如 说 , 如 果 曲 面 元 
素 中 有 些 在 上 面 而 其 余 的 在 下 面 (图 95), 那 就 要 带 不 
同 的 符号 . 

如 果 元 素 在 曲面 的 具有 平行 于 z 轴 的 母线 的 柱 
面部 分 上 , 则 它 的 射影 集结 于 一 线 , 面积 成 为 零 , 而 用 
不 着 去 谈 它 的 符号 . 

可 是 这 里 会 遇 到 这 样 的 情形 , 就 是 一 个 元 素 部 分 
地 落 在 上 面 , 部 分 地 落 在 下 面 , 或 者 是 一 个 元 素 不 是 
按 一 一 对 应 的 方式 射影 到 zy 平面 上 . 95 

因为 在 实际 上 这 类 “不 规则 的 ”元 素 不 起 什么 作 
用 , 所 以 我 们 在 积分 和 中 可 以 不 把 与 这 些 元 素 的 对 应 项 加 进去 . 以 后 我 们 要 证 实 这 
样 做 法 , 无 论 是 在 曲面 积分 的 计算 中 或 是 在 它 的 应 用 中 都 不 会 引起 任何 紊乱 . 

若 替 代 zg 平面 把 曲面 的 各 元 素 射影 到 yz 或 zz 平面 上 , 则 我 们 得 到 另外 两 个 
第 二 型 曲面 积 


/Coaau 或 Nise y, 2)dzdz. (2*) 
在 应 用 中 常常 遇 到 这 几 个 形状 的 积分 联结 在 一 起 : 


/ / Paydz + Qdzdz + Radzdy， 
其 中 P,Q, RR 是 (x,y,z) 的 函数 , 定义 于 曲面 (5S) 的 点 处 . 我 们 再 一 次 着 重 指出 , 在 
各 种 情况 下 曲面 (5) 都 假定 是 双 侧 的 并 且 积分 是 展 布 在 它 的 确定 的 一 侧 上 .102) 
635. 最 简单 的 特殊 情形 ” 1? 再 回 到 积分 (2) 当 曲面 (5) 是 由 显 方程 
z 三 z(Zz,) 【〈(z, 切 属于 个 )) 


给 出 的 情形 , 并 且 函 数 > 与 它 的 偏 导数 p= 22 及 g 都 是 连续 的 . 
如 果 积分 (2) 是 沿 曲面 的 上 侧 取 的 , 则 在 积分 和 (1) 中 所 有 D; 都 是 正 的 . 在 这 
和 中 用 z 的 值 zx(z, 区) 来 代替 ,我 们 就 把 它 化 为 下 面 的 形状 


oO= >》 f(zi, Yi, Za yi)) Di, 
i=1 
102) 在 分 析 教 程 中 可 能 有 另外 的 方法 引入 第 二 型 曲面 积分 , 这 样 , 为 了 定义 第 二 型 积分 可 以 应 用 
将 其 归结 为 第 一 型 积分 或 通常 的 二 重 积分 的 公式 ; 特别 , 第 二 型 积分 可 借助 636 目的 公式 (9) 或 
(10) 来 定义 . 
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不 难看 出 这 就 是 寻常 的 二 重 积分 


/ / jz z(x,y))drdy 
(D) 
的 积分 和 . 取 极限 , 我 们 就 确立 了 等 式 


/fw Waray 二 /fw mdr (3) 
并 且 这 两 个 积分 中 一 个 存在 就 能 推出 男 一 个 的 存在 . 特别 , 如 果 函 数 是 连续 的 , 则 
这 两 个 积分 一 定 存在 . 
若 积分 展 布 在 曲面 (5) 的 下 侧 , 则 显然 有 
/ | fe odrdy = / /| fo Ale 0)andy (3") 


附注 在 各 种 情况 下 公式 (3) 可 以 保持 不 变 , 只 要 认为 右 端 二 重 积分 所 展 布 的 
区 域 (D) 有 其 应 有 的 定向 [参看 610]. 


我 们 现在 要 证 明 (在 所 考虑 的 情况 下 ), 第 二 型 曲面 积分 可 化 为 第 一 型 曲面 积分 . 
在 选 定 曲面 上 侧 的 假设 下 ， 就 是 说 所 有 的 Di > 0, 我 们 来 重新 考虑 和 (1)， 按 照 第 


626 目 中 公式 (5a)， dady 
3i = /ms 
其 中 > 是 曲面 的 法 线 与 z 轴 之 间 夹 的 锐角 . 应 用 中 值 定理 , 我 们 得 到 


D:; 、 
Gi 二 一 一 或 D;= Sicosv?; 
cos 7 


这 里 的 忆 代表 在 元 素 (Si) 的 某 个 (但 不 是 任意 选择 的 ) 点 处 的 曲面 法 线 与 z 轴 所 
成 的 角 , 把 Di 的 这 个 值 代入 o 中, 我 们 得 到 


og = VS flvi 2) cos Si. 
气 
与 这 个 和 相应 自然 地 有 一 个 和 
= 5 f(a) cosms,, 
其 中 uv 是 与 任意 选 好 了 的 点 (zi, my, za) 相对 应 的 ; 最 后 这 个 和 显然 是 第 一 型 曲面 积 
/ / Leoaeosras 


的 积分 和 . 
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由 函数 | 


的 连续 性 , 如 果 把 曲面 (5) 分 成 足够 小 的 一 些 元 素 , 则 这 余弦 在 各 个 元 素 范围 内 的 
振动 都 会 小 于 任意 一 个 预先 给 定 的 数 es > 0. 假定 函数 『 是 有 界 的 : |f| < M, 我 们 
估计 这 两 个 和 o 与 5 的 差 : 


COS 2 一 


lc 一 可 | < >》 | (i, yi zi cos wv: ~ cosvi|S; < MSe; 
i=1 


所 以 oc -5 一 0. 很 明显 , 这 两 个 和 的 极限 同时 存在 并 且 相 等 . 于 是 我 们 得 到 等 式 


// f(z,y, 2)dzrdy = // f(x, y, 2) cosvds. (4) 


并 且 从 这 两 积分 中 一 个 的 存在 就 得 出 另 一 个 的 存在 . 我 们 又 看 到 , 特别 在 函数 f 连 
续 性 的 假定 下 这 两 个 积分 都 存在 . 

把 曲面 的 上 侧 换 为 下 侧 , 我 们 同样 要 改变 等 式 (4) 左 端的 符号 . 如 果 与 此 同时 把 
v 理解 为 方向 朝 下 的 法 线 与 z 轴 所 成 的 角 , 则 余弦 照样 改变 符号 , 而 右 端 的 积分 也 跟 
着 它 改变 符号 , 所 以 等 式 仍 然 可 以 保持 不 变 . 

2 如 果 (5) 是 柱 面 的 一 部 分 , 其 棱 平 行 于 z 轴 , 则 各 元 素 的 射影 都 成 为 零 , 所 
以 在 这 种 情况 下 : 

/ fn a)drdy =0 (5) 


显然 , 在 这 里 公式 (4) 也 成 立 : 因为 cosv = 0, 所 以 这 公式 的 右 端 也 为 零 . 
636. 一 般 情形 ”我们 再 回 到 简单 、 非 闭 的 光滑 曲面 的 一 般 情 形 . 在 积分 和 


-D1 f(zi, Yis zi)D 


中 , 像 我 们 规定 过 的 情形 一 样 , 没有 把 曲面 上 那些 “不 规则 ”元 素 (它们 或 者 是 部 分 
地 在 上 面 而 又 部 分 地 在 下 面 的 元 素 , 或 者 是 不 按 一 一 对 应 的 方式 射影 到 zy 平面 上 
的 元 素 ) 的 对 应 项 加 进去 . 在 和 的 记号 上 的 撤 号 表明 着 这 种 情况 . 

把 v 总 认为 是 按照 曲面 选 定 的 一 侧 而 定向 的 法 线 与 z 轴 所 成 的 角 , 我 们 恒 有 连 
符号 在 内 都 正确 的 等 式 : 


Di 一 Di COS vr 
(ww 具有 以 前 所 说 的 同样 意义 ). 因此 


/ 
0 = > ， f (zi, Yi, 2i) COS Vi Bi. 
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把 这 个 和 与 和 
5 一 5 f(z Ya, Zi) COS Li Si. 
(ws 对 应 于 所 选取 的 点 ) 相 比 较 . 像 以 前 一 样 , 不 难 证 实 


lim(o’ ~5) =0. (6) 
如 果 再 把 那个 与 抛弃 了 的 “不 规则 的 ”元 素 相对 应 的 和 
5 = SY f(z Yi, Zi) COS Vi Ss 


合并 到 5 中 , 则 完全 得 到 了 关于 第 一 型 曲面 积分 


Nie cosvds 


的 积分 和 元. 
可 以 证 明 (我 们 宁可 在 下 面 637 中 来 做 ) 当 所 有 元 素 (5;) 的 直径 趋向 于 零 时 ， 


5 —0. (7) 


于 是 根据 (6), 我 们 在 (4) 中 两 个 积分 有 一 个 存在 的 假定 下 (因而 推出 男 一 个 的 存在 ) 
重新 得 到 等 式 (4). 
从 曲面 (S) 的 参数 表示 式 出 发 , 可 以 把 (4) 中 右 端 的 积分 化 为 展 布 在 参数 的 变 
化 区 域 (A) 上 的 寻常 二 重 积分 , 而 根据 已 证 明 的 , 也 就 同时 可 以 把 右 端 积分 化 为 这 
二 重 积分 . 就 是 说 , 因为 
COSV 一 + as 三 VY A2 十 B? 十 C2dudyv, 
所 以 有 
// jz 2)drdy = +// f (z(u,v), yu,v), z(u,v))Cdudv. (8) 
(S) (A) 


正 负 符 号 对 应 于 曲面 (5) 的 两 个 侧 ; 特别 , 如 果 ww 平面 的 定向 对 应 于 曲面 (9) 上 所 
选 一 侧 的 定向 , 则 应 取 正 号 [621j. 而 且 在 这 里 , 两 个 积分 中 一 个 的 存在 能 导出 另 一 
个 的 存在 .103) 

用 类 似 的 处 理 方法 , 可 以 得 出 与 曲面 在 另外 两 个 坐标 平面 上 的 射影 相关 的 另外 
两 个 第 二 型 曲面 积分 . 把 这 些 结果 全 部 结合 起 来 , 可 以 写成 


// Pdydz + Qdzdz + Razdy = // (PeosA+ Qeosp+t Reosv)ds. (9) 
(S) (S) 
103) 换 名 话说 , 如 果 所 考虑 的 曲面 (5) 的 侧 是 在 参数 公式 中 确定 而 产生 的 一 侧 , 即 (S+) 侧 , 则 在 


公式 (8) 中 选 正 号 . [参看 620 目 中 的 脚注 99)]. 在 所 考虑 的 曲面 (5) 的 侧 是 (5_ ) 侧 时 , 则 公式 (8) 
中 积分 前 取 负 号 . 
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这 是 化 第 二 型 曲面 积分 为 第 一 型 曲面 积分 的 一 般 公 式 . 在 这 里 已 @, 尺 是 定义 于 曲 
面 (5S) 的 点 处 的 有 界 函 数 , 而 cos 和 ,cos Hp coszy 是 按照 曲面 的 选 定 的 一 侧 而 定向 的 法 
线 方向 余弦 . 

最 后 , 我 们 导出 化 第 二 型 曲面 积分 为 寻常 二 重 积分 的 一 般 公式 : 


// Pdydz + Qdzdz7 + Rdzxdy = /|/ (PA+Q@B+ RC)dudv. (10) 
(5) (A) 


在 右 端 所 指 的 是 , 函数 PP 8, R 中 的 z,y,z 是 由 其 用 ww 表示 的 式 子 来 代替 的 . 关于 
符号 可 以 重用 前 面 的 说 明 . 

所 得 的 各 个 结果 都 可 推广 到 更 一 般 的 情况 一 一 分 片 光滑 的 闭 的 或 开 的 曲面 的 情 
况 ( 因 为 这 样 的 曲面 是 由 一 些 一 个 接着 一 个 的 开 的 光滑 曲面 所 组 成 的 )， 

637. 证 明 的 细节 ”现存 回 过 头 来 证 明 关系 式 (7)， 我 们 可 以 断定 ,对 于 任 一 预先 给 定 的 


< > 0 , 找 得 到 这 样 的 一 个 7 > 0, 只 要 各 个 元 素 的 直径 小 于 7 时 , 在 “不 规则 的 ”各 个 元 素 的 各 
处 都 有 不 等 式 


| cos | < <. (11) 
假设 这 个 断 语 不 成 立 ; 于 是 就 有 这 样 的 一 个 eo > 0 及 这 样 的 由 “不 规则 的 ”而 直径 渐 缩 为 堆 
的 一 些 元 素 (Sx) 组 成 的 序列 存在 , 使 得 在 每 个 (Sx) 的 某 一 点 处 都 有 


|cosv| > eo0. (12) 


如 果 用 (6) 表 区 域 (A) 中 对 应 于 (Sk) 的 元 素 , 则 元 素 (64) 的 直径 也 趋 于 零 . 由 布尔 查 诺 - 魏 尔 
斯 特 拉 斯 定理 [172], 从 序列 {(6%)} 中 可 取出 这 样 一 个 部 分 序列 , 它 的 元 素 集 结 于 区 域 (A) 的 某 
一 点 (wo, v0); 但 是 , 不 失 一 般 性 不 妨 假定 这 就 是 序列 {(54)} 本 身 . 

对 于 与 参数 uv 的 值 4 = wo,v = vo 相对 应 的 角 v = vo, 必定 有 


cos vo = 0. (13) 
因为 , 如 果 不 然 , 则 对 于 参数 的 这 一 对 值 我 们 就 该 有 
Zu 儿 
Ty Wo 
于 是 在 点 (wo, vo) 的 一 个 邻 域内 ,uv 便 可 考虑 作 z,y 的 单 值 函 数 , 并 且 当 wv 用 z,y 表示 的 式 
子 代入 消 数 z = z(w,v) 中 时 , 曲面 便 由 显 方程 


C= #0, 


之 三 f(zx,y) 
来 表示 中. 除 此 以 外 , 若 把 这 近邻 取得 足够 小 , 则 在 其 内 cosz 保持 一 定 的 符号 , 因为 当 k 足够 大 
时 (6k) 势必 落 到 这 个 邻 域 之 内 , 所 以 它 也 就 不 能 够 对 应 于 “不 规则 的 ”元 素 (Sx). 


@ 如 果 点 (wo,vo) 在 区 域 (A) 的 边界 上 , 则 对 于 上 面 所 述 这 点 的 一 个 邻 域 和 区 域 (A) 的 公共 部 
分 这 话 仍 是 正确 的 . 参考 第 一 卷 中 的 附录 [262]. 
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由 此 可 见 等 式 (13) 成 立 . 这 样 , 当 (64) 足够 地 接近 于 点 (wo, vo) 时 , 对 于 这 些 区 域 我 们 就 到 
处 有 
| cos z| < so， 
这 和 假设 (12) 相反 . 这 一 矛盾 的 产生 , 就 证 实 了 我 们 对 于 不 等 式 (11) 所 下 的 断 语 - 
现在 设 曲面 (S) 被 分 成 的 各 个 元 素 的 直径 都 小 于 mn.， 于 是 对 于 “不 规则 的 ”元 素 (假若 有 的 
话 ) 不 等 式 (11) 成 立 , 并 且 与 它们 对 应 的 和 5 的 绝对 值 小 于 MSe, M 表 |f| 的 一 个 上 界 . 由 此 
可 见 (7) 式 成 立 . 


638. 用 曲面 积分 表 立 体 体积 ”立体 体积 可 用 展 布 在 范围 着 这 立体 的 曲面 上 的 
积分 来 表示 , 好 像 平面 图 形 的 面积 可 用 沿 着 这 图 形 的 边界 的 积分 来 表示 一 样 [551]. 
考虑 一 立体 (V), 它 是 由 分 片 光滑 的 曲面 


($1) z= zo0(2,Y), 
(Ss2) z= 2({x,Y) 


及 母线 平行 于 z 轴 的 柱 面 (53) 所 围 成 的 (图 96). 在 zy 
平面 上 , 范围 一 个 平面 区 域 (D) 的 分 段 光滑 的 闭路 (K) 
是 这 柱 面 的 准 线 . 在 特殊 情形 下 , 等 式 zo(z,y) = 2(x,y) 
可 以 在 曲线 (K) 上 成 立 ; 那 时 曲面 (53) 缩 成 一 线 . 

这 立体 的 体积 V 显然 等 于 两 积分 的 差 


V= /f Z(x,y) drdy — /f zo(x, Ydrady. 
(D) (D) 


引信 曲 面积 分 , 这 等 式 可 写 为 [参看 (3) 与 (3”)]: 


v= /| dvdy+ {|/ zdzxdy, 
(S52) (51) 


图 96 并 且 这 两 积分 是 沿 曲面 (52) 的 上 侧 及 沿 曲 面 (51) 的 下 
侧 来 取 的 . 把 展 布 在 柱 面 (Ss) 的 外 侧 上 的 积分 


/| zdzdy 
(S3) 


加 到 右 端 . 由 (5) 式 知 这 积分 等 于 零 , 所 以 这 积分 的 加 入 并 不 破坏 原来 的 等 式 . 这 样 ， 


最 终 有 
V= J aa (14) 


它 是 展 布 在 范围 着 这 立体 的 曲面 (5) = (S51) + (52) + (Ss) 的 外 侧 上 的 . 

公式 (14) 只 是 由 我 们 就 那 种 有 确定 定向 的 柱 形 长 条 建立 起 来 的 . 但 是 , 显然 , 对 
于 宽广 得 多 的 一 类 立体 , 能 够 利用 母线 平行 于 > 轴 的 一 些 柱 面 把 它 分 成 所 研究 过 的 
形状 的 部 分 , 这 个 公式 仍 是 正确 的 . 实际 上 , 实行 这 个 分 法 , 我 们 可 以 应 用 公式 (14) 


(zo < 2) 


[638] 84.， 第 二 型 曲面 积分 . 239 ， 


到 各 个 部 分 , 然后 把 各 个 结果 加 在 一 起 . 因为 展 布 在 各 个 辅助 柱 面 上 的 积分 等 于 零 ， 
所 以 我 们 重新 得 到 公式 (14). 

我 们 现存 要 指出 , 对 于 最 常见 的 极 广 的 一 类 立体 , 就 是 说 ,对 于 由 任意 一 个 分 片 
光滑 的 曲面 所 范围 的 立体 , 这 公式 成 立 . 

设 (V) 是 这 样 的 一 个 立体 . 首先 用 有 限 多 个 长 方 体 马 将 这 立体 的 表面 (5S) 上 所 
有 的 “ 棱 " 包 进 去 , 并 且 不 仅 要 它们 的 总 体积 任意 小 , 还 要 它们 包 在 曲面 (5) 的 部 分 
的 面积 也 任意 小 , 而 同时 展 布 在 这 部 分 上 的 积分 [fzdzdy 也 如 此 . 

现在 我 们 在 曲面 上 任 取 一 个 不 在 “ 棱 ” 上 的 点 Mo(wo, vo)， 因为 这 点 不 是 奇 点 ， 
所 以 在 这 点 处 4, B,C 三 行列 式 中 至 少 有 一 个 不 为 零 . 若 C 关 0, 则 我 们 知道 , 在 点 
Mo 的 一 个 邻 域内 曲面 (S) 的 对 应 部 分 可 用 形 如 


z= f(x,y) 
的 显 方程 来 表示 . 当 4 关 0 或 B 关 0 时 ,我们 就 得 到 另外 两 种 形状 的 显 方程 : 
r=g(y,2), Y= h(z,7). 


因此 , 点 Mo 可 以 被 这 样 的 一 个 长 方 体 所 包含 , 它 从 
立体 (Y) 上 制 下 的 部 分 是 由 五 个 平面 和 这 样 三 片 曲 Hz 
面 (图 97) 之 一 所 围 的 “楼 条 ”. , a 


把 博 需 尔 引 理 [175] 应 用 到 我 们 的 曲面 上 ,@ 我 们 


从 这 种 长 方 体 的 无 穷 集 合 中 可 选 出 有 限 多 个 长 方 体 
来 . 结果 除 掉 那 些 包 着 了 “ 棱 ” 的 各 个 长 方 区 域 以 外 ， 
立体 (V) 的 其 余部 分 (三 ) 被 分 成 有 限 多 个 “ 棱 条 ”及 
简单 的 长 方 体 . 假若 对 于 所 有 这 些 元 素 立 体能 够 证 明 97 
公式 (14) 的 正确 性 , 则 用 加 法 立即 证 实 这 公式 对 于 它 
们 的 和 的 正确 性 , 然后 取 极 限 (与 缩小 各 个 “ 棱 ” 的 邻 域 相 联系 ) 也 就 知道 这 公式 对 
于 原来 的 立体 (V) 是 正确 的 . 

但 是 对 于 第 一 种 形状 的 柱 形 长 条 , 因而 对 于 长 方 体 , 这 公式 是 在 前 面 已 证 明了 
的 ， 现 在 我 们 要 讲 到 例如 (V) 的 第 二 种 形状 的 “楼 条 ”, 它 是 由 平面 zx = zo,y = 
yo;y 二 妇 ;Z 二 20,Z 二 21 以 及 曲面 (s) : x = g(y,7x) 所 范围 的 . 

仿照 在 第 551 目 中 为 了 扩大 平面 图 形 面 积 公 式 的 应 用 范围 我 们 曾经 用 过 的 方 
法 , 这 时 替代 内 接 于 曲线 的 折线 我 们 来 画 内 接 于 曲面 (s) 的 多 面 形 (oc)， 我 们 知道 
[627], 利用 适当 的 三 角 剖 分 法 来 分 我 们 的 立体 在 yz 平面 上 的 射影 所 构成 的 矩形 


(gd) = [po zo, 21], 


@ 在 这 里 和 下 面 我 们 指 的 是 各 面 分 别 平行 于 三 个 坐标 平面 的 平行 六 面体 , 
@ 不 难 知道 它 是 一 个 闭 集合 . 
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可 以 做 得 使 曲面 (c) 的 各 面 上 的 法 线 方向 随意 地 接近 于 曲面 (s) 在 其 对 应 部 分 各 点 
处 的 法 线 . 用 多 面 形 (c) 代替 了 曲面 (s), 我 们 能 够 对 于 这 改变 了 的 立体 (V) 写 出 


公式 
V= f/f zdzdy, (15) 
(S) 


其 中 (3) 是 用 来 表示 范围 着 多 面体 (V) 的 整个 表面 . 实际 上 , 这 个 多 面体 容易 分 成 
许多 像 我 们 的 公式 对 它们 已 取得 证 明 的 那 种 形状 的 立体 . 要 得 到 公式 (14) 现在 只 要 
在 (15) 中 取 极 限 ( 当 多 面 形 的 各 楼 无 限 地 缩小 而 其 各 面 上 的 法 线 方向 与 所 给 曲面 上 
的 法 线 方向 无 限 地 接近 时 ). 

为 了 证 明 所 说 的 两 公式 的 右 端的 近似 , 我 们 将 它们 的 差 表 如 下 形 


// zdzdy 一 // zdzay 十 a, 
(s) (0) 


其 中 a 表示 沿 立体 (V) 与 (V) 的 那些 侧面 ( 即 用 以 使 这 两 曲面 分 开 者 ) 上 的 积 
显然 ,a 一 0. 把 这 两 积分 化 为 第 一 型 的 积分 , 它们 的 差 首先 可 写成 


// zcosvds— {| z cos Vdo, 
3) (0) 


其 次 , 再 转 到 第 二 型 的 积分 


cosr 7 CosV 
~=dydz. 
/> 5 -fs cosX 


在 这 里 cos 和 ,cosv, cos 和 ,cos 是 这 两 曲面 的 外 法 线 的 方向 余弦 . 注意 在 (s) 上 
1 


是 连续 函数 , 不 趋向 于 零 , 因此 ,是 以 正 数 为 其 下 界 的 ; 当 曲 面 (s) 与 (o) 的 法 线 足 够 
接近 时 , 对 于 多 面 形 (c) 的 cos 入 来 说 , 这 也 是 一 样 正确 的 . 

最 后 , 引用 多 面 形 (c) 的 方程 zx = $(y, z), 可 以 把 最 后 两 积分 的 差 用 展 布 在 矩形 
(d) 上 的 寻常 二 重 积分 写成 下 形 : 


COS “| COSD 
1/ / {E _ Bd } dydz. 
四 cos | z=g(y,z) COS 和: z=9(y,z) 


考虑 到 了 不 仅 曲 面 (s) 与 (c) 的 对 应 点 相 接近 , 而 且 这 两 曲面 在 对 应 点 处 的 法 线 也 
相 接 近 , 于 是 就 显然 可 见 , 所 写 出 的 积分 在 上 述 极限 过 程 中 趋向 于 零 . 这 就 完成 了 我 
们 的 证 明 . 

与 公式 (14) 同时 , 立体 的 体积 也 可 用 公式 


v= /| zdydz 或 v=// ydzdz (14*) 
(s) (9) 


COS 入 一 
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来 表示 , 这 可 由 简单 改换 轴 的 地 位 而 得 到 . 把 三 个 结果 合 在 一 起 , 可 以 得 到 更 对 称 的 
公 球 

V= /ro + ydzdz 十 zadzxay. (16) 
在 所 有 情况 下 , 积分 都 是 沿 着 包围 这 个 立体 的 曲面 (5) 的 外 侧 而 取 的 . 


再 引入 外 法 线 的 方向 余弦 cos 和 ,cos ,cosv, 最 后 的 表示 式 可 写成 第 一 型 曲面 
积分 : 


1 
v=3// (zcosA+ycosp+ zcosv)das. (17) 
(5) 


639. 斯 托 克 斯 公式 ”再 设 (5) 是 由 分 段 光滑 的 闭路 (L) 所 范围 的 一 个 简单 的 
光滑 的 双 侧 曲面 . 曲面 上 的 点 借 公 式 


T=Xu,v0), Y=Yyu,v), z= z(u,v) 


与 平面 区 域 (A) 的 点 成 一 一 对 应 , (A) 是 由 wv 平面 上 分 段 光 滑 的 闭路 (A) 所 
的 . 此 外 , 总 有 42 + B2 + C2 > 0. 

选取 曲面 的 确定 一 侧 , 并 与 此 相应 选取 它 的 定向 [620]. 为 明确 起 见 , 我 们 把 闭路 
(ZL) 算 作 按 正 环行 方向 对 应 于 闭路 (A) 的 正 环行 方向 . 于 是 像 我 们 在 621 目 中 规定 
的 一 样 , 公式 


A B 
入 一 ， = -一 天 一 一， 
COS TJ cospy /RT 
csy=- CC (18) 
+vVAtB2+C? 


正好 显示 出 曲面 (5) 被 选取 的 一 侧 . 

注意 这 些 事项 以 后 , 我 们 将 推演 一 重要 公式 , 它 联 系 着 曲面 积分 与 曲线 积分 , 且 
为 我 们 所 熟知 的 格林 公式 [600] 的 推广 . 

设 在 某 一 个 包含 曲面 (5) 本 身 在 内 的 空间 区 域内 , 给 出 一 个 郑 数 


P= P(r,y,2), 
它 和 它 的 偏 导 数 在 这 区 域内 都 是 连续 的 . 于 是 有 公式 
oP oP 
/ Pdz = /, ) 2 一 一 qza2z 一 dy (19) 


并 且 闭 路 (L) 的 环行 方向 对 应 于 右 端 积分 所 展 布 曲面 (5) 的 那 一 侧 . 
首先 改变 沿 曲线 (L) 的 曲线 积分 , 用 沿 曲线 (A) 的 积分 来 代替 : 


Pdz = 三 P P.( 昌 du+ gn). (20) 
(加 (4) “ou 9 
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关于 这 等 式 , 只 要 引进 曲线 (A) 的 参数 表示 式 , 并 通过 它 引 进 曲线 (ZL) 的 参数 表示 
式 , 便 可 以 将 这 两 个 积分 化 为 同一 个 对 参数 的 寻常 积分 . 于 是 证 明了 等 式 (20) 成 立 . 
现在 我 们 应 ) 中 的 右 端 积 2 得 


Br )- (pa)} 
人 二 总 由 )=// {a GAA 


因为 最 后 一 个 积分 号 下 的 式 子 可 以 展开 成 下 形 


OPOz OPOy OP Oz\ or D27 
( 守 玫 + 入 亚 + 守 于) 六 +P 
DOPor POy OPOz\ Or O27 
-( 守 玫 + 秆 + 人 并) 疙 -PR 
OP (天 Or Oz 如】 OP ( 实 Oy Dr 2 ) 


= Bz 一 一 一 一 一 一 一 一 


Duov 00u 
所 以 我 们 得 到 二 重 积 分 


Oy 


OuOv Ov Ou/’ 


RE { 全 6 B- 号 9] dudv. 
(A) 


按照 公式 (10) 我 们 容易 把 它 改 为 曲面 积分 


oP oP 
— dzdz 一 oP jg ; 
/ (8) Oz Oy 


最 后 这 一 积分 是 沿 所 选 的 曲面 一 侧 而 取 的 , 因为 公式 (18) 正好 表示 的 是 这 一 侧 . 这 
样 就 完成 了 等 式 (19) 的 证 明 . ®@ 
这 个 公式 是 就 光滑 的 曲面 建立 起 来 的 ; 但 它 也 容易 推广 到 分 片 光滑 曲面 的 情形 : 
只 要 就 每 片 光 滑 的 面 单独 地 把 它 写 出 来 , 然后 把 所 得 的 各 等 式 加 在 一 起 . 
用 循环 轮换 字母 x,y,z 的 方法 , 再 得 到 两 个 类 似 的 等 式 : 


/ Qdy = / 98 ay 一 900 J qz, 
(L) (5) OF Oz 


| Rdz = // OR dz 一 OR sgy, 
(L) (5) OY Oz 


其 中 @ 与 R 为 x,y,z 的 两 个 新 函数 , 满足 已 所 适合 的 同样 的 各 条 件 . 
合并 (19) 与 (19*) 三 个 等 式 , 我 们 得 到 所 要 求 的 结果 , 即 最 普遍 的 公式 : 


/ Paz+ Qay + Rdz= {| ( 吧 一 宛 ) drzdy 
(加 (G)\ or 2 


58 88] ags+ (P98) 
+ (加 dt-) dzdz (21) 


(19") 


@ 应 当 指出 , 在 推演 中 导数 25 和 和 与 连续 性 我 们 都 利用 到 了 , 但 在 最 后 


的 结果 中 它们 并 未 出 现 . 实际 上 没有 这 些 假设 这 个 公式 也 能 成 立 . 
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这 个 等 式 叫做 斯 托 克 斯 (G.G.Stokes) 公 式 . 我 们 再 一 次 着 重 指出 ,曲面 的 这 一 便 
和 它 的 边界 的 方向 彼此 是 由 620 目 中 所 建立 的 规则 来 决定 的 . 
若 取 zy 平面 上 的 平面 区 域 (D) 作为 曲面 (S) 这 一 块 面 , 则 因 z = 0 而 得 到 公式 


1 /60 OP 
pas+ ow {| (3 -92) a 
|, 2 (yr 到/ 


这 是 读者 所 知道 的 格林 公式 ; 因此 , 后 者 为 斯 托 克 斯 公式 的 特例 .@ 
最 后 我 们 指出 , 在 斯 托 克 斯 公式 中 第 二 型 曲面 积分 可 以 用 第 一 型 曲面 积分 来 代 
蔡 . 于 是 这 公式 取 下 面 的 形式 


OR 09 
Pdz + Qay + Rd = /| 人 (和 - 尝 ) oona 
|, A + Boe (9) ‘Oy 0 


到 - 现 ) pt (号 -而 )om 直 
+ (于 D7 coS 1/ 十 殉 一 豆 cosvr d9， (21*) 


并 且 cos 入, cos 1,cosv 表示 恰 与 所 选 的 曲面 一 侧 相 对 应 的 法 线 方向 余弦 . 
640. 例 ”1) 计算 积分 
I= / (2? + ¥ )drdy, 
(5S) 


它 展 布 在 圆 z2 十 岂 = R? 的 下 侧 . 
提示 “因为 积分 所 展 布 的 曲面 与 它 在 zy 平面 上 的 射影 重合 , 所 以 注意 到 侧 时 , 我 们 就 有 


了 一 -// (z2 + ydrdy. 
(D) 
J= // zy zdzrdy, 
(5) 


它 是 沿 着 球面 zz 十 急 十 z2 = R? 的 下 半 部 的 上 侧 而 取 的 . 
提示 ”半球 在 zy 平面 上 的 射影 是 由 圆周 zz + = R? 所 范围 的 圆 域 (DD)， 下 半 部 球面 的 
方程 是 z = 一 VR2 一 z2 一 ,所 以 


了 一 -// zp VR — 7x2 — ydrdy. 
(D) 


答 了 = 一 工 及 4. 


[=] 


2 
2) 计算 积分 


27 
等 J 人 《TR7. 
~ 7 105 台 
3) 计算 积 
五 一 // zdydz + ydzdz + zdrdy, 
(5) 


它 展 布 在 球面 (x 一 a)? 十 (y 一 旭 ? 十 (z 一 c)? = R2 的 外 侧 . 


为 了 便利 记忆 斯 托 克 斯 公式 , 我 们 指出 , 右 端 积分 中 第 一 项 与 格林 公式 中 的 是 一 样 的 , 而 其 余 
二 项 可 由 zy z 与 P,Q, RR 的 循环 轮换 得 到 . 
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Ks = I zidzdy 


z—c=+ 圭 VR?- (za)?—(y—b)? 


解 ” 我 们 来 讨论 积分 


的 计算 . 因为 球面 的 显 方程 为 


(其 中 正 号 对 应 于 上 半球 , 而 负 号 对 应 于 下 半球 ), 所 以 该 把 被 积 函数 2 表 为 下 形 
= (2— c)? 十 c2 十 2c(z 一 o)， 


前 两 项 的 和 沿 上 半球 面 的 上 侧 与 下 半球 面 的 下 侧 来 积分 时 给 出 不 同 符号 的 结果 ， 它 们 彼此 相 消 . 
最 后 一 项 由 上 半球 面 转 到 下 半球 面 时 本 身 改变 符号 , 因而 沿 这 两 半球 积分 时 得 出 相等 的 两 结果 , 所 


以 
Ks=4c // VR?—(z— oa)?—(y-b)?drdy= Sen 


(2—a)2+(y—b)2< R2 


Ki =// zdydz, r= // ydzdz. 
(S) (3) 


答 K= SrR(a+ bto). 


同样 可 得 到 另 二 积 


4) 求 积分 
(a = |, dzdy, op- /|/ zdzxdy, wa= /| 2 drdy, 
(S) (5) 
它们 展 布 在 椭 球 面 


的 外 侧 . 
答 (a) =0; (6) 已 = Snabe; (8) js =0. 


5) 计算 积分 
(a) Li = // zadydz， (6) Lz = // yzdzdz, 
(3) (3) 


它们 是 沿 着 这 同一 个 椭 球 面 的 上 半 部 的 上 侧 而 取 的 . 


解 (a) 
yy Pi 
2 一 士 aW/ 1 一 六 
2 
2\3 
一 4a8 (1 和 挫 - 和 三 
Li=4a J 1 p23 5) dydz, 


2 
其 中 (D1) 是 本 图 后 + 气 = 1 在 第 一 象限 内 的 部 分 . 换 为 广义 极 坐 标 , 不 难 求 得 


Li 一 Frasbe, 
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从 曲面 的 参数 表示 式 


z=asingpcos0, y=bsinpsinb, z=ccosyp (Oo<y 


人 
MIN 
Len 
作 
TD 
人 
LN 
洒 
Se 
全 
2 


出 发 , 同样 容易 地 可 以 得 到 这 个 结果 . 
因为 4 = bcsin? pcos9, 故 按照 公式 (10)， 


到 27 
了 1 一 ew f sin5 vdp | cos! 0d0 = Srasbe. 
0 0 


(曲面 的 上 侧 对 应 于 所 指 公 式 中 的 正 号 .) 
(6) 在 在 这 里 也 利用 参数 表示 式 , 我 们 看 出 B = acsin? osing. 所 以 


27 
Za = abc? / sin’ pcospdp / sin? 0d0 = abc’. 
0 0 


dydz dzd dzd 
/ | YT TY 
(s) 了 y 之 


它 是 沿 着 上 面 所 指 的 椭 球 面 的 外 侧 而 取 的 . 

提示 “这 积分 是 反常 的 , 因为 积分 号 下 的 式 子 变 为 无 穷 大 (在 椭 球 面 与 坐标 平面 的 截 口 上 ). 
利用 参数 表示 式 我 们 得 到 常 义 的 二 重 积分 . 

答 dr (+ 二 之 十 泽 ) . 


7) 若 把 关于 体积 V 的 表示 式 (16) 按 照 公 式 (10) 改 为 常 义 的 二 重 积分 , 则 得 


6) 求 积 分 


V= 二 过 (4z + By + Cz)dudv. (23) 
3 (A) 


视 4, B,C 的 值 为 行列 式 , 很 容易 地 把 这 结果 表 成 下 面 的 形成 


v= 
| yy 


这 时 符号 规定 是 正 的 , 只 要 4, B,C 具有 外 法 线 的 方向 余弦 的 符号 ; 在 相反 的 情形 下 符号 规 
定 是 负 的 . 
8) 从 参数 表示 式 (22)(0 < wp < ;0 < 9 < 27) 出 发 , 用 这 个 公式 来 计算 椭 球 面 


之 
dudy. 


QR NN 


了 
wu 
了 
v 


的 体积 了 “ 
提示 ”这 时 的 行列 式 等 于 abcsin 2. 
答 V= =xabtc. 


9) 若 范 围 着 一 个 立体 的 曲面 是 由 极 坐标 方程 


r=7(9,0) 
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给 出 , 则 像 在 [629,14)] 中 一 样 , 可 以 变 到 曲面 的 参数 表示 式 , 并 且 w,b 起 着 参数 的 作用 . 再 从 这 
表示 式 出 发 就 可 由 公式 (23) 导出 体积 的 一 个 简洁 表示 式 


V= 3// ra sin pododb， (24) 
(A) 
这 时 (A) 是 参数 ,6 的 变 域 . 
10) 计算 由 曲面 
(z2 + +2) = 2a2zy 
所 范围 立体 的 体积 . 


解 从 曲面 的 极 坐标 方程 
7 一 asinwVvsin20 


出 发 , 我 们 利用 公式 (24) 会 得 到 : 


TT 


V= 4 广 sin4 wap sin$ Gcos$9d0. 
3 几 0 
按照 [312, 1)] 中 的 公式 (8) 计算 第 一 个 积分 , 按照 [534, 4)(a)] 中 的 公式 计算 第 二 个 积分 , 最 后 
我 们 求 得 


11) 设 闭 路 (二 ) 为 圆周 ?十 = o2,z = 0, 而 曲面 (3) 为 半球 面 2 十 只 十 好 一 az(z > 0). 
同时 在 曲面 上 我 们 取 其 上 侧 ， 并 给 闭路 以 反 时 针 方 向 (如 果 是 从 上 面 来 看 它 )， 试 就 函数 已 = 
z2y3,Q = 1,R = z 来 验证 斯 托 克 斯 公式 (21). 

积 

/ zy dz + ay+t zadz 
(L) 


显然 可 简化 为 只 具 第 一 项 的 积 


2 
/ ZY dz = -of sin4gcos20db = ~ Las. 
(L) 0 8 


其 次 , 我 们 有 
90 0P_ ao OR_00_o0 oP7_0R_ 
Or Oy ” Oy pz "pz Or 
计算 积分 
=3// saay = 3/[ rp drdy = 一 工 a6， 
(S) z24y2 Ca2 8 
我 们 得 到 同样 的 结果 ， 
12) 试 就 函数 


P=y, @=z, R=Z 
来 验证 斯 托 克 斯 公式 , 如 果 ( 工 ) 是 圆周 


z=acost, y=avV2sintcost, z=asin’t (0<t<&7), 
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而 (5) 是 由 它 所 范围 的 圆 . 
(这 一 个 圆 是 平面 x 十 z = a 被 球面 z2 十 好 十 2 = a? 截 下 的 部 分 , 它 的 半径 等 于 万 ) 
曲线 积分 


/ ydzr + zdy + zdz 一 a2 [ (~—V2 sin? t+ 2cos’ tsint)dt = -3 Vara’, 
(£) 0 


曲面 积 


-// dzdy + dydz + dzazx 
(S) 


等 于 上 述 的 圆 在 各 坐标 平面 上 射影 的 面积 的 和 , 但 取 相 反 的 符号 , 即 
2 
-2 人 cos45° = 3 Varna’. 


13) 假定 
P= +42 QO=2+4+0, R= + 
并 把 球面 2 十 恋 十 有 二 2RZ(R >7,z > 0) 被 柱 面 z2? 十 急 =2rz 割 下 的 曲面 当 作 (5S), 试验 
证 斯 托 克 斯 公式 . 
采用 曲线 的 参数 表示 式 


z=7r(l+cost), y=rsint, z= V2r( 尽 一 r)VI 二 cost (0&<t&2x),° 
则 对 于 曲线 积分 , 我 们 得 到 一 个 很 复杂 的 用 常 义 积 分 写 出 的 表示 式 : 
27 
/ {er sin2t + 27(R—r)(1 + cost)](~r sint)- 
0 


+[2r(R—7)(1 + cost)+r?(1 + cost) Jr cost 
27(R—n) (~ sin 9 dt. 


2 2,.2..2, 1 
十 [7*(1 十 cost) 十 7 sin 届 2V Troost 


可 是 大 括号 内 的 第 一 项 及 第 三 项 各 与 dt 相 乘 都 具有 f(cost)dcost 的 形式 , 它们 的 积分 由 余弦 的 
周期 性 应 等 于 零 , 实行 剩 下 的 计算 , 我 们 得 到 2rRr”. 
至 于 曲面 积分 


2// (y — zdydz + (z— zx)dzdz + (x — ydrdy, 
(5) 
它 是 展 布 在 上 述 的 曲面 的 上 侧 的 , 我 们 首先 把 它 改 为 男 一 形式 : 
2// [(y ~ 2z)cosA+(z— 7£)cospt (z— Ycosvds. 
(5S) 


因为 


-RR y 之 
COS 和 二 一 一 一 ， COSH 二 二， COSVL 二 省 ， 
至 3 


R R 


中 如 果 令 z 一 r = 二 rcost,y 二 7sint, 则 参数 t 的 几何 意义 很 清楚 ; 把 这 二 表示 式 代 人 球面 的 方程 
中 , 我 们 可 求 得 z 与 t 的 关系 . 
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所 以 , 把 这 三 式 代 入 后 , 经 过 简化 即 把 所 要 求 的 积分 化 为 下 面 的 积分 : 


2/ /| (Was 


依据 这 曲面 对 于 zz 平面 的 对 称 性 , 积分 J 为 零 . 再 把 剩 下 的 积分 化 为 第 二 型 的 积分 ， 


得 到 
2// “as=2 fa -28// dzdy = 2rRr2. 
(5) (5) 


14) 验证 斯 托 克 斯 公式 
/ (2 — rdrt+ (my)ady + (yz)dz = 2// zdrdy + ydydz + zdzdz, 
(L) (3) 


其 中 取 螺 旋 曲 面 
T=ucosy, Y=usiny, z=cv (oub0gv < 27) 


作为 (9), 它 是 由 两 个 螺旋 线 及 两 个 直线 段 作 成 的 闭路 (L) 所 范围 的 . 
答 ”如果 把 曲面 积分 展 布 在 所 述 曲面 的 上 侧 , 而 依 对 应 的 方向 取 曲 线 积分 , 则 两 积分 都 等 于 


rec(b? 一 a2). 


641. 斯 托 克 斯 公式 在 研究 空间 曲线 积分 上 的 应 用 设 在 开 区 域 (T) 内 所 给 出 

的 函数 P,Q,R 和 它们 的 导数 
op 3 99 90 dR 68 

都 是 连续 的 . 

利用 斯 托 克 斯 公式 , 对 于 沿 着 任 一 个 在 (TT) 内 而 不 穿 过 其 自身 的 闭路 (L) 而 取 
的 积分 

/Pas + Qay+ Ras, (25) 
L 


我 们 不 难 建立 使 得 它 为 零 的 必要 而 且 充 分 的 条 件 . 

可 是 , 为 了 要 能 够 利用 斯 托 克 斯 公式 , 必须 预先 对 于 我 们 所 讨论 的 三 维 区 域 (T) 
给 以 自然 的 限制 . 就 是 说 , 必须 要 求 , 不 管 (L) 是 区 域 (T) 内 什么 样 的 简单 闭路 , 总 可 
以 “ 务 出 ”一 个 以 (L) 本 身 为 边界 而 且 也 全 部 包含 在 (T) 内 的 曲面 (5). 这 个 性 质 类 
似 于 平面 区 域 单 连通 性 的 性 质 ; 在 具备 这 性 质 的 情形 下 , 空间 区 域 (T) 也 叫做 (“ 曲 
面 *@ ) 单 连通 区 域 . 譬如 说 , 由 两 同心 球面 所 范围 的 立体 是 在 这 意义 下 的 单 连通 区 
域 , 而 环 面 体 则 不 是 . 

设 (T) 就 是 一 (曲面 ) 单 连 通 区 域 . 在 边界 (L) 上 , 如 前 所 说 , 画 一 曲面 (5), 我 
们 按 斯 托 克 斯 公式 用 曲面 积分 


(党 - 有 ) (至 - 党 ) (全 - 吾 ) 
/ | (8) Br ) drdy+ 本 可 dydz 十 Bi ~ a7 dzdz 


中 与 后 面 {653] 将 要 说 的 空间 区 域 的 另 一 种 单 连通 性 不 同 . 
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来 代替 曲线 积分 (25). 要 使 这 积分 为 零 , 其 充分 条 件 是 
90 ap 3 8@ 9p_ oR 全 
Or Oy’ Oy 6z' Oz Oz 
这 些 条 件 同时 也 是 必要 的 , 这 我 们 不 难 予 以 证 实 ( 像 第 601 目 中 一 样 ), 只 要 考虑 轮 
流落 在 各 坐标 平面 的 平行 面 上 的 平面 图 形 (5). 
读者 可 以 看 出 , 我 们 在 这 里 利用 了 斯 托 克 斯 公式 , 完全 像 在 601 目 中 一 样 , 为 了 
类 似 的 目的 利用 了 格林 公式 . 
容易 证 明 , 这 些 条 件 (B) 是 使 得 积 4 


/ Pdz + Qady + Rdz (26) 
(AB) 


与 连接 区 域 (T) 内 任意 两 点 4 与 B 的 曲线 (4B) 的 形状 无 关 的 必要 充分 条 件 ; 由 
假设 , 当然 , 这 区 域 是 (曲面 ) 单 连通 区 域 . 

必要 性 ”如 果 假 定 积分 (26) 与 路 径 无 关 , 那么 (如 561 目 一 样 ) 由 此 推出 沿 简 
单 闭路 (万 ), 积分 (25) 变 为 零 , 而 这 意味 着 条 件 (B) 成 立 . 

充分 性 由 (B) 推出 沿 简单 闭路 (万 ), 积分 (25) 为 零 . 如 果 曲 线 (41B) 与 (4I1B) 
除 4 和 B 之 外 没有 公共 点 , 那么 (如 561 目 一 样 ) 容易 得 出 等 式 


|. =/ (27) 
(AIB) (AIIB) 


如 果 不 是 这 样 , 所 取 的 曲线 相交 , 那么 这 里 的 问题 比 平面 情形 更 简单 : 在 连通 的 空间 
区 域 (T) 总 可 以 取 这 样 的 第 三 条 曲线 (AIIIB), 使 得 它 与 前 述 两 条 曲线 不 相交 , 于 是 


1 i is, J 
由 此 得 出 (27) 式 . 


从 这 讨论 当中 可 以 联系 到 这 样 一 个 问题 , 即 微分 式 
Pdz + Qdy + Rdz (28) 


是 否 为 菜 一 个 三 变量 的 单 值 溃 数 的 全 微分 . 为 了 要 它 是 一 个 全 微分 , 条 件 (B) 的 必 
要 性 可 以 直接 验证 , 参看 第 564 目 . 可 是 在 那里 条 件 (B) 的 充分 性 只 是 就 基本 区 域 
(T) 是 长 方 体 的 情形 来 建立 的 , 现在 不 难 推 到 (曲面 ) 单 连 通 区 域 的 一 般 情 况 . 于 是 
原 函 数 立 可 写成 曲线 积分 的 形式 

(2,y,2) 

F(x,y,2) = / Pdz + Qady + Rdz, 

(x0,Yy0,z0) 
它 一 一 当 条 件 (B) 成 立时 与 路 径 无 关 . 因 此 , 对 于 所 述 类 型 的 区 域 (T), 条 件 (5B) 
是 使 表示 式 (28) 为 一 全 微分 的 必要 且 充 分 的 条 件 . 


第 十 八 章 “” 三 重 积分 及 多 重 积 分 


81. 三 重 积分 及 其 计算 


642. 立体 质量 计算 的 问题 设 有 充满 质量 的 某 一 立体 (V), 并 已 知 在 它 的 每 点 
M(z,y,z) 处 , 这 种 质量 的 密度 分 布 为 
p= p(M)= p(2,Y, 2). 
要 求 确 定 立体 的 全 部 质量 m. 
为 了 解答 这 一 问题 , 将 立体 (V) 分 成 许多 小 块 : 
(Vi), (V2), 机 (Vn), 
并 在 每 一 小 块 的 范围 内 取 一 点 
Mi(éi, Mi, Ci). 
近似 地 认为 在 小 块 (Vi) 的 范围 内 密度 是 常数 且 恰 等 于 所 选取 的 点 处 的 密度 p(é&;， 
mm; i), 则 这 一 小 块 的 质量 rw; 可 近似 地 表 作 : 
而 整个 立体 的 质量 将 为 ， 
m= Dp(é, mm GW. 


?一 工 


如 所 有 小 块 的 直径 趋 近 于 零 , 则 变 成 极限 时 这 一 近似 等 式 就 成 为 准确 的 了 , 故 
内 一 limy》， 0(6 Wi, Oi) Vi, (1) 


i=1 
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而 问题 得 以 解决 . 

我 们 由 此 看 到 , 解决 这 问题 也 引导 到 要 考察 一 特殊 和 的 极限 , 这 种 和 是 我 们 在 
全 书 中 屡 层 遇见 的 各 种 积分 和 的 类 型 . 

这 种 类 似 类 型 的 极限 在 力学 及 物理 学 中 必 会 常常 考虑 到 , 它们 称 为 三 重 积分 . 用 
一 种 为 它们 而 取 的 记 法 , 以 上 结果 可 写作 : 


m= hr sa (2) 


本 章 主 要 讨论 三 重 积 分 的 理论 及 其 重要 应 用 . 因为 对 二 重 积分 所 建立 的 一 系列 
命题 与 它们 的 证 明 都 可 同时 移 到 三 重 积分 的 情形 上 来 , 故我 们 通常 将 这 些 命题 表述 
出 来 就 算 了 , 而 请 读者 再 复述 一 下 以 前 的 证 明 . 


643. 三 重 积分 及 其 存在 的 条 件 ”在 建立 新 的 积分 构造 一 一 三 重 积分 一 的 
一 般 定义 时 ,如 同 平面 图 形 面积 概念 是 二 重 积分 定义 的 基础 一 样 , 立体 体积 概念 起 
着 主要 的 作用 . 

在 第 一 卷 中 我 们 已 熟识 了 体积 概念 且 不 止 一 次 遇见 过 它 ， 对 于 一 已 给 立体 , 其 
体积 存在 的 条 件 在 于 范围 它 的 曲面 有 体积 0[341]. 我 们 将 只 考察 这 种 曲面 , 所 以 在 
一 切 所 论 的 情形 下 体积 的 存在 就 由 此 得 以 保证 . 特例 , 如 我 们 所 知 ,分 片 光 滑 的 曲面 
就 属于 所 述 曲面 类 中 

现 设 在 某 一 空间 区 域 (Y)109 中 已 给 一 函数 f(x,y,z). 用 一 曲面 网 将 这 一 区 域 分 
成 有 限 个 部 分 (W), (2),… , (Vn) 分 别 有 体 积 Vi, 2,… , Vi . 在 第 i 个 元 素 (Vi) 的 
范围 内 任 取 一 点 (&,mi,Gi), 将 这 一 点 处 的 函数 值 f(&;,7m,6i) 乘 上 体积 Vi 并 作 积 分 
和 


0 一 》， f (é&i, Ti Ci) Vi. 


?一 ] 
当 所 有 区 域 ( 记 ) 的 最 大 直径 趋 于 零 时 , 这 一 和 的 极限 了 就 称 为 函数 ffz, 纪 直 在 
区 域 (V) 中 的 三 重 积分 , 用 记号 表 为 


T= // wy DN 一 Nf daravar 


这 样 的 有 限 极限 仅 对 有 有 界 函 数 存 在 ; 对 于 这 种 阴 数 , 除 积 分 和 c 外, 还 可 引进 达 
布 和 : 


5 一 mi 5= SM 
记 1 i=1 


其 中 
mi = 油 {f} Mi: = sup{f). 


104) 在 不 作 特 别 的 预先 声明 时 , 都 假定 区 域 (V) 是 有 界 的 且 是 闭 的 , 而 且 也 是 连通 的 . 
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用 普通 的 方法 可 证 明 积 分 存在 的 必要 充分 条 件 为 
lim(S — s)=0 


或 n 
lim 》 ui = 0， 
i=1 


其 中 w; = M 一 mi 是 函数 了 在 区 域 (Vi) 上 的 振动 . (注意 , 当 积 分 存在 时 , 两 个 和 
s,5 均 以 它 为 极限 .) 

由 此 立刻 得 出 , 任 一 连续 函数 了 为 可 积 的 . 

可 以 将 这 些 条 件 略 为 放宽 些 , 即 : 任 一 有 界 函 数 , 它 的 所 有 不 连续 点 在 有 限 个 体 
积 为 0 的 曲面 上 时 , 是 可 积 的 . 

这 一 断 语 的 证 明 [参照 590] 建立 于 下 一 引 理 上 : 

如 一 区 域 (V), 含有 体积 为 0 的 曲面 (5), 被 分 为 许多 元 素 区 域 , 则 那些 与 曲面 
(S) 相遇 的 部 分 其 体积 和 与 所 有 部 分 区 域 的 直径 同时 趋 近 于 替 ，105) 


644. 可 积 函 数 与 三 重 积分 的 性 质 ”只 需 将 这 些 性 质 逐 条 写 出 来 就 够 了 [它们 可 
与 在 592 中 所 述 的 相像 地 证 明 ]. 

1? 三 重 积 分 的 存在 及 大 小 与 了 数 在 有 限 个 体积 为 0 的 曲面 上 所 取 的 值 无 关 ， 

2。 如 (V) = (V) 十 (V7)106), 则 


h = 人 


且 由 左 端 积分 的 存在 就 能 推出 右 端 两 积分 的 存在 , 反 过 来 也 是 如 此 . 


3 如 大 = 常数, 则 
大 ww 


且 由 右 端 积 分 的 存在 就 得 出 左 端 积分 的 存在 . 
4。 如 在 区 域 (V) 中 函数 了 及 g 强 可 积 , 则 函数 f 土 g 也 可 积分 , 且 


Nesom Worm fe 


5° ”如 在 区 域 (V) 中 可 积 函 数 有 及 g 适合 不 等 式 有 << g, 则 


No < Hh 


105) 换 句 话 说 , 与 这 些 直径 中 最 大 者 同时 趋 近 于 零 . 
106) 我 们 记得 , 记号 (V) = (V') + (V”) 意味 着 , 区 域 (V') 与 (V") 没有 公共 内 点 , 它们 连同 各 自 
的 边界 合并 在 一 起 给 出 区 域 (V). 
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6” 在 函数 了 可 积 时 ,函数 | 下 也 可 积 , 且 有 不 等 式 


A fav| < /1 (flav. 


7° 如 在 (V) 中 可 积 函 数 满足 不 等 式 


m<f<M, 


Vg fav < MV. 
sj 人 
换 句 话说 ,中 值 定理 成 立 : 
[fav =av (nsu<m) 
(V) 


在 侈 数 了 连续 时 这 一 公式 可 写成 


/ | faV = uD)V (8) 


的 形状 , 其 中 (z,5,2) 是 区 域 (V) 的 某 一 点 .107) 
又 , 很 容易 将 第 593 目的 内 容 推广 到 三 维 的 情形 ;: 和 那里 一 样 , 可 建立 (三 维 
的 ) 区 域 函 数 的 概念 , 特别 ,可 加 函数 的 概念 . 对 变动 区 域 (v) 的 积分 就 是 这 种 函数 的 


一 重要 例子 (参看 2°): 
a(o)= | | fo (4) 


与 以 前 相似 可 引进 函数 更 ((w)) 在 一 已 知 点 M 
处 对 区 域 的 导数 概念 , 那 就 是 当 包 含 点 M 的 
区 域 (v) 缩 到 这 点 时 我 们 这 样 称呼 极限 
lim 20) 
(w=M v 

8? 如 积分 号 下 函数 连续 , 则 积分 (4) 在 
点 M(z,y,z) 处 对 区 域 的 导数 恰 等 于 积分 号 
下 函数 在 这 一 点 处 的 值 , 即 了 (M) = f(x,y,2). 

因此 , 在 所 述 假定 下 积分 (4) 在 某 种 意义 
下 是 函数 了 的 “ 原 函 数 ”, 且 与 平面 情形 相似 ， 
可 证 明 , 是 唯一 的 可 加 原 函 数 . 

107) 参 看 643 目 中 的 脚注 104). 
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645. 展 布 在 平行 六 面体 上 的 三 重 积分 的 计算 ”我 们 以 下 一 情形 开始 来 叙述 三 
重 积分 计算 的 问题 , 即 当 在 其 中 函数 f(z,y,z) 有 定义 的 立体 是 一 长 方 体 (T) = [a, 4;c， 


定理 如 对 函数 f(z,y,z) 三 重 积分 


fc 2)dT (5) 
(7) 


在 在, 且 车 对 [a,8] 中 每 一 固定 的 z, 二 重 积分 


TO = | fo aR 0 
[ RA | (7) 
也 存在 且 适 合 等 式 


re 2 z)d7 = [ af pi y,z)dR. (8) 


证 明 与 在 第 594 目 中 所 作者 相似 . 用 点 


存在 , 则 逐次 积分 


20 一 0QC<ZI< Rin = b, 
W=e<h < < ym = d, 


0=eE<Zi< < < 


将 区 间 fo, 中 [ce 可 及 [e, 了 各 分 成 许多 部 分 , 这 样 就 将 长 方 体 (7) 分 成 许多 元 素 长 方 
体 


(Ti,jk) = [eis Tit1) Y7, Yi41; Sk, Zk+1] 


(C=0,1 ,nlj=01,.,m-1l;k=0,1,.. ,~ 1), 
且 同 时 矩形 (R) 也 分 成 许多 元 素 和 矩形 
(Rj,g) = (yj, y+41; Zk, Zk+1] 


(其 中 7 及 取 与 刚才 所 取 相 同 的 值 ). 


令 


Nui, jk 一 inf {f}, Mijk = SUP {f}, 
(Ti,s,8) (Ti ,j,k) 
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由 644,7°, 对 [zi zi41] 中 一 切 的 值 x 我 们 有 
mi,j,k AY; Azk < // f(z,y, 2)dydz < MijkAY;AZk. 
(Ry;,k) 
在 这 一 区 间 中 国定 一 任意 值 z = &, 将 对 所 有 的 值 7 及 的 类 似 不 等 式 相 加 , 我 们 
得 不 等 式 
2 2- mi,pk AYAzr ST(éi) = re 2 Z)dydz 
< 》， 》， Mi,j,k AYj; AZk-: 
了 k 
最 后 , 将 这 些 不 等 式 逐 端 乘 上 Azi, 这 次 并 对 记号 i 相 加 : 
》， 》， 》， mi, k ATiAY; AZk < 》， T(G)Azi 
i 7 k i 
< 》， 》， 》， Mi j,kATiAY;AZk. 
i jj k 


两 端 是 积分 (5) 的 达 布 和 , 当 所 有 的 差 Axi, Ayj, Az 趋 近 于 零 时 , 趋 近 于 这 积分 为 
极限 . 这 就 意味 着 , 在 中 间 的 积分 和 也 趋 近 于 同一 极限 . 这 就 同时 既 证 明了 积分 (7) 
的 存在 , 又 证 明了 等 式 (8). 

如 再 假定 对 [a, 引 的 任何 值 x 及 [c,d] 的 任何 值 y, 单 积分 


/ f(xy, 2)dz (9) 
存在 , 则 等 式 (8) 中 的 二 重 积分 可 用 逐次 积分 来 替代 [594], 而 最 后 得 : 


[rw ar = [af wf f(z,Yy, 2)dz. (10) 


因此 , 三 重 积分 的 计算 就 化 为 逐一 计算 三 个 单 积 分 ， 当然, 公式 (10) 中 变数 
zx,y,z 的 地 位 可 以 任意 颠倒 . 
读者 不 妨 自己 论证 : 由 三 重 积 分 (5) 及 单 积分 (9) 的 存在 可 推 得 公式 : 


[re aar = Re 三 f (x,y, 2)dz, (11) 


其 中 (@) = [a,5;c,dj. 这 里 变量 的 次 序 也 可 以 颠倒 . 
特别 , 对 连续 函数 f(z,y,z) 的 情形 , 显然 所 有 的 公式 (8),(11),(10) 及 将 变量 颠 
倒 得 出 的 与 它们 相似 的 公式 皆 成 立 . 


646. 在 任何 区 域 上 的 三 重 积分 的 计算 “与 第 596 目 中 一 样 , 展 布 在 任何 形状 
立体 (V) 上 的 积分 其 一 般 情 形 可 很 容易 变 到 刚才 考察 的 情形 ， 即 若 函 数 f(z,y, ) 


* 256: 第 十 八 章 三 重 积分 及 多 重 积分 {646] 


定义 于 区 域 (V) 中 , 则 只 要 引进 一 函数 f* (zx,y, 2) 
以 代替 它 , 这 一 函数 定义 于 一 容纳 (V) 的 长 方 体 
(7T) 中 , 令 


ww wz) 二 | fz,9,z)， 在 (V) 中， 
re 在 (V) 外 . 


用 这 种 方法 就 可 得 到 全 部 以 后 所 引导 的 公式 . 

我 们 来 讨论 一 些 最 有 趣味 的 情形 . 

设立 体 (V) 限制 在 平面 x = zo 及 xz = X 间 , 且 用 每 一 个 对 应 于 一 固定 值 
z(zo 所 世 久 ) 的 与 它 平行 的 平面 截 于 某 一 有 面积 的 图 形 ; 以 (已 ) 表 它 在 yz 平面 
上 的 射影 (图 99). 则 


当然 是 在 三 重 积分 及 二 重 积分 皆 存 在 的 假定 之 下 得 出 的 . 这 与 公式 (8) 相似 . 
再 设立 体 (V) 是 一 “ 柱 形 长 条 ”, 其 上 下 分 别 为 曲面 


之 一 20(Z;2) 及 之 二 Z(z,Y) 


所 围 住 , 这 两 曲面 在 zy 平面 上 射影 于 某 一 被 面积 为 0 的 曲线 (K) 所 范围 的 一 图 形 
(D); 立体 (V) 的 侧面 被 一 柱 面 所 围 住 , 这 柱 面 的 母线 平行 于 z 轴 并 以 曲线 (KK) 为 
准 线 (图 96). 则 与 公式 (11) 相似 , 有 


Mh, Ja = //, dd fo 了 (zy 2)dz; (11*) 


此 时 假定 了 三 重 积分 及 右 端 一 一 里 面 的 一 一 单 积分 存在 . 
如 区 域 (D) 是 由 两 曲线 (图 100) 


y=yo(z) 及 y=Y(z) (zo & 2 < X) 


以 及 两 直线 z = zo,z = X 所 围 成 的 曲 边 梯形 , 则 立体 (V) 适合 于 上 所 考察 的 两 种 
样子 . 在 公式 (8*) 内 或 在 公式 (11*) 内 将 二 重 积分 换 作 逐次 积分 , 得 


,4 9 Z(z,y) 
// flz,y,z)aV =/ a | | (zz (10*) 
Vy) Zo Wo(z) 20(Z;2) 


一 公式 推广 了 公式 (10). 
与 在 前 节 中 讨论 过 的 最 简单 情形 一 样 , 区 数 f(z,y,z) 的 连续 就 保证 了 所 有 公式 
(8*), (11*), (10*) 及 由 它们 将 变量 z, yz 苏 倒 所 得 的 与 它们 相 类 似 公 式 角 可 应 用 . 
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647. 反常 三 重 积分 ” 常 积 分 区 域 延伸 到 无 穷 远 或 积分 号 下 的 函数 在 一 些 奇 点 、 

线 或 面 附近 不 为 有 界 时 , 从 常 义 积 分 出 发 , 借 一 个 附加 的 极限 过 程 之 助 可 得 到 反常 三 
重 积 分 ， 多维 情 况 与 线性 情况 相 比 较 的 特征 已 经 在 研究 反常 二 重 积分 时 讲 过 了 , 而 

现在 不 要 再 添加 什么 . 

反常 三 重 积分 同样 必须 是 绝对 收敛 的 . 这 一 情况 就 将 这 种 积分 的 存在 及 计算 的 
全 部 问题 化 为 正 的 ( 非 负 的 ) 积分 号 下 函数 的 情形 . 

在 这 一 假定 下 , 与 二 重 积分 情形 时 一 样 , 也 可 确立 各 种 样子 的 三 重 积 分 与 逐次 
积分 间 的 联系 . 我 们 不 预备 讨论 这 一 点 了 . 


648. 例 1) 计算 积分 
了 二 / [ /机 学 全 dzrdydz 
(1+2 二 y+ 2)3 


它 展 布 在 由 平面 2 二 0,y 二 0,z = 二 0 及 zz 十 y 十 z= 二 1 所 转 成 的 四 面体 (V) 上 (图 101). 


图 100 图 101 


解 ”立体 在 zy 平面 上 的 射影 为 由 直线 x = 0,y = 0 及 z 十 y = 1 所 组 成 的 三 角形 , 显然 ,x 
变化 的 界限 是 数 0 与 1, 而 当 z 固定 于 这 两 个 界 之 间 时 , 变量 y 自 0 变 到 1 一 xz. 如 zx,y 都 固定 ， 
则 点 可 沿 垂 线 自 平面 z = 0 移 到 平面 x 十 y 十 z = 1; 因此 ,z 的 变动 范围 为 0 及 1 一 2 一 y. 

由 公式 (10*), 我 们 有 


= 人 “f wf TE 


从 里 面 开始 , 逐一 计算 出 各 积分 : 


| 
0 (1+z+y+2)3 21(1+2+y)? 4 


i le ded) 
2 LG+z+ 4)Y 3\zt1i 4 
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最 后 ， 


2) 计算 积分 


其 中 (V) 是 本 球体 写 十 臣 十 把 和 1 的 上 面 于 
解 立体 在 zy 平面 上 的 身影 是 本 国航 一 5 二 纪 <1. 故 z 的 变动 范围 是 数 -a 及 +a, 而 


当 z 固定 时 , 变量 y 自 -2 Ve 一 22 变 到 va 一 22. 立体 在 下 面 为 zy 平面 所 限 住 , 而 上 面 
为 椭 球 面 所 限 住 , 故 当 z 及 y 都 固定 时 z 的 变动 范围 是 


由 同一 公式 (10*)， 


也 2 2 
c2 f° <4Va 人 ( zx2 史 ) 
-了 人 “|, l1- -md 


BVal 3 “人 2 2 
加 y 2bc 
= 2/ (1 每- 牌 ) ?= 3a3 


_ 40c- 个 /er 一 22 )az = Tobe’. 


3a3 


三 (a2 一 2Z2) 台 dz 


也 可 用 另 一 法 来 进行 计算 . 即 , 由 公式 (8*), 但 在 它 里 面 将 变数 > 及 z 的 地 位 交换 , 我 们 将 有 


1 =-/ a // dvdy= | dz drady, 
0 (Rz) 0 (Rz) 


其 中 (Rs) 是 椭 球 体 被 平面 2 = z 所 交 的 截面 在 zy 平面 上 的 射影 (射影 时 不 发 生变 形 ). 但 二 重 


积分 
/ 人/ drady 
(Rz) 


不 是 别 的 , 恰 为 这 一 射影 的 面积 Rs. 因为 射影 的 边界 在 zy 平面 上 有 方程 


2 
20-3) wa) 


亦 即 是 一 有 半 轴 


由 于 积分 号 下 函数 为 偶 函 数 . 
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的 椭圆 , 所 以 , 如 我 们 已 经 知道 的 ， 


2 
R. -mop(1- 三 ) 
C 
c 2 2 
r= / (1) d= Te 。 
0 C 4 


计算 是 简化 得 多 了 , 不 过 只 是 因为 利用 了 为 我 们 所 熟知 的 椭 贺 面积 的 大 小 . 


3) 计算 积分 
NC 


其 中 (T) 是 整个 椭 球 体 二 + 点 及 <1 
解 应 用 在 前 题解 知 中 所 途 的 第 一 方法 , 得 


sf ge) ef alee Se) 


L= me .0 " (1 各 )4 
~ a2 _ a Q2 2 BY 


Rab 4 
十 -2 2 (1- 与 】 dz = 5" abc. 


T= //f zdzadydz, 
(4) 


其 中 立体 (4) 是 由 锥 面 22 = 入:(z? 十 态 ) 及 平面 * = 所 轩 成 的 (图 102). 
解 (a) 锥 体 在 zy 平面 上 的 射影 (Q@) 为 圆 盘 z2? + y2 < R?. 由 公式 (11*) 


了 一 // sty dz = s/f | [2 一 入 (ce? + dzay, 
(9) VE (9) 
Zz 


或 变 到 极 坐标 时 ， 


p2 2r 8 ， A R2h? . 
- 奋 / “|f (R’ —r’)rdr = 了 一 


(6) 用 另 一 解法 , 可 写 


h 
I -/ dz/ dzrdy, 
0 (D) 


其 中 (D) 是 锥 体 被 一 平面 所 交 的 截面 在 zy 平面 上 的 射影 , 这 一 平 
之 


面 平行 于 zy 平面 且 在 它 上 面 高 z 处 . 这 一 射影 是 一 半径 为 和 的 
Rt z2. 于 是 


h 2 27 2 
| TR zadz = Eh 
0 4 


因此 ， 


于 是 ， 


4) 计算 积分 


260 ， 第 十 八 章 三 重 积分 及 多 重 积分 [648] 


五 一 / / zadzrdydz, 
(V) 


其 中 (V) 是 由 平面 z= 0,y 二 0,z 二 0,y 二 h 及 7z 十 z= 二 a 所 围 成 的 三 角 柱 . 


5) 计算 积 


提示 “利用 公式 (8*), (Ps) 是 边 为 h 及 a 一 zx 的 矩形 . 
答 二 oh 


6 
6) 求 积 分 


J= [ | [ z2dzrdydz 
(T) 


的 值 , 其 中 (T) 是 两 个 球 
2Z2 十 妇 十 妇 芝 开 及 r+ +2 2Rz 


的 公共 部 分 (图 103). 

解 ” 它 们 表面 的 交 线 位 于 平面 z 二 卫 上 , 立体 (7) 被 平行 于 
zy 平面 的 面 所 交 的 截面 为 图， 在 这 里 变 成 逐次 积分 一 ~ 自 二 重 
积分 变 到 单 积分 , 得 


寺 民 RR 59 
J= < Zz2(2Rz 一 22)dz 十 </ 22(R2 -22)dz = 一 一 TR5， 
0 i 180 
2 
7) 计算 积 
图 103 3 = // (z+ y+2) drdydz, 
(V) 


其 中 (V) 是 抛物 体 z2 十 < 2az 及 球 z2 12 十 22 世 3a2 的 公共 部 分 . 
解 首先 , 将 积分 号 下 的 式 子 展开 , 可 以 看 到 ，2zy, 2zz, 2yz 诸 项 的 积分 由 对 称 性 都 消失 了 .@ 


因此 ， 
和 一 // (22 + y+ 2)drdydz. 
(V) 


由 公式 (8*)( 将 z 及 z 的 位 置 交换 ) 


s=/ dz /{/ (z2 + + 2 )drdy 
0 


Z2 十 y2 委 2az 


av 了 
+/ dz // (22 + + 22)dray. 
” 2Z2 十 32 委 3a2 一 z2 
变 成 极 坐标 时 这 些 二 重 积分 便 容易 计算 出 来 
2az 
2 (r2 + 2 )rdr = 2r(a2z2 十 az3)， 
0 


a2 22 


3a*—z 
2 (r2 + 22)rdr = 37(90 一 24). 
0 


@ 这 (在 引用 逐次 积分 后 ) 可 只 用 单 积分 及 二 重 积分 的 性 质 来 论证 . 
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于 是 ， 
S = zr (a222 + azsajdz 十 5 / (9a4 — z4)dz = 了 (18V3- 字 ) . 
0 a 


8) 计算 积 4 
了 一 /// (z2 + +2)drdydz, 
(IT) 


其 中 (T) 是 锥 体 灵 十 2 入 z2 及 球 z2 十 妇 十 22 区 天 的 公共 部 分 (x > 0). 
5 
答 I= 2 Va). 


9) 设 已 知 一 锥 面 (2) = (二 ) + (区 ) ; 它 与 平面 = = e 相交 


QQ 
于 一 椭圆 , 这 椭圆 在 zy 平面 上 的 射影 其 方程 为 (2) + (区 ) = 1 
考察 在 第 一 卦 限 内 的 一 立体 (V) , 它 是 由 上 述 锥 面 、 平 面 z = 以 及 
二 坐标 面 z=0 与 y= 0 所 围 成 的 (图 104). 


试 计算 展 布 在 这 一 立体 上 的 积分 


4=/ [ 人 学 2 drdydz. 
CV) VF 


(a) 先 对 z 积分 , 再 对 y, 最 后 对 zx, 我 们 得 变化 的 界限 如 下 : 


2 
对 z:0 及 a; 对 y:0 及 bY1- 三 ; 


对 z:e (2) + (2) 及 图 104 
则 
人 
因此 
[| 
vf Wp- 4 (人 + 的) ydy 


BVe 2 2 4,2 ZT\ 
= ve (a) | 
A= VE 


(6) 如 以 相反 的 次 序 积分 , 计算 略为 简单 一 些 ， 我 们 的 立体 在 yz 平面 上 射影 于 由 直线 y = 
0,z 二 c 及 y 二 2 所 围 成 的 三 角形 . 所 以 变化 的 界限 将 为 : 


对 z:0 及 对 y:0 及 2z 


对 z:0 及 ay (2) - (2)， 
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[648] 


而 所 求 积分 可 重 写 为 : 


这 时 ， 


10) 试 求 积分 


(a) l= Wh z™ drdydz, (6) 12 = // rz"drdydz, 
(Vv) (V) 


其 中 立体 (V) 与 前 题 同 (m 是 自然 数 ). 
提示 ”将 积分 安置 成 与 9)(6) 中 相同 的 次 序 . 在 第 二 个 情形 下 , 积分 


可 化 成 熟知 的 积分 人 ;cosm+2 6db[300,1)]. 
答 (a) 了 = x abc™t 
Yl m+3. 


am+lbc (m — 1)llx 


72 十 3 (m+2)12 ( 当 mm 为 偶数 时 )， 


am+ibe (m — 1)!! 


m+3 (m+2)!! ( 当 m 为 奇数 时 ). 


(6) 2 = 


11) 计算 积分 


dzrdyd 
FH Wh ZYyzdrdydz __ (a> p827y>0) 
az2z2 十 B2Yy? 十 Y222 


ZYy,z20 
22+y2+z2< R2 


解 ”我们 有 


R /R22—x2 /R22—z2—y2 dz 
a= |/ ou / ws 一 一 一 一 一 一 一 一 一 ; 
0 0 0 /ae272 十 Bb2y2 十 了 222 


1 
3 


d= HVPE P+ PP Vom py 
0 


3 


[lyay = sR PR + (ao — PB )r]> 
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最 后 , 经 一 些 初 等 (虽然 是 元 长 的 ) 变换 后 ， 


nd 


~ 15 (B+W0O+ro(a+A) 
12) 求证 : 计算 (a) 由 曲面 z = z(x,y) 所 限制 的 柱 形 长 条 下 体积 的 常用 公式 


及 (6) 已 知 断 面 立体 体积 的 常用 公式 


V = /om 


v= /// v= |// dzdydz 
(V) ， (V) 
的 推论 . 


提示 ”应 用 公式 (11*) 及 (8*) 到 后 一 积分 .下 


649. 力学 应 用 ”自然 , 在 空间 某 一 立体 (V) 的 范围 内 , 凡 一 切 与 质量 分 布 有 关 的 几何 量 及 
物理 量 在 原则 上 这 里 都 可 表 作 取 在 立体 (V) 上 的 三 重 积分 . 此 处 同样 最 简单 是 利用 “无 穷 小 元 素 
相 加 ”的 原理 [参照 348~356 及 598]. 

以 p 表 质 量 分 布 在 立体 (V) 的 任意 一 点 的 密度 , 它 是 点 的 坐标 的 函数 , 我 们 将 永远 假定 这 一 
函数 连续 . 将 质量 的 元 素 dm = pdV = pqdzdydz 相 加 , 对 全 部 质量 的 大 小 我 们 将 有 


"Je re " 


都 是 基本 公 疆 


[参照 642]. 
从 元 素 静 和 矩 
dMyz = zdm = zpdV, dMzz = ydm = ypdV, dMzxy = zdm = zpdV 


出 发, 求 得 静 矩 本 身 ; 


mw.= /| re uae= {f fe us= [| 人 zpdV, (13) 


而 由 此 就 得 出 重心 的 坐标 : 


< 一 Hea 7 = Hy C= JJoozoay 
m m m 


在 均匀 物体 时 , p = 常数 , 更 简 地 得 : 
Hwrav fyav < NHJwzadv 
yy 7 二 Vy 一 Vy 


(14) 


£= 
中 关于 其 它 计 算 三 重 积 分 的 例题 可 从 第 676 目 中 拿 过 来 , 那里 考察 的 是 n 重 积分 , 只 要 取 n= 3. 
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对 于 坐标 轴 的 惯 矩 公式 


m= [+ er 1 = /fe 


三- / / ay a 


或 对 坐标 面 的 惯 矩 公式 
Toy = /// zpdV, Tzz = /// ypdV, Toy = /// z2pdV (16) 
(V) (V) (V) 
也 都 自明 . 


最 后 , 设 充满 于 立体 (V) 的 质量 按 牛 顿 定律 吸引 一 (质量 为 1 的 ) 点 A(&,m,《) . 来 自 质量 元 
素 dm = pdV 的 吸引 力 在 坐标 轴 上 的 射影 为 


一 《pad 


_ zx-—é _y—7 _ 
dF = 一 pdV, dF,= 局 pdV, d = 


其 中 

7 一 V(zZ 一 本 2 十 (一 力 ? 十 (z 一 人? 
是 点 4 到 元 素 (或 到 我 们 认为 它 的 质量 所 集中 的 点 处 ) 的 距离 . 为 要 得 总 吸引 力 辣 在 坐标 轴 上 
的 射影 , 相 加 得 : 


m= /// spa m= //|/ ody, m= /// 二 oa (17) 
(V) (Vv) (V) 


同样 亦 可 确定 我 们 的 立体 在 这 一 点 上 的 位 势 : 


如 点 4 在 立体 以 外 , 则 所 有 这 些 积分 是 常 义 的 . 根据 与 在 单 积分 时 我 们 所 利用 过 的 相似 的 理 
由 [507], 此 时 可 以 将 积分 W 对 任 一 变量 &,”,¢ 在 积分 记号 下 微分 . 结果 我 们 得 到 


ow owW owW 
7 Er Be = (19) 


而 当 点 4 本 身 属于 立体 (V) 时 , 在 这 点 处 r = 0, 而 在 (17) 及 (18) 中 积分 号 下 函数 在 它 附 
近 不 再 有 界 . 以 后 [663] 将 证 明 : 这 些 积分 , 作为 反常 积分 , 都 收敛 , 且 对 于 它们 基本 关系 式 (19) 
仍 适合 . | 


650. 例 1) 在 598 中 对 均匀 柱 形 长 条 ( 当 p = 1 时 ) 的 静 矩 我 人 有 过 公式 : 


Myz = // zrdzrdy, Mz = // zydzrdy, Mzy = ;// z2dzdy. 
(P) (P) (P) 


试 由 前 目的 一 般 公 式 (13) 推出 它们 来 . 
中 见 第 224 页 脚注 @). 
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z(z,Y) 
Mzy 一 Wh zdV = // si / zdz 
(Vv) (P) 0 


z(x,y) 
/ zdz = 3 
这 就 导致 所 需 结 


在 598 中 不 是 计算 最 后 一 积分 , 而 是 引用 了 力学 领域 内 (关于 元 素 细 长 条 静 矩 ) 的 想法 . 
2) 同样 ,假定 立体 (V) 的 平行 于 某 一 平面 的 断面 面积 已 知 为 自 这 一 平面 到 断面 的 距离 x 的 函 
数 : P(z) 在 356,1) 中 已 导 得 静 矩 的 公式 


例如 , 我 们 有 


z=z(ZT,Yy) 


» 
z=0 


6 
m= / rzP(r)dzr. 
它 也 可 作为 一 般 公 式 的 推论 而 得 出 . 


即 , 由 公式 (8*)， ; 
M= /// “av= | a ff dydz; 
(V) a (Pr) 


但 里 面 的 积分 恰恰 表示 事先 已 知 的 断面 面积 . 


附注 ”这些 例子 引起 我 们 注意 到 这 样 一 件 事实 : 与 质量 的 空间 分 布 有 关 的 某 些 物 理 量 , 在 一 
些 简单 假定 下 , 确 乎 可 表 作 二 重 积分 甚至 单 积分 . 这 种 积分 多 重 性 降低 的 错觉 , 如 读者 所 见 , 是 这 
样 发 生 的 : 当 表 示 一 三 重 积分 为 单 积分 的 二 重 积 分 之 形 或 二 重 积 分 的 单 积分 之 形 时 , 里 面 的 积 
在 简单 情况 下 已 经 由 几何 或 力学 观察 可 知道 而 不 必 计 算 . 


3) 利用 第 648 目 问题 2),4),10) 以 决定 那里 所 考察 的 立体 重心 的 位 置 . 

4) 求 由 抛物 面 z2 十 内 = 2az 及 球面 z2 十 好 十 2=3a2 所 围 成 的 立体 的 重心 . 

解 ”最 简便 是 按 2) 中 所 提 到 的 公式 计算 对 zy 平面 的 静 矩 , 只 需 将 z 换 作 z. 断面 面积 R(z) 
在 z 自 0 到 ao 间 等 于 r.2az, 在 z 自 oa 到 av3 间 等 于 r(3a? - 22). 因此 


[a av 了 5 
Mozy = zr z2dz 十 =/ (302 一 z2)dz 一 3ra 
0 a 


3 
因为 立体 的 体积 已 知 : Y 起 -(6V3 - 晤 [343,6), 故 《 = 高 (6V3 + 5)a. 由 对 称 性 的 观察: 
《=7 = 
5) 求 球 
2Z2 十 归 2 十 22 < 2az 
的 质量 并 确定 重心 的 位 置 , 如 球 中 各 点 的 密度 与 坐标 原点 到 这 些 点 的 距离 成 反比 : 
k 


fr2 +42 


解 ” 由 第 649 目 公 式 (12), 质量 


m 二 /ff drdydz _ 
2Z2 十 bg2 十 z2 委 2az VY 2Z2 十 2 十 2 


.266 . 第 十 八 章 三 重 积分 及 多 重 积 [650] 


与 (8*) 相仿 将 三 重 积分 变换 , 可 将 它 表 作 二 重 积分 的 单 积 分 之 形 : 


2a 
mt f/f 一 
0 (Re) VT + + 


其 中 (Rs) 是 半径 为 V2az 一 22 的 圆 如 变 到 极 坐标 , 不 难 将 里 
面 的 积分 计算 出 来 ; 它 等 于 


V2Iaz—z2 z2 
[ / 7drd 一 2r(V2az — 2z). 


Vr2 十 22 


于 是 


4 2 
= 7k 
mm 3 Qa 


同样 亦 可 算出 静 算 


Ma。 = -=x f/f __ zdzxdydz _ 167 kas, 
X24+y2+22&2az VY x2 十 y2 十 22 15 
因此 ， C 一 so， 重心 的 其 4 二 坐标 显然 为 0. 


图 105 6) 同一 问题 , 但 在 质量 另 一 分 布 的 规则 下 : 
k 
?TT 
可 导 得 结果 


mm 一 2rka， Mzy = nka’, C= 3 
在 以 下 各 题 中 质量 分 布 的 密度 p 假定 为 常数 . 
7) 求 圆柱 全 部 质量 对 圆柱 底面 中 心 的 吸引 力 (图 105). 
记号 如 图 , 我 们 有 [参看 649,(17)] 


h 
NN 
(V) 7 z2+y2< R2 0 (2Z2 十 82 +22)> 


1 1 
=//, (A 一 J ) dzdy = 2rp(R+h— VR?+ Rh); 
吸引 力 的 其 余 二 分 力 等 于 0, 所 以 吸引 力 朝 着 向 上 的 铅 垂 线 . 
8) 求 锥 体 对 它 的 顶点 的 吸引 力 (图 106). 
答 FPF=F= 2 np). 
9) 求 任意 一 点 4( 质 量 为 1) 所 受 一 球 的 吸引 力 (图 107). 
解 ” 以 RR 表 球 的 半径 , 而 以 a 表 距离 OA. 坐标 轴 这 样 放 着 , 使 > 轴 的 正 向 通过 点 4. 则 


n=/ [ / | a sdrdydz 


= C0 // ep 


zr2+y2< R222 
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图 106 图 107 


用 变换 到 极 坐标 的 方法 很 容易 算出 里 面 的 积分 , 它 等 于 


(Fh Ts) 
27 | 一 -一 |. 
jz 一 q| R?2— 2az+oa? 


R 
r=2rp | | - 2 一人 | 
_R lz 一 aol VRi-2az+a? 


R R 
_ 一 2 有 R， 如 a> 民 ， 
/ 2 gz / sign(z — a)dz = | 如 a 


- 民 R |z—al _R 一 2a， 如 a < 县. 


借 变 换 1 = VR7 一 367 二 07 之 助 (或 用 分 部 积分 法 _ 译 者 注 ) 第 二 个 积分 也 容易 算出 来 : 


3 
R zg 2 2p, 如 a 之 号， 
-一 ”一 dz 一 3a 
_pVR?—2az+a’ 
出 -So 如 a < RR. 
最 终 得 
-SR 证， 如 a 号， 
五 一 
4 
一 了 rop， 如 a 荆 . 


同时 , 显然 及 = 五, = 0. 这 样 , 在 所 有 情形 下 吸引 力 朝向 球 心 . 
此 处 , 位 于 球 外 的 一 点 (a > R) 因 球 体 而 得 到 的 吸引 力 就 好 像 是 将 球体 的 全 部 质量 mm 一 
3rRep 集中 在 它 的 中 心 处 时 该 点 所 感受 的 一 样 ， 另 -方面 , 对 于 在 球 里 面 的 一 点 (a < R) 说 来 ， 
服 引 力 与 R 无 关 (而 其 大 小 恰 如 尽 = a 时 的 情形 一 样 ), 故 很 清楚 , 外面 的 球 层 在 里 面 的 点 上 不 
发 生 任何 作用 . 
10) 求 圆柱 在 它 底面 中 心 上 的 位 势 
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提示 ”这 里 较 简 便 是 从 对 xz 及 y 积分 开始 , 并 引用 极 坐标 来 计算 二 重 积 分 : 


h h 
w=-/ ez/ dy rp (VR?+2z2— 2)dz 
0 z24+92< R2 VZ2 十 2 十 22 0 


2 2 
prR*. metYvR th “+ + prh(VR2+h2—h). 


11) 求 锥 体 在 (a) 它 的 项 点 及 (6) 它 底面 的 中 心 上 的 位 势 . 
答 (a) W = "rh(l ~ h)p; 
(6) W = Rh | RU+R) aRh 


1 Pn) + a 
12) 求 球 在 任意 一 点 4 上 的 位 势 . 
解 ” 如 问题 9) 的 记 法 , 我 们 有 
R 
w=0f dz / dzrdy 
一 忌 


AZ2 十 2 十 (z 一 Q)2 


z2 十 2 二 民 2 一 z2 


p(R—h). 


已 
=2r0 VR?— 2az+a?—|z—aldz. 
一 已 
分 开 a z RR 的 情形 , 于 是 我 们 有 
已 
/ VR 一 2az 十 a2dz 一 工 [(R 二 as — |R— al’] 
_R 3a 


2 1 
<R3.- > 
_ 3 7 +2Ra (a > R), 
3o + 2R2 (a < BR), 
及 
RE 2Ra (a > RB), 
|z—aldz= 2 2 
_R a +R’ (a RR). 
因此 ， 


trR3p.L (a > R), 
We= 3 Qa 


(2rF 一 3ro?) p (oR). 
首先 我 们 看 到 ,在 球 外 一 点 上 的 位 势 , 与 将 球 的 全 部 质量 集中 在 它 的 中 心 处 时 一 样 . 
而 由 所 得 的 第 二 个 公式 导致 这 样 一 推论 : 如 考察 一 内 半径 为 Ri 外 半径 为 Ra 的 一 空心 球 , 则 
它 在 位 于 空 阶 处 的 一 点 (a < Ri1) 上 的 位 势 可 表 作 差 
W=W2— Wi = (2r 形 一 sa?) p— 人 一 ro?) pp 一 2r(R2 — Ri)p, 


而 不 与 a 相关 .空心 球体 在 其 空隙 的 范围 内 的 位 势 保 持 一 常数 值 . 
13) 如 图 108 的 记号 , 求 环 面体 的 惯 矩 : 1。 及 五 [参看 649,(15)]. 
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提示 “我们 有 


其 中 Ri =d 一 V 可 一 区 , 配 = 4+ V 酌 一 殉 . 变 到 极 坐标 可 算出 这 两 个 一 重 积 

答 = ad(4d? + 3a7)p, Ts = 本 02d(4d2 十 5a2)p， 

14) 设立 体 (V) 绕 z 轴 以 角速度 w 旋转 , 则 对 离 旋 转轴 距离 为 + = V22 十 好 的 元 素 
dm 二 pdV, 其 线 速度 v 二 rw , 因此 , 其 动能 


dT = 3dm .2 一 Br?pdV. 


由 此 容易 得 到 整个 旋转 体 动能 T 的 表示 式 : 


全 一 y*/// r2pdV = 这儿 (x? 十 gpdT 
(V) (Vv) 


我 们 知道 后 一 积分 是 立体 对 旋转 轴 的 惯 矩 [。 的 表示 式 

[649,(15)1. 这 样 , 最 后 我 们 有 
T= B17. 

15) 现在 我 们 提出 这 样 一 问题 ; 计算 所 讨论 的 立体 (V) 对 
任意 一 轴 v 的 惯 矩 (图 109), 而 这 一 轴 与 坐标 轴 的 夹 角 分 别 
为 a, 6,7Y: 

对 自 轴 到 立体 上 任意 一 点 M(x,y,z) 的 距离 MD = 0， 
我 们 有 62 = r2 ~ d?, 其 中 , 如 由 解析 几何 所 知 ， 


图 109 


=r + +2 d=zrcosa+ycospB+ ZCOSY. 0 
@ 后 一 关系 式 是 记载 这 件 事实 : 点 M 在 离 原 点 距离 为 d 且 垂 直 于 轴 的 平面 上 . 
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因为 cos? a + cos? 9 + cos2 y = 1, 于 是 得 


62 一 Z2(cos2 B+ eos Y) + {cos y+ cos? a) 十 z2(cos2a + cos? 0) 


—2Yyz cos B COSY 一 2z7 COS Y COS Q — 27V cos a cos 0 


现在 很 明显 了 ， 


n=/// 62pdV = I cos? a + Tycos* P+ Lscosy 
(V) 


~—2Kyz cos cos ~ 2Kzr COSY Cos Q ~ 2Kzy cosa cosp, 


ge= f/f yzpdV, 五 zz =/// zzpdV, Kzy =/// zypdV. 
(V) (V) (V) 


后 面 各 积分 名 叫 惯性 积 或 离心 矩 [比照 599,5)] 
如 果 很 清楚 地 描 示 立体 对 通过 原点 各 不 同和 的 惯 矩 的 分 配 情况 , 则 如 我 们 对 平面 图 形 所 作者 
相似 , 应 该 在 每 一 轴 wu 上 截取 线段 


VI 
设 
COS OQ 
X=ONcosa= ， 
viv 
_ cospb cos 了 
Vi Vi 


是 这 一 线段 端点 N 的 坐标 . 则 自 求 得 的 I 的 式 子 易 得 点 N 几何 轨迹 的 方程 
LX?2+ IY +1I2 2Kys YZ — 2KsZX — 2Koy XY = 1. 


因为 ON 不 变 成 无 穷 , 故 这 一 二 次 曲面 必定 是 一 椭 球 面 ; 它 称 作 惯性 椭 球 面 . 在 研究 刚体 运 
动 时 , 惯性 椭 球 面 的 各 轴 起 着 重要 的 作用 , 称 作 主 惯性 轴 ; 如 点 O 是 立体 重心 , 则 对 应 的 惯性 轴 称 
为 中 心 主 惯性 轴 . 

哪 一 个 坐标 轴 是 否 为 主 惯 性 轴 , 与 这 些 离心 矩 有 关 . 例如 , 要 z 轴 是 主 惯性 轴 , 必要 且 充 分 须 
适合 条 件 

Kzy =0, Kzz=0. 


特别 , 如 质量 对 yz 平面 对 称 地 分 布 时 , 它们 就 能 适合 . 
16) 最 后 , 我 们 来 考察 在 刚体 绕 一 轴 旋 转 时 所 发 生 的 离心 力 的 问题 . 
设立 体 (V) 绕 z 轴 以 角速度 w 旋转 , 则 在 立体 的 元 素 dm = pdv 上 将 有 一 大 小 等 于 


dF = wirdm = wirpdV 
的 元 素 离心 力作 用 着 , 其 中 > 是 旋转 轴 到 元 素 的 距离 . 它 在 坐标 轴 上 的 射影 将 为 


dF;, = wzxpdV, dF,=w?ypdV, dF.=0, 


[651] 82. 高 斯 - 奥 斯 特 洛 格 拉 得 斯 基 公 式 . 271 ， 


所 以 合成 离心 力 巨 的 射影 可 表 作 积 分 


.= 2//f zpdV =w Myzs, Py=w Mrz, Fe=0, 
(V) 


其 中 Ms, Ms 是 立体 的 静 矩 . 如 以 ,7m,¢ 表 立 体 的 重心 坐标 , 则 这 些 公式 可 重 写 为 : 
Fo=wém, Fy=w mm, P=0. 


由 此 可 见 , 所 述 合成 离心 力 完全 准确 地 好 像 是 立体 的 全 部 质量 集中 在 它 的 重心 时 一 样 . 
上 面 所 谈 的 元 素 离心 力 对 各 坐标 轴 有 下 列 的 矩 : . 
dM; = zdFy = wyzpdV, dM,= zdFs, = w’zrpdV, dM;= 0. 


内 此 , 对 这 些 轴 的 合成 矩 将 为 : 


AI = {|| yzpdV =w? Kyzs, My=w Kr, M:=0. 
dv (V) 


要 使 离心 力 相互 平衡 且 对 转动 物 不 发 生 任何 作用 (而 由 于 它 , 对 它 所 借以 固定 的 轴承 也 没有 
作用 ), 必要 且 充 分 的 条 件 为 


My,z 一 0， Mx 一 0; Kyz 一 0, Kzz =0. 
前 面 两 条 件 是 说 , 立体 的 重心 必须 在 z 轴 上 ; 就 设 这 里 是 原点 O. 而 后 两 条 件 指出 ,z 轴 必 须 是 主 


惯性 轴 之 一 . 因此 , 离心 力 仅 在 下 面条 件 下 对 轴承 才 没 有 压力 , 即 旋转 轴 须 与 旋转 体 的 中 心 主 惯性 
轴 之 一 相 重 合 . 


$2. 高 斯 - 奥 斯 特 洛 格拉 得 斯 基 公式 


651. 高 斯 - 奥 斯 特 洛 格拉 得 斯 基 公 式 ”在 二 重 积分 理论 中 我 们 已 熟识 了 联系 平 
面 区 域 上 二 重 积分 及 沿 区 域 边界 的 曲线 积分 的 格林 公式 . 在 三 重 积分 理论 中 与 它 相 
类 似 的 是 联系 空间 区 域 上 三 重 积分 与 区 域 边界 上 曲面 积分 的 高 斯 - 奥 斯 特 洛 格拉 得 
斯 基 公 式 . 
考察 一 个 由 分 片 光滑 的 曲面 
(91)z 一 20(2， Y) 
(S2)z = QZ,9) 
及 母线 平行 于 z 轴 的 柱 面 (Sa) 所 围 成 的 立体 (V)( 图 96). 这 柱 面 的 准 线 是 在 zy 平 
面 上 范围 区 域 (D) 一 一 立体 (V) 在 
设 在 区 域 (V) 中 定义 有 某 一 函数 R(z,y, 2), 在 整个 区 域 (y) 包括 边界 在 内 它 与 
其 时 函数 2 都 连续 . 则 公式 


/3 OR gydz =-/ Rdzdy (1) 
(V) Oz (5) 


(z0 < 2) 
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成 立 , 而 (S) 是 范围 立体 的 曲面 , 且 右 端 积分 是 取 在 它 的 外 侧 上 的 . 
事实 上 , 由 第 646 目 公式 (11*)， 


Z(z,y) 
,5 Pdrdydz = / dzd sf oR , 
zo(Z,Y) 2 
=// an (2， YZ (x, y ))dzdy 和 // R(x, 2 20(2Z) y))drdy. 
(D) (D) 


如 考察 曲面 积分 , 则 由 第 635 目 公 式 (3) 及 (3*)， 


// OR ygydz 一 // Ry drdy+ { R(z, y, z)dzxdy, 
(Vv) 02 (82) (81) 


且 右 端 第 一 个 积分 是 取 在 曲面 (52) 的 上 侧 , 而 第 二 个 取 在 曲面 (51) 的 下 侧 . 如 在 这 
一 等 式 的 右 端 添加 一 个 取 在 曲面 (53) 外 侧 的 积 


// R(x, y, z)dzdy， 
(S3) 


则 等 式 仍旧 成 立 , 因为 这 个 积分 等 于 零 [635,(5)]. 将 所 有 这 三 个 积分 合并 在 一 起 , 我 

们 就 得 到 公式 (1), 它 是 高 斯 - 奥 斯 特 洛 格 拉 得 斯 基 公 式 的 一 特殊 情形 . 

在 所 引用 的 推理 中 , 读者 可 能 已 观察 到 与 在 第 638 目 中 导出 立体 (V) 体积 的 公 
式 时 所 用 的 推理 的 相似 处 : 当 R(x,y, z) = z 时 后 者 可 从 (1) 得 

与 在 那里 一 样 , 容易 明白 , 公式 (1) 对 更 广泛 的 一 类 立体 , 凡 其 能 分 成 许多 所 讨 
论 过 的 样子 的 部 分 者 也 正确 . 同样 也 可 证 明 , 公式 (1) 对 由 一 些 任意 的 分 片 光 滑 曲 
面 所 围 成 的 立体 一 般 也 成 立 . 

证 明 可 像 在 第 638 目 中 当 扩 张 体积 公式 的 应 用 范围 时 一 样 地 进行 . 我 们 在 它 上 

只 加 以 一 点 说 明 . 如 所 考察 的 立体 (V) 是 一 “棱柱 形 长 条 ”, 例如 , 在 右面 由 曲面 
z= 5 z) 所 限 住 时 ， 则 在 第 638 目 中 所 述 推理 只 有 在 下 一 假定 下 才能 搬 到 现在 的 
情形 上 来 : 函数 尺 及 2 可 有 { 也 在 所 述 曲 面 右面 的 某 一 区 域内 有 意义 且 连 续 (因为 内 接 
多 面 形 也 可 能 略为 越 出 所 考察 立体 的 范围 ). 史 

与 公式 (1) 相似 , 下 面 公式 也 成 立 : 


// | = // de (2) 
/人 dodyde = // Qdzdz， (3) 


如 函数 P 及 Q 在 区 域 (V) 中 与 它们 的 导 函数 5 oP 及 2 如 都 连续 的 话 . 


@ 事 实 上 对 公式 的 正确 性 来 讲 这 一 假定 并 非 必要 的 . 


[652] §2.， 高 斯 - 奥 斯 特 洛 格 拉 得 斯 基 公 式 . 273 ， 


将 所 有 三 公式 (1),(2),(3) 相 加 , 我 们 就 得 到 一 般 的 高 斯 - 奥 斯 特 洛 格拉 得 斯 基 公 


式 : 
JJ/ (B+ 9 9R) oes 


一 // Pdydz + Qdzdzx + Rdzxdy. (4) 
(S) 


它 将 闭 曲面 外 侧 的 一 般 形式 的 第 二 型 曲面 积分 用 这 一 曲面 所 围 的 立体 上 的 三 重 积分 
表示 出 来 了 . 
如 来 讨论 第 一 型 曲面 积分 , 则 得 出 高 斯 - 奥 斯 特 洛 格拉 得 斯 基 公 式 的 另 一 个 常用 


县 易于 记忆 的 形式 : 
/1 人 款 (过 + + ) dododz 


=// (PeosA+Q@cosk+t Reosv)ds, (5) 
(93) 


其 中 和 ,jy,v 是 曲面 (5) 向 外 法 线 与 坐标 轴 间 的 夹 角 . 


附注 格林 、 斯 托 克 斯 以 及 高 斯 - 奥 斯 特 洛 格拉 得 斯 基 公 式 可 用 一 个 思想 统一 起 

来 : 它们 将 展 布 在 某 一 几何 图 像 上 的 积分 用 取 在 这 一 图 像 边 缘 上 的 积分 来 表示 . 并 

且 , 格林 公式 是 属于 二 维 空间 情形 的 , 斯 托 克 斯 公式 也 是 属于 二 维 的 不 过 是 “高 曲 ” 
空间 的 , 而 高 斯 - 奥 斯 特 洛 格拉 得 斯 基 公 式 是 属于 三 维 空间 的 . 


我 们 可 以 将 积分 计算 的 基本 公式 


b 
/ f(z)dz = f(b) ~ f(a) 


看 作 这 些 公 式 对 一 维 空间 的 某 种 类 似 物 .108) 


652， 高 斯 - 奥 斯 特 洛 格 拉 得 斯 基 公式 应 用 于 曲面 积分 的 研究 ” 设 在 三 维 空间 的 
某 一 开 区 域 (T) 中 已 给 连续 函数 PQ@, RR. 取 在 这 一 区 域内 且 围 着 某 一 立体 的 任 一 闭 
曲面 (5), 我 们 来 考察 曲面 积分 


/ Padydz + @dzdz + Rdzxdy 
(3) 
=// (PecosA+Qcospk+t Reosv)dSs. (6) 
(S) 
要 积分 (6) 恒 等 于 零 , 函数 PP @, RR 应 满足 怎样 的 条 件 呢 ? 


108) 在 叫做 微分 形式 理论 的 这 一 数学 分 析 的 一 支 中 , 建立 了 重要 的 一 般 的 斯 托 克 斯 定理 , 此 前 所 
述 的 几 个 公式 都 是 它 的 特殊 情况 . 读者 可 在 现代 的 数学 分 析 教 科 书 找到 微分 形式 理论 的 详细 论述 . 
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这 一 问题 与 沿 一 闭路 的 曲线 积分 等 于 零 的 问题 相似 [601;641], 后 者 借 格 林 或 斯 
托 克 斯 公式 已 容易 地 被 解决 了 . 这 里 我 们 就 使 用 高 斯 - 奥 斯 特 洛 格拉 得 斯 基 公 式 , 当 
然 假定 在 这 一 公式 中 写 出 的 函数 PQ, R 的 导 函 数 存在 且 连 续 . 

然而 , 为 了 可 以 有 理由 按 高 斯 - 奥 斯 特 洛 格拉 得 斯 基 公 式 变换 积分 (6), 在 现在 
的 情形 下 还 必须 直接 在 基本 区 域 (T) 上 加 以 某 种 限制 . 亦 即 , 必须 要 求 :只 要 从 外 面 
围 着 一 立体 (V) 的 一 简单 闭 曲面 (S) 属于 区 域 (T), 则 这 一 立体 也 必 整 个 含 在 所 述 
区 域内 . 具有 这 种 性 质 的 区 域 称 为 (“空间 ”) 单 连通 的 [比照 641]. 这 一 型 单 连通 性 的 
实质 就 在 于 没有 “ 洞 ”, 即便 是 点 洞 也 要 没有 ; 对 于 不 伸展 到 无 穷 的 立体 来 说 ,可 以 简 
单 地 这 样 要 求 : 要 一 个 唯一 的 闭 曲面 作 它 的 边界 [比照 659]. 所 以 , 例如 , 与 在 641 
中 关于 “曲面 的 ” 单 连通 性 所 谈 的 不 同 , 此 处 环 面体 是 一 单 连通 体 , 而 空心 球 却 不 是 
的 . 

由 高 斯 - 奥 斯 特 洛 格拉 得 斯 基 公 式 立刻 将 异 得 所 求 条 件 ; 


+=0 人 


它 的 充分 性 是 显然 的 , 而 必要 性 用 三 重 积分 对 区 域 的 微分 法 [644,8°] 也 容易 证 明 . 

与 曲线 积分 情形 相像 , 沿 闭 曲面 积分 等 于 零 的 问题 , 相当 于 沿 “ 张 ”在 一 已 知 闭 
路 上 的 非 闭 曲面 的 积分 与 曲面 形状 无 关 的 问题 . 我 们 不 讨论 这 一 点 了 . 

最 后 注意 , 如 函数 忆 8, 有 及 它们 的 导 函 数 的 连续 性 在 区 域 (7) 的 一 个 或 几 个 
点 被 破坏 了 , 则 在 等 式 ( a ) 适合 时 积分 (6) 仍 可 异 于 零 . 但 此 时 不 难 证 明 , 对 于 所 有 
围 住 一 确定 奇 点 的 闭 曲 面 (5), 积分 (6) 有 相同 的 值 [参照 5621. 

所 有 这 些 情 况 将 用 高 斯 积分 的 例子 来 说 明 , 下 一 目 我 们 就 要 来 谈 它 . 


653. 高 斯 积分 “积分 
o=]/, Cos 2 全 村 n) jg 


就 是 这 样 称呼 的 , 其 中 ”> 是 连接 定点 A(&,n,C) 与 地面 上 动 上 M (zx,y,z) 的 位 径 向 量 的 长 : 
(z—é)2+(y -+(z~— 60), 
而 这 一 位 径 向 量 与 曲面 在 点 M 处 的 法 线 间 夹 角 表 作 (7,n). 同时 , 曲面 (5) 假定 是 双 侧 的 , 且 法 


线 n 对 应 于 它 所 确定 的 一 侧 . 
如 法 线 的 方向 余弦 是 cos 和 ,cos yx, cosv, 则 
cos (mm) 一 cos (z,7) cos 入 十 cos (y,7) cos1 十 cos (z,7) cosv 


因此 , 高 斯 积分 可 重 写 为 : 


人 


=/ /把 Téaqydz + ¥ dr + 7 3 dedy. 


COS 凡 十 COS L/. 


& cosA+Y 3 cont Sa cosr) dS 
r 


[653j 82， 高 斯 - 奥 斯 特 洛 格拉 得 斯 基 公式 . 275 ， 


这 里 


一 一 一 6 
P= 一 全，9= 二 7，R= 一 全 ， 
所 以 
oP 1 32-8 60_1 3y- 6 1 3- 
Br ra 7r5 ’” Oy 73 r5 ’ Oz r3 r5 
容易 验证 条 件 ( a ) 在 整个 空间 除 点 A(&,n,《) 外 丝 适 合 , 在 这 点 处 函数 已 @, R 有 一 不 连续 . 因此 ， 
沿 一 闭 曲面 而 取 的 高 斯 积分 , 如 曲面 不 围 住 4 点 , 必 等 于 零 . 对 所 有 包含 这 一 点 在 其 内 的 曲面 , 积 
分 保持 同一 值 . 如 取 例 如 绕 点 4 以 半径 R 作出 的 球 作为 曲面 (5S), 就 很 容易 求 得 它 ， 此 时 , 球 上 
点 的 位 径 向 量 保持 一 定 长 度 , 而 它 的 方向 与 球 的 向 外 法 线 相 一 致 , 所 以 cos (7,n) = 1. 我 们 有 


对 所 有 围 着 4 点 的 曲面 , 高 斯 积分 的 值 就 是 如 此 . 

如 从 高 斯 积分 的 几何 意义 出 发 , 即 当 作 自 点 4 来 看 曲面 (S) 时 的 立体 角 四 的 度量 , 所 有 这 些 
结果 也 容易 直接 建立 起 来 . 

为 了 证 明 这 , 开始 时 我 们 假定 : 曲面 (9) 与 自 点 4 出 发 的 每 一 射线 相交 于 至 多 一 点 . 设法 线 
n 向 着 与 4 点 相反 的 一 侧 . 取 曲 面 (5S) 的 一 元 素 (d3), 在 它 上 面 选取 一 点 M 并 通过 这 一 点 以 点 
4 为 中 心 作 一 球 . 如 将 元 素 (4S) 自 4 射影 到 这 球 上 去 , 则 射影 的 面积 将 为 


cos(r,n)dS, 四 


所 以 被 由 4 出 发 的 视线 在 单位 球 上 制 下 的 图 形 的 面积 将 为 


costm n) as. 
人 


这 也 就 是 元 素 (45) 的 可 见 (立体 ) 角 . 所 有 这 些 元 素 角 的 和 亦 即 积分 G 就 是 整个 曲面 (S) 可 见 
角 的 度量 . 

如 曲面 (5) 与 自 4 出 发 的 射线 交 于 不 止 一 点 , 但 曲面 可 分 为 许多 部 分 , 使 其 每 一 部 分 与 这 些 
射线 只 交 于 一 点 时 , 则 只 需 将 对 于 这 些 部 分 的 高 斯 积分 相 加 就 可 以 了 . 

通常 总 是 选取 曲面 的 一 个 定 侧 而 使 法 线 n 的 方向 与 这 一 选 法 一 致 . 则 对 曲面 的 某 些 部 分 来 说 ， 
这 一 法 线 是 向 着 与 4 相反 的 一 侧 , 而 可 见 角 得 出 来 是 正 的 ; 对 另外 一 些 部 分 , 其 法 线 向 着 4 的 一 
侧 , 这 一 角 得 出 来 是 负 的 , 高 斯 积分 将 为 这 些 可 见 角 的 代数 和 |. 

由 高 斯 积分 的 几何 解释 , 立刻 就 可 明白 , 如 曲面 (S) 是 闭 的 , 且 点 4 在 它 所 围 的 区 域 的 里 面 ， 
则 G = 人. 反 过 来 , 如 点 在 这 一 区 域 的 外 面 , 则 不 同 符号 的 可 见 角 互 相 相 消 而 G = 0. 

如 点 4 在 曲面 (9) 上 , 则 高 斯 积分 变 成 了 反常 的 . 容易 明白 , 如 曲面 (5) 在 点 (4) 处 有 一 确 
定 的 切面 , 则 G = 27. 


@ 被 某 一 锥 形 曲面 所 围 的 空间 称 作 立 体 角 , 锥 形 的 顶点 是 角 项 . 如 围绕 顶点 画 一 单位 半径 的 球 
面 , 则 所 述 锥 形 在 它 上 面 割 下 一 图 形 , 它 的 面积 就 是 立体 角 的 度量 . 

四 此 处 我 们 将 元 素 (ds) 以 及 它 的 射影 近似 地 当 作 平 面 的 , 并 利用 了 正 (不 是 中 心 ) 射影 的 公式 . 
但 对 无 穷 小 元 素 (dS) 这 里 可 能 的 相对 误差 也 是 无 穷 小 . 
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654. 例 1) 按 高 斯 - 奥 斯 特 洛 格 拉 得 斯 基 公 式 变 换 曲 面积 分 
(a) = / | We + Ydzdr + zdrdy, 
(6) 12 = / | ; Vr? + y+z2(cos A+ cosp + cosw)ds, 
(a) 13 = / | dd + ydzdz + zdzdy, 


设 曲面 (5) 范围 一 立体 (V). 


答 (2) n=2fff (r+yt+z)ay, (6) B= Nw Ss" 
(8) 13 = 3V [参照 638(16)]. 


2) 用 高 斯 - 奥 斯 特 洛 格拉 得 斯 基 公 式 求证 公式 : 


a f/f/ Atudxzdyadz =/ Rd 
(V) (so 

(名 Ov | Do OuOv 
CR 一 -J ( 区 页 十 页 而 十 二 一 下 总 ] dzdydz 


® J// (Au — uAv)drdydz = 1/( GF 一 “也 dS, 
(V) (s)\ On 


其 中 我 们 令 
of of of 
Af = B71 Bi + Baz 
af _ Of of of 


及 二 访 cos (z,m) 十 却 cos (y,n) 十 起 cos(z, n), 


且 把 n 了 解 为 曲面 向 外 的 法 线 . 

提示 “这 一 题 与 以 下 各 题 的 解法 完全 与 第 602 目 中 问题 3),4),5),6),7) 的 解法 相似 . 

3) 函数 w 与 其 各 导 冰 数 同时 如 皆 连 续 , 有 目 在 区 域 (V) 中 满足 方程 Av = 0, 就 称 作 在 这 一 区 
域 中 的 调和 函数 . 求证 : 调和 函数 的 特征 是 对 含 在 区 域 (VV) 中 的 任 一 简单 闭 曲 面 (S) 它 适 合 条 件 


4) 求证 下 一 断 语 : 

如 函数 u 在 一 闭 区 域 (V) 中 是 调和 唱 孝 , 则 它 在 区 域内 部 的 值 可 唯一 地 被 它 在 范围 这 一 区 
域 的 曲面 (9) 上 的 值 所 确定 . 

5) 设 v 是 在 区 域 (Y) 中 的 调和 函数 ,(zo,yo, z) 是 这 一 区 域 的 任 一 内 点 , 而 (SR) 是 中 心 在 
点 (zo, yo,z0) 处 半径 为 R 的 球 . 则 公式 


1 
&(Zo, yo, 20) = me/ u(x, 2 zjdS 
(SE) 
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成 立 . 试 证 . 
提示 “参考 在 [602,6)] 中 的 证 明 , 只 需 取 v = > 作为 畏 助 调和 函数 , 其 中 


7 一 Vz 一 20)2 十 (7 一 加 )2 十 (z 一 20)2， 


6) 求证 :在 一 闭 区 域 (V) 上 连续 且 在 区 域内 面 为 调和 的 函数 4(z,y,z) 在 区 域内 面 不 会 达到 
最 大 (最 小 ) 值 (只 要 不 是 常数 ). 
利用 这 , 可 与 在 [602,7)] 中 所 做 者 相 类 似 地 强化 4) 中 的 结果 . 
7) 求证 : 一 坚硬 的 闭 曲 面 , 在 各 方面 均等 压力 之 下 保持 平衡 . 
为 达 此 目的 , 我 们 将 证 明 : 作用 于 曲面 的 整个 力 系 的 主 向 量 及 (对 于 任意 一 点 的 ) 主 力 短 等 于 
取出 曲面 的 一 元 素 (4S). 如 以 p = 常数 表 压 强 , 亦 即 作用 于 单位 面积 上 的 力 , 则 沿 这 一 元 素 
的 法 线 方向 作用 于 (d5) 上 的 元 素 力 在 坐标 轴 上 的 射影 为 


一 DCcos AdS, 一 pcos HGS， 一 Dcos zzd9 (7) 


(所 以 取 负 号 是 因为 : 压力 是 向 着 曲面 内 面 的 , 而 和 ,jv 是 向 外 的 法 线 与 坐标 轴 间 的 夹 角 ). 
主 向 量 的 射影 及。, R,, R, 可 自 元 素 力 的 射影 (7) 相 加 得 来 : 


Rz = =»// cos Ad9， Ry,= =»// cosuadS, R;= =»// cos vadS. 
(5) (5) (5) 


但 所 有 这 些 积分 都 等 于 零 , 这 在 高 斯 - 奥 斯 特 洛 格拉 得 斯 基 公 式 中 令 


P=1, Q@= R=0; Q=1, P=R=0; R=1, P=Q@=0 


就 可 看 出 . 因此 ,压力 的 主 向 量 等 于 零 . 
为 了 确定 元 素 力 系 例如 对 坐标 原点 的 主力 矩 , 我 们 就 要 将 这 些 元 素 力 的 矩 沿 坐标 轴 的 分 量 


D(zcos1 — ycosv)dS, p(zcoszy ~— zcosMdSs, p(ycos A— zcosn)dso 


相 加 . 因此 , 压力 对 原点 的 主力 矩 其 射影 为 
Lz =»/ (zcospy — ycosv)dS, Ly=p | (z cosz 一 zcos 入 )d.9， 
(3) (S) 
Lz = »/ (ycosA ~— woeosn)ds. 
(5) 
如 在 高 斯 - 奥 斯 特 洛 格拉 得 斯 基 公 式 中 取 P = 0,@ = pz,R = 一 py, 则 得 Ls = 0. 同样 也 易 


证 明 Ly = 工 ; = 0. 压 力 (对 原点 ) 的 主力 人 逢 等 于 零 . 证 完 . 
OO 回忆 一 下 , 如 一 力 沿 坐标 轴 的 分 力 为 X,Y, 2 且 这 力作 用 于 一 点 (zx,y,z), 则 对 点 (€,n,C) 的 力 
和 矩 在 坐标 轴 上 有 下 列 各 射影 : 
Lz=(y-DZ—-z2-—-0OY, Ly=(z-OX- (rz~é2, 
Lz = (z~ HY —(y— nxX. 
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8) 作为 应 用 高 斯 - 奥 斯 特 洛 格拉 得 斯 基 公 式 的 最 后 一 例 , 我 们 来 导出 流体 静 力 学 的 基本 定律 
阿 基 米 德 定律 . 

大 家 都 知道 , 流体 在 淄 人 其 内 的 一 小 平面 块 上 的 压力 是 向 着 这 一 小 平面 块 的 法 线 的 , 且 等 于 
以 这 小 块 为 底 , 小 块 浸没 深度 为 高 的 液 柱 的 重量 . 现 设 在 液体 中 浸入 一 刚体 (V), 在 它 的 表面 (5) 
的 每 一 元 素 (4S) 上 液体 按 上 述 定 律 施 以 压力 . 要 求 确定 这 些 元 素 压力 的 合力 及 它 的 作用 点 . 

为 了 要 解决 这 一 问题 , 我 们 选 一 坐标 系 , 将 zy 平面 与 液体 自由 面 放 在 一 起 , 而 z 轴 垂 直 向 下 . 

设 液体 比重 等 于 p, 而 元 素 (45) 漫 没 深度 为 z; 则 这 一 元 素 所 受 的 压力 将 为 

pzdS, 


之 一 


而 它 沿 坐 标 轴 的 分 力 将 为 
—pzcosAdS, 一 0z cos HLd9， —pzcosvdsS. 


此 时 对 主 向 量 在 坐标 轴 上 的 射影 我 们 有 : 


Rz = -off 2 cos Ad9， Ry = -off zcosudS, R= -ff zcosvas. 
(S) (S) (3) 


与 上 题 一 样 , 由 高 斯 - 奥 斯 特 洛 格拉 得 斯 基 公 式 , 易 得 


R: = Ry = 0, a.=-0/// dV = —pV. 
(V) 


因此 ,压力 的 主 向 量 朝 着 垂直 向 上 的 方向 且 等 于 被 物体 排出 的 液体 重量 . 
现在 来 考察 这 些 元 素 力 对 物体 重心 C(6,m, 5) 的 矩 (今后 我 们 指 的 是 在 质量 均匀 分 布 时 几何 
立体 的 重心 , 它 可 能 与 物理 物体 的 重心 不 相 重 合 ). 元 素 力矩 沿 坐 标 轴 的 分 量 为 


pz[l(z—C)cosp— (y— meosv], pz[(z 一 旨 cosy 一 (z 一 6)cosA]， 
pz[(y — W) cos A — (x— é) cosn), 
而 (对 点 C 的 ) 主力 矩 的 分 量 得 出 来 是 : 


Lz = oat — Ocosp— (y—")cosvlds, 
Ly =p / | —&€) cosv — (2 —¢) cosAJds, 
Ls = Rt —) cosA— (rs — &)cos mds. 


应 用 高 斯 - 奥 斯 特 洛 格拉 得 斯 基 公 式 于 第 一 个 积分 , 得 出 


=0 fff, [2 O) 22y— "| gy 
-oj ow ow ff ve -0, 


因为 由 wydY 是 立体 对 zz 平面 的 静 矩 , 等 于 nV， 同样 可 证 明 ,Ly = 0; 最 后 , 直接 可 得 出 
Lz = 0. 
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因此 , 压力 对 立体 重心 的 主力 和 矩 等 于 零 . 将 这 一 断 语 与 前 所 证 明 的 关于 主 向 量 的 命题 相对 照 ， 
可 得 出 如 下 的 结论 ; 在 浸没 于 液体 中 的 一 立体 上 , 由 液体 方面 对 它 作用 有 一 力 , 等 于 立体 所 排出 的 
液体 的 重量 ; 这 一 力作 用 于 立体 的 (几何) 重心 且 垂直 地 朝向 上 . 


$3. 三 重 积分 中 的 变量 变换 


655. 空间 的 变换 及 曲线 坐标 “在 第 603 目 中 发 展 的 关于 平面 区 域 变换 的 思想 
也 可 自然 地 搬 到 空间 区 域 的 情况 上 来 . 

设 有 一 空间 采用 直角 坐标 系 zyz, 另 一 空间 用 坐标 系 上 《76. 在 这 两 空间 中 , 考察 
分 别 由 曲面 (5) 及 (5) 所 围 成 的 两 闭 区 域 (D) 及 (A), 这 两 曲面 恒 假 定 为 分 片 光滑 
的 . 设 这 两 区 域 以 公式 

2Z 一 (7 0)， 
y = y(té,n,0), (1) 


z= 2z(é,7,6) 


相关 联 , 彼此 间 形 成 一 个 一 一 的 对 应 . 
同时 必须 曲面 (2) 上 的 点 即 对 应 曲面 (8S) 上 的 点 ,反之 亦 然 . 
设 水 数 (1) 在 区 域 (A) 内 有 连续 偏 导数 ; 那么 雅 可 比 式 


D(z, y, 2 
D(é,n,¢,) 2 


同样 也 在 (A) 内 有 连续 偏 导 数 . 我 们 在 这 里 [参看 603] 将 假定 ,这 个 行列 式 总 是 非 
零 的 , 并 保持 其 符号 不 变 . 
如 果 在 区 域 (A) 内 取 分 块 光滑 的 曲面 : 
€=é(u,0), n=7(u,v), C= 6C(u,v) (3) 


(假定 参数 在 wv 平面 上 某 个 区 域 (8B) 内 变化 ), 那么 公式 (1) 把 这 个 区 域 变 为 区 域 
(D) 中 的 分 块 光滑 曲面 . 这 个 曲面 的 方程 为 


T= T(E(u, v0), nu, 0), Cu,v)) = zu v0), Y=Yyu,v), z= z(u,v). (4) 


我 们 只 限于 考虑 曲面 (3) 光滑 的 情形 : 在 曲面 (3) 上 没有 奇 点 , 于 是 行列 式 


DL) DIGO DE (5) 
(ww D(u,v)’ Dlu, v) 


不 同时 为 零 . 仅 必 须 验 证 在 曲面 (4) 上 没有 奇 点 . 
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按 204 目 公 式 (6), 我 们 有 关于 量 (5) 的 线性 等 式 : 
Dy,z) _ Dly,z2) DO , Dl(y,z) DC , Dy,z) D(é,m) 
Dluv) DO Dv) DCE Do DE,n) Dlu,v)’ 
Dt) Dlr). Dm) DZ) .DGE) Dlz,7) DED 
Do DO Du DEE) Dv) DEm) Do 
DW) DED. DIO) Dry). PEE DEY) DEN 
Dluv) DO Duw DEE) Dluv) DE,n Duo 
根据 代数 学 中 的 已 知 定理 , 由 (5) 式 中 各 量 的 系数 , 即 由 行列 式 (2) 各 元 素 的 代 
数 余 子 式 作为 元 素 所 组 成 的 行列 式 , 等 于 行列 式 (2) 的 平方 , 因此 与 (2) 一 起 是 非 零 
的 . 如 果 上 述 一 组 等 式 的 左边 在 某 一 点 同时 为 零 , 那么 (5) 式 中 的 三 个 行列 式 都 等 
于 零 , 这 与 假设 矛盾 .109) 
唯一 地 描述 空间 zyz 中 点 的 位 置 的 数 上 m, 5 称 为 这 点 的 曲线 坐标 . 空间 zyz 中 
保持 三 个 坐标 之 一 为 常数 的 点 构成 坐标 曲面 . 共有 三 族 这 样 的 曲面 ; 区 域 (D) 的 每 
一 点 都 有 每 一 族 中 的 一 张 曲面 经 过 . 
可 是 , 所 有 这 些 仅 在 区 域 (D) 与 (A) 之 间 严 格 地 单 值 对 应 的 假定 下 才 是 如 此 的 . 
实际 上 , 这 一 单 值 性 常常 遭 到 破坏 . 
656. 例 1) 圆 柱 坐 标 代 表 zy 平面 中 的 极 坐 标 与 通常 的 笛 卡 儿 度 量 法 z 相 联合 (图 110). 
它们 与 笛 卡 儿 坐标 相 关联 的 公式 为 


X=pcos0, y=psin0, z=2. 
这 些 公式 将 区 域 
Ogp<+o0, OO<2n, 一 co<z< 十 co 
映射 到 整个 zyz 空间 . 然而 , 我 们 指出 , 直线 p = 0, z = z 被 映射 于 一 个 
点 (0,0,z); 这 就 破坏 了 一 一 对 应 性 . 
在 所 考察 情况 下 坐标 曲面 为 : 


(a) p = 常数 是 母线 平行 于 z 轴 的 圆柱 面 , 它 的 准 线 是 zy 平面 上 
以 原点 为 中 心 的 圆周 ; 


图 110 (6) 9 = 常数 是 通过 > 轴 的 半 平 面 ; 
(8) z = 常数 是 平行 于 zy 平面 的 平面 . 
变换 的 雅 可 比 式 : 


cos0 sin0O 0 


s0 sing 
J=| -posing pcosg 0 | 


0 0 1 


109) 曲 面 (4) 上 不 存在 奇 点 也 可 以 借助 于 代数 中 已 知 的 矩阵 的 乘积 的 秩 的 定理 来 容易 地 验证 . 事 
实 上 (5) 式 中 行列 式 不 同时 为 零 意味 着 (按照 矩阵 秩 的 定义 ) 由 &,m,¢ 对 变量 的 ww 的 偏 导数 组 
成 的 矩阵 Wi 的 秩 等 于 2. 同时 由 my z 对 u,v 的 偏 导数 组 成 的 矩阵 Mz 等 于 Mi 与 由 xz,y,z 对 
&,m,《 的 偏 导数 组 成 的 非 奇异 矩阵 的 乘积 . 所 以 矩阵 M2 的 秩 同样 等 于 2, 因而 曲面 (4) 没有 奇 点 . 


一 O = 0. 


一 Sin0 cos0 
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除 p = 0 的 情形 外 , 雅 可 比 式 保持 正 号 . 
2) 球 坐 标 , 或 称 为 空间 的 极 坐标 , 与 第 卡 儿 坐标 用 公式 


T=rsngpcos0, y=rsinpsinG, z=rcosyp 


相关 联 , 其 中 
0<r<+o%, Og<w&n, Og0< 27， 


量 7,yp,9 的 几何 意义 由 图 111 很 清楚 : + 是 连接 原点 ( 极 ) 与 已 知 点 
M 的 位 径 向 量 OM ,wp 是 这 一 位 径 向 量 与 z 轴 ( 极 轴 ) 间 的 夹 角 ,6 是 
位 径 向 量 OMM 在 zy 平面 上 的 射影 OP = rsin p( 垂 直 于 极 轴 ) 与 
z 轴 间 的 夹 角 . 

此 时 又 送 到 了 一 一 对 应 性 不 成 立 : rpb 空间 的 平面 > = 0 被 映 
射 于 坐标 原点 x = 二 z = 0, 直线 p = 0(7),7 = 7 被 映射 于 一 个 
点 


坐标 曲面 形成 三 族 : 图 111 
(a) 7 = 常数 是 中 心 在 坐标 原点 的 同心 球 ; 

(6) w= 常数 是 以 z 轴 为 轴 的 圆锥 ; 

(a) 9= 常数 是 通过 z 轴 的 半 平 面 . 

这 一 变换 的 雅 可 比 式 : 


sinp cos sin sinC COS PP 
J=| rcoswpcosg 7cosgspsing 一 rsinwp 一 7r2 sin wy. 
—rsinpsinG 7rsinwcos0 0 


除 掉 上 述 当 7 = 0 或 p = 0(xr) 时 雅 可 比 式 为 零 处 , 它 恒 保持 正 号 . 
3) 空间 在 自身 上 按 公式 
zo 
人 十 只 十 全 恕 十 他 十 个， 纪 十 也 十 和 
全 十 太 十 全 > 0) 的 变换 是 一 对 一 可 道 的 : 
一 一 yy  _ = ” 
= 万 Ri "zy 2 6 二 Zz2 +2 
与 平面 情况 一 样 [604,2)], 它 称 为 反 演 法 , 且 有 直观 的 几何 解释 ; 读者 试 确立 这 解释 , 并 求 出 
对 应 于 这 变换 的 三 坐标 曲面 族 . 
4) 椭 球 坐标 ”考察 共 焦点 且 共 轴 的 二 次 曲面 族 : 


rz2 22 2 
+H-+ari=! (0<h<&k), 


这 是 由 椭 球 面 ( 当 入 > 时 )、 单 叶 双 曲面 ( 当 > 和 > hh 时 ) 以 及 还 有 双 叶 双 曲 面 ( 当 0 < 入 <h 
时 ) 构成 的 . 


. 282 . 第 十 八 章 三 重 积分 及 多 重 积分 [657] 


过 空间 中 不 在 坐标 平面 上 的 每 一 点 (zx, y, >) 通过 有 每 一 类 型 的 一 个 曲面 . 事实 上 , 由 原来 的 
方程 
X22 pO _ 大 2) (入 _ p72)(X2 k2)z? 
AA hk) XO hz =0 
其 左 端 当 入 = 0 时 有 负 号 , 当 入 = hh 时 有 正 号 , 当 入 = 有 时 又 有 负 号 , 而 最 后 当 更 大 的 入 时 有 正 
号 . 由 此 应 得 : 方程 有 三 个 正 根 : 一 个 入 >k( 对 应 于 椭 球 面 ), 第 二 个 人 < 天 但 > h( 它 给 出 单 叶 双 
曲面 ), 第 三 个 > < h( 双 叶 双 曲面 ). 
上 面 所 写 的 方程 可 看 作对 X? 的 三 次 方程 , 利用 它 根 的 性 质 , 即 : 
时 十 左 十 避 二 2 十 优 十 避 十 肛 填 习 ， 
和 202 十 2p2 十 v2A2 一 (h2 十 有 2)z2 十 Ey 十 7 六 2z2 十 hp2k2, 
M2 p21 一 万 2 kr 


» 


求 得 
入 AL (M2 — h2)(p2 一 12)(h2 — v2) 
2 三 土 一 -一 ， 4 三 十 一 一 一 一 一 一 一 一 一 ， 
hk hvVRk2 — ha 
2s 二 十 (A2 — k2)(k2 — 12)(k2 — v2) 


kV i 
如 限制 于 第 一 坐标 卦 限 , 则 在 这 些 公式 中 应 该 只 要 正 号 . 数 和 ,wv 可 视 作 这 一 基 角 内 点 的 曲面 坐 
标 , 它们 就 称 为 椭 球 坐标 . 三 坐标 曲面 族 , 也 就 是 上 面 所 说 的 椭 球 面 族 , 单 叶 双 曲面 族 及 双 叶 双 曲 
面 族 . 
变换 的 雅 可 比 式 有 下 形 : 
ON 0 2) 
C0 0 


657. 曲线 坐标 下 的 体积 表示 法 ” 回 到 第 655 目的 假定 及 记号 , 我 们 提出 这 样 
一 问题 : 要 将 zyz 空间 中 的 一 (有 界 ) 立体 (D) 的 体积 用 展 布 在 enc 空间 中 的 对 应 
立体 (A) 上 的 三 重 积 分 来 表示 .@ 

所 求 体 积 首先 可 表 为 第 二 型 曲面 积分 [参看 638{14)]: 


D= // zdzxdy, 
(3) 


它 是 展 布 在 曲面 (5S) 的 外 侧 上 的 . 电 此 设法 变 成 普通 的 二 重 积 
名 与 第 605 目 中 一 样 , 这 里 我 们 补充 假定 偏 导 数 
2 "YEm 006 


存在 且 连 续 ; 虽然 这 对 于 结果 本 身 的 正确 性 并 非 必要 , 但 可 使 证 明 容易 些 . 


[657] 83. 三重 积分 中 的 变量 变换 : 283 ， 


我 们 将 自 曲 面 (2) 的 参数 方程 (3) 出 发 ,u,v 在 wv 平面 上 的 某 一 区 域 (五 ) 中 变 
化 . 则 显然 参数 方程 (4) 表示 曲面 (5). 


令 


_ D(z,Y) 
C= D(u, v)" 


D= //, zCdudv. 


并 且 积 分 取 正 号 , 如 果 曲 面 (5) 与 所 考察 的 它 的 外 侧 相 联 带 的 定向 对 应 于 ww 平面 
的 定向 ; 且 恒 可 假定 如 此 [620,621]. 

因为 x,y 经 过 变数 &,n,C 的 媒介 依赖 于 w,v, 则 曲 熟知 的 函数 行列 式 的 性 质 
[204,(6)], 


由 第 636 目 公 式 (8), 有 


~ DW) DED Dz,Y) PO, 6) | De,y) D(C,E) 
DE,n) Dlu,v) D(m,C) Dlu,v) D(C,é) Dlu,v) 


将 C 的 表示 式 代 和 人 上面 所 得 积分 中 , 得 


Dz,Y) DEm , D(z) De) Dz, D6) Ty 
?= 四 DE De + DE DS + EY TS) ad 


(6) 


将 这 一 积分 与 展 布 在 曲面 (外 侧 上 的 第 二 型 曲面 积 


[2 7 + Dl D(z,y) 
ld| 作客 DO + De da] 中 
相 比较 . 如 将 它 从 参数 方程 (3) 按 与 第 636 目 中 公式 (10) 相似 的 公式 变换 到 较 普 
通 二 重 积分 , 则 恰好 得 到 积分 (6). 这 两 积分 间 唯 一 差别 只 可 能 在 符号 上 : 如 wv 平 
面 的 定向 对 应 于 曲面 (2) 考察 它 的 外 侧 时 那 一 面 的 定向 , 则 二 积分 相等 ; 而 在 相反 
情形 时 相差 一 符号 . 

最 后 , 自 积分 (7) 按 高 斯 - 奥 斯 特 洛 格拉 得 斯 基 公 式 可 变 到 在 区 域 (A) 上 的 三 重 


积分 : 
o=#])/, 将 + | + | } dtanae. 
积分 号 下 的 式 子 等 于 


DTY) | Oz Dz,Y) Oz D(z,Y) 
OE D(n,6) On D(C,é€) Oc¢ D(E,n) 
二 [人 D(z,y) , 9 D(zy) , 9 D(z, 岂 | 
06D10 00D5 Oc D(EMNT 


,284 . 第 十 八 章 三 重 积分 及 多 重 积分 [658] 


在 第 一 排 中 的 和 等 于 雅 可 比 式 


D(zx, yz) Oy Oy Oy 


DPC [oa on RT 


a om 6 
这 很 容易 证 明 , 只 要 将 这 一 行列 式 按 最 后 一 行 的 元 素 展开 ; 在 方 括号 中 的 和 , 用 直接 
计算 可 以 证 明 等 于 零 . @ 
因此 , 得 到 公式 


国 D(z,y, 2) ya 
?= +// (A) Dé, 7 D(é,n,O) Rdndh. 


如 考虑 到 , 由 假定 , 雅 可 比 式 保 有 一 定 符 号 , 而 这 一 符号 是 雅 可 比 式 加 到 积分 上 去 的 ， 
因而 就 可 明白 (因为 这 里 认为 D > 0), 积分 号 前 面 的 符号 必须 与 雅 可 比 式 的 符号 一 
致 . 我 们 就 可 将 所 得 结果 重 写 为 最 终 形式 : 


-=/// D(z, y, 2 
(AD 
或 者 , 为 简单 起 见 以 J(&,w,¢) 表 雅 可 比 式 时 : 


p=// /| Em Olaédnde (8*) 


D(z,y, z) 
D(é,n,0)1. 


通常 称 为 在 曲面 坐标 下 的 体积 元 素 . 


658. 补充 说 明 ”1° 在 曲面 (2) 及 (5S) 上 我 们 固定 了 一 定 的 侧面 , 例如 对 于 被 
它们 所 围 的 立体 来 说 的 外 侧 ， 与 此 相关 对 所 述 曲 面 也 确立 了 确定 的 定向 [620]， 如 
在 曲面 (>) 上 的 一 点 描画 一 分 开 曲 面 的 简单 闭路 , 且 我 们 讨论 被 它 所 范围 的 二 区 域 

中 显然 ， 


dtdndt, (8) 


积分 号 下 的 式 子 


dédndé = |J(é,n, Oladédnac 


0 D(z,Y) O27 Oy Or O2y 四 O27 Oy Or Oy 
O€ DT 01065666 On KOO 60600067 
9 D(z,yY) 国 Or Oy Or Oy Or Oy Or Oy 


MDCE) ond | Rm Rm don 


OD(zy) roy Or Vy O22z Oy Or 627 


KDED RHRm' RAN RR RoC 
将 这 些 等 式 一 一 相 加 , 得 右 端 恒 等 于 零 . 


[659] 83. 三 重 积 分 中 的 变量 变换 285 . 


中 的 任意 一 个 时 , 则 由 公式 (1) 在 曲面 (S) 上 与 该 点 相对 应 的 点 就 描画 出 一 类 似 闭 
路 , 且 这 时 我 们 不 必 来 进行 二 区 域 间 的 选择 ,因为 这 一 选择 由 同一 对 应 规则 (1) 自然 
地 做 好 了 . 如 果 第 一 个 闭路 从 曲面 (2) 的 定向 的 观点 来 看 其 环行 方向 譬如 说 是 正 的 ， 
则 第 二 个 闲 路 的 环行 方向 , 如 从 曲面 (5) 的 定向 出 发 , 就 可 以 是 正 的 , 也 可 以 是 负 的 . 
在 第 一 种 情况 下 , 我 们 就 说 这 两 曲面 的 定向 由 变换 公式 彼此 相对 应 , 而 在 第 二 种 情 
况 下 , 就 说 它们 不 相对 应 . 

因为 我 们 一 开始 就 认为 曲面 (5) 的 定向 对 应 于 wv 平面 的 定向 , 故 这 一 情况 或 
那 一 情况 的 发 生 要 看 曲面 (5B) 的 定向 对 应 于 wv 平面 的 定向 或 否 . 与 此 相关 也 就 有 
体积 公式 中 积分 前 符号 的 选取 . 但 最 后 就 发 现 了 这 一 符号 与 雅 可 比 式 的 符号 相同 . 

综 上 所 述 , 我 们 得 到 结论 : 

两 曲面 (了 ) 及 (5) 的 定向 由 变换 公式 (1) 彼此 对 应 或 否 依 雅 可 比 式 保有 正 号 或 
负 号 而 定 . 

2° 应 用 中 值 定理 于 公式 (8*), 得 关系 式 


= |7(é,7,0)IA, (9) 


其 中 (&,, 人 是 区 域 (A) 中 某 一 点 , 而 A 是 这 一 区 域 的 体积 . 由 此 容易 导出 : 当 将 区 
域 (A) 缩 到 一 点 (€,nm,《) 时 将 有 [比照 644,8?]: 


[J(é,m 0)| = lim 2 
所 以 雅 可 比 式 的 绝对 值 是 mc 空间 当 变 换 为 zyz 空间 时 (在 它 的 所 给 点 处 ) 它 的 延 
展 系 数 . 
3 公式 (8)[(8*)] 是 在 一 些 已 知 假定 (区 域 (D) 及 (A) 间 的 可 道 一 对 一 旦 连续 
的 对 应 等 等 ) 下 推出 的 . 但 与 606,4° 中 一 样 , 可 以 证 明 : 这 些 条 件 在 一 些 个 别 点 处 
或 沿 一 些 个 别 线 及 面 处 不 成 立 并 不 妨害 公式 正确 ,只 要 雅 可 比 式 依然 是 有 界 的 , 或 
至 少 是 可 积 的 (即使 是 在 反常 意义 下 也 行 ). 


659. 几何 推演 ”公式 (8) 的 推演 可 建立 在 纯 几 何 的 考虑 上 ( 奥 斯 特 洛 格拉 得 斯 
基 最 先 创 立 这 一 点 [比照 609]). 对 于 émc 空间 中 的 一 长 方 体 以 dé, dn, dl 为 边 者 使 
它 与 与 zyz 空 空间 中 在 坐标 曲面 《7 及 “E+ de”, “py” 及 十 0 ， CC 及 “C+ dade” 间 的 一 
元 素 立 体 相 比较 , 这 一 立体 可 近似 地 看 作 一 和 斜 的 平行 六 面体 . 它 的 体积 等 于 以 点 


Pi(z,y, 2), 人 Wz + 区 ) 


Ps (z+ + dn,y+ 于 + Fdn, z+ 诡 必 + 区 加 
9 
Pa (z+ RD 于 和 n+ 总 dy+ 与 玫 + 要 徊 + 怕 必 


dt + Sd dd 
+ 实 必 + 守 加 十 庆 d) 


.286 ， 第 十 八 章 三 重 积 分 及 多 重 积分 [659] 


为 顶点 的 四 面体 体积 的 六 倍 , 由 解析 几何 中 所 熟知 的 公式 , 知 (其 绝对 值 ) 可 表 作 行 
列 式 


Oz 
rdé 页 四 丈 公 


Oy Oy 


_ D(z,y, 2) 
On 7 Oc 


|= Demd 


dédndt. 


将 这 些 各 别 的 “体积 元 素 ” 相 加 , 便 得 公式 (8). 

因此 ,这 里 事情 的 实质 是 : 在 确定 立体 的 体积 时 ， 它 不 是 用 互相 垂直 的 平面 而 是 
用 坐标 曲面 网 来 分 成 许多 元 素 块 . 

在 简单 情形 时 “体积 元 素 ” 在 曲面 坐标 下 的 表示 式 可 直接 地 得 到 . 

作为 一 例 , 在 圆柱 坐标 下 来 考察 (zyz 空间 中 的 ) 一 元 素 区 域 , 它 是 由 两 个 半径 为 p 及 p 十 dp 
的 圆柱 面 , 两 个 高 z 及 z 十 dz 的 水 平面 , 以 及 两 个 通过 z 轴 与 zz 平面 交角 为 6 及 6 十 d0 的 半 
平面 所 围 成 的 (图 112，a)) . 将 这 一 区 域 近似 地 当 作 一 长 方 体 , 不 难 求 得 它 的 边 长 为 dp, pdb 及 
dz, 所 以 它 的 体积 等 于 podpdbdz, 而 代表 这 一 体积 与 pbz 空间 中 的 元 素 长 方 体 体积 dodbdz 之 比 
的 雅 可 比 式 等 于 p. 


图 112 


同样 地 , 在 球 坐 标 下 来 考察 (zyz 空间 中 的 ) 一 元 素 区 域 . 它 是 由 半径 为 > 及 r 十 dr 的 球面 ， 
锥 面 p 及 p + dp, 以 及 半 平 面 9 及 6 + d6 所 围 成 的 (图 112,6))， 这 一 区 域 也 可 当 作 一 长 方 
体 , 其 边 长 为 4D = dr, 4B = rdp 以 及 AC. 因为 弧 4C 等 于 它 自己 的 射影 MN, 而 后 者 是 由 
半径 OM = rsin p 画 出 来 的 且 对 应 于 中 心 角 db 故 4C = 7 sin pd9, 因此 所 论 区 域 的 体积 等 于 
r2 sin podrdpd0, 而 雅 可 比 式 是 r? sin p. 

由 初等 几何 观察 出 来 的 这 两 个 结果 与 在 656 1) 及 2) 中 所 述 的 相符 合 . 
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660. 例 1) 计算 由 下 列 曲面 所 围 各 立体 的 体积 : 

(a) (2 ++) = 0, 

(6) (2? + + = a ry, 

(a) (P+ +) 了 

解 (a) 因为 z 及 y 在 方程 中 只 有 平方 项 , 故 立 体 对 yz 平面 及 zz 平面 对 称 . 又 , 既然 方程 
左 端 恒 为 正 , 故 必定 z > 0, 即 整个 立体 在 zy 平面 的 上 面 . 这 些 说 明 就 可 使 只 计算 立体 在 第 一 封 
限 中 其 四 分 之 一 的 体积 . 

在 方程 中 式 子 z? 十 灵 十 逐 的 出 现 暗 示 我 们 变 到 球 坐 标 去 . 将 式 子 


=rsingcos0, y=rsinpsin0, 2 一 7cosw 


代入 曲面 方程 (a) 中 , 得 球 坐 标 下 的 曲面 方程 : + = a .35055. 因为 第 一 卦 限 可 用 不 等 式 0 < yp < 
10 <0< 5 来 说 明 , 故 考 虑 到 雅 可 比 式 J 二 r2sin p[656,2)] 时 , 将 有 


a Beco 
V= sf of a f r2sin pdr 


二 2 sin pcos pdop = 3 a3. 
(6) 立体 在 第 一 、 第 三 、 第 六 及 第 八卦 限 内 , 对 于 这 些 卦 限 分 别 有 : 


Z 之 0, y 宛 0, zz 过 0 2 乏 0, 2 和 0 2 之 0; 


rT<0, y>0,z2&0; T2200,z&0; 


它 由 四 部 分 构成 , 它们 一 对 一 对 地 对 称 于 坐标 轴 之 一 (方程 的 左 端 及 右 端 当量 z,y,z 中 的 任何 两 
个 同时 变 号 时 都 不 改变 ). 
变 到 球 坐 标 时 , 得 


要 a /sin2 /sin? pcoswsing cos 0 
V= sf wf a | r2 sin pdr 


于 于 
一 一 4as [ sin? pcospdyp ， / sin0 cos 6d0 = 一 
3 0 0 EE 


(s) 这 里 较 简单 是 如 下 形 取 变 到 球 坐 标的 公式 : 
T=rcosp, 一 7sinwcos0 2 一 7sinwsinl. 


则 曲面 方程 就 具有 形式 > = cos2 刀 -1 yp. 
答 


[=] 
nT 


= gr) 
2) 求 由 下 面 曲 面 所 围 各 立体 的 体积 : 

(a) (2 + )? +2 =Yy, 

(6) (z2 + 2)? 十 z6 = 3z3. 


第 十 八 章 三 重 积 分 及 多 重 积分 [660] 


解 


(a) 虽然 问题 的 类 型 多 少 与 以 前 各 题 不 同 , 但 在 这 里 应 用 球 坐 标 仍 很 方便 . 曲面 方程 具有 
形式 


rs(sin4p + costop) = sin y sin 6. 
考虑 到 对 称 竹 , 将 有 


x 元 和 /sinwsing 
2 2 sin® p+cos“ wp 2 。 
V=4 d0 dp 7”Sin par 
0 0 0 
_4 sin? pdy 4 t= TV2 
3j sin4p+costp 3 i+#” 3 
(5) 提示 


一 or 和 cos3 osinpadp _ 元 1 udu 
o sinp+cossp /Jo 3w2—3u+1l 


(如 令 wu = cos? 9), 


答 V=2C 2n2 
3 

3) 求 由 下 列 曲面 所 围 各 立体 的 体积 : 
22 2 Zz2y 

中 ( 生 + 和 + 和) = 到 


Ca 
(Fr (至 + 区 ) 和 三 


解 (a) 在 在 曲面 方程 中 式 子 六 十 区 十 邱 的 出 现 ,党 


常 是 按 公 式 : 
Z 一 arsinwpcos0 y=brsingpsing, z= crcosp 


变 到 广义 的 球 坐 标 @ 较为 有 用 ; 这 时 雅 可 比 式 J = abcr? sin p. 我 们 有 ( 计 及 对 称 性 ): 


a2b sin3 pocos ebsin’ ecoe2gsing 
V=4 三 db 广 dp 1 abcr? sin padr 


要 
一 人 2 2 广 coss gsin3bd6. 1 sini0 dp， 
3 hh 0 0 


7b4c 


所 以 最 后 ， 


Toobc 
”192 he - 
2 
(6) 答 V = Tabe. 
B) 答 V = Labe. 
60 


4) 求 由 下 列 各 曲面 所 围 立体 的 体积 : 


十 久 十 太 二 1 十 妒 十 2 二 16, 2 = 十 急 ， 
” @ 这 与 平面 上 广义 的 极 坐标 相仿 ， 
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提示 ”这些 曲面 确定 了 球 坐 标的 变化 区 间 : 


人 
| 
— 


1<r<4 I<p<s, 0<0<T (或 <0 


立体 是 由 (在 第 一 及 第 三 坐标 卦 限 内 的 ) 二 孤立 的 块 组 成 . 


人 Vy 2 21V2r 
[二 三 4 : 
5) 计算 曲面 , , , 
(a) +($) +(2) =1 
所 围 立 体 的 体积 . 


解 ” 按 下 面 公式 引入 新 的 坐标 : 
x = arsin’? peos’0, y = brsin’ osin30， ZzZ= cr cos3 op 


(0<r 和 lo<seskr0skbx<x2r). 


这 时 雅 可 比 式 
J = gabcr? sin5 pocos2 psin2bcos2 0， 
所 以 
1 Tt 27 4 
V = olc / cr sin5 yp cos? cup / sin2 0 cos? 0d0 = 一 abc. 
0 0 0 35 
6) 求 曲 面 
(z+Yy+2) =ay, T=0, y=0, z=0 
所 围 立体 的 体积 . 
z= rsin? cos20，2 一 了 sin? psin?0, Zz = 7 cos? p 
A A 
(r>0ospsz oso<5). 
雅 可 比 式 
， J = 4r2 sin3 pocoswpsin g cos 6. 
3 
7) 求 由 六 平面 


al 十 py 十 clz 二 土 hi， 
Qa2T 十 b2Yy 十 c22 一 土 h2, 
Qaaz 十 b3y 十 csz 二 土 hs 


所 围 成 的 斜 平 行 六 面体 的 体积 , 当然 , 假定 行列 式 
CT bi C1 
人 = Q2 b> C2 


Q3 ba C3 


289 ， 
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不 等 于 夫 
解 引入 新 的 变数 
《三 al7Z 十 D2 十 cl2) 
7 = Qa27 二 b2Y 十 c22， 
C= asr++ bay+t+ caz 
(hi < ECh, -ho < nh, hs <C < hs). 


求 出 行列 式 后 外 业 如 最 为 简便 , 注意 它 等 于 行列 式 台中 驴 的 合 数 , 我 们 有 


hi 2 3 
h 
V= 大 [ mf 从 一 es, 
A A 


8) 求 由 下 列 曲 面 所 围 各 立体 的 体积 : 


(a) 柱 面 
(az + biy+ ez) + (aar + bay + cz) = RB? 
及 平面 
asz 十 py 十 casz 一 0 与 agz 十 bay 十 Cc3z = hh; 
(6) 椭 球 面 


(a1z + biy + ez) 十 (az 十 by 十 cazj2 + (aat + bsy + caz) = BR 


(在 前 面 #0 的 仿生 jp 
TT TT 
答 (7 一 Am (OV = sr 
9) 应 用 圆柱 坐标 来 计算 立体 体积 时 将 得 出 一 有 趣 的 公式 . 
考察 由 一 个 分 片 光滑 的 曲面 所 围 成 的 一 立体 (), 并 假定 自 = 机 
出 发 的 一 个 半 平面 对 应 于 9= 常数 者 交 立 体 于 某 一 平面 图 形 (Qo)， 
而 6 自 a 变 到 6B( 图 113). 则 


B 
V= Wh pdpadbaz = / “ff papdz, 
(V) a (Qe) 


且 将 图 形 (Qo) 引 到 直角 坐标 系 pz 时 就 很 方便 , 但 这 坐标 系 与 所 述 
半 平 面 同时 绕 z 轴 转 动 . @ 
现在 易 见 , 二 重 积分 人 Jo pdpdz 是 图 形 (Qe) 对 z 轴 的 静 矩 ， 
它 等 于 这 一 图 形 的 面积 Q(0) 与 z 轴 到 它 的 重心 C 间距 离 cc(9) 的 
乘积 : 
图 113 // pdpdz = Q(0)pc(0). 
(Qe) 


将 这 一 体积 的 式 子 代入 , 得 最 终 公式 : 


B 
= / Q(0)pe(0)do 
而 不 是 将 与 它 全 等 的 图 形 引 到 obz 空间 中 的 一 固定 平面 pz 上 去 . 
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这 一 公式 是 库 斯 科 夫 指出 的 . 它 在 确定 由 (不 变 的 或 变动 的 ) 平面 图 形 作 螺 旋 运 动 时 所 得 立体 例 
如 螺丝 钉 、 弹 簧 等 的 体积 时 特别 方便 . 

如 立体 (V) 单纯 地 是 一 与 z 轴 不 相交 的 不 变 图 形 (@) 绕 这 一 轴 的 旋转 体 , 则 Q = 常数 ,pc = 
常数 ,a = 0, 6 = 27, 而 公式 就 具有 形状 


V =Q.:2rpc. 


它 表 明了 已 知 的 古 尔 丹 定 理 [351], 这 定理 说 : 平面 图 形 绕 与 它 不 相交 的 轴 旋 转 的 立体 体积 等 于 这 
一 图 形 的 面积 与 图 形 重心 描画 出 的 圆周 长 的 乘积 . 因此 , 库 斯 科 夫 公式 是 这 一 古典 定理 的 自然 扒 
广 ( 且 反 过 来 , 这 一 公式 也 容易 从 它 得 来 ). 
10) 三 轴 椭 球体 
zx y 22 
a2 b2 ec 
的 体积 已 算 过 好 几 次 了 , 它 等 于 Srabe. 但 是 , 我 们 现在 想 引 用 裙 球 坐 标 和 1,v[656, 4)] 来 计算 
这 一 体积 . 如 令 


<&1 (a>b>0o) 


p=a-b, k=a-e 
则 当 入 = a 时 就 能 得 到 已 知 椭 球 体 本 身 . 
椭 球 体 的 第 一 卦 限 与 入 自 大 变 到 ww 自 变 到 k,v 自 0 变 到 所 相 对应. 故 


》 


1 jy 是 一 后) 入 一 力作 一 到) 
5 / 人 人 VO ee 0 
但 , 如 已 所 示 , 这 一 体积 等 于 
3 Srabc = TaV( h?)(a? 一 k2). 


因此 , 上 面 所 写 出 的 复杂 积分 的 值 就 是 这 个 , 用 别 的 方法 来 求 这 一 值 就 会 产生 巨大 的 困难 . 
最 后 将 给 出 基本 公式 (8) 的 两 个 有 趣 应 用 , 它们 可 确立 曲面 面 

积 及 曲线 长 度 的 概念 与 在 原则 上 更 简单 的 立体 体积 概念 间 的 联系 . 
11) 设 已 给 一 光滑 曲面 (9): 


2 一 Zuo)，2 三 Von)，z=z(wu)， 


且 在 参数 w v 变化 的 区 域 (A) 中 这 些 琐 数 有 二 阶 连续 时 函 数 . 

在 曲面 的 每 一 点 M 处 的 法 线 上 , 对 称 地 在 曲面 的 两 侧 截取 长 
2r > 0 的 一 线段 . 这 些 线段 填 满 成 某 一 立体 (VW), 已 知 曲面 就 含 在 
其 内 (图 114). 

以 z,y,z 表 曲 面 上 点 M 的 坐标 , 而 以 ,了 ,2 表 该 点 处 法 线 上 


一 、 图 114 
所 述 线段 的 任 一 点 的 坐标 , 显然 , 我 们 将 有 
A B 
X=71 Yo, 
2 十 BF yt 7 
C 
了 = 十 - 产 寺 -一 
加 A3 7 


@ 可 以 证 明 : 对 充分 小 的 r 所 述 线段 彼此 不 相交 , 所 以 立体 的 每 一 点 恰 在 一 条 法 线 上 . 
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其 中 4, B,C 有 通常 的 意义 , 而 p 表 距 离 MP( 带 有 相应 的 符号 , 所 以 -7 < p < 7). 因此 , 参数 
(由 up) 表 所 述 区 域 (VV) 的 点 的 曲面 坐标 . 由 公式 (8) 这 一 立体 的 体积 等 于 


w=/ / / DO YD) | jgvap. 
D(u, v, p) 
但 
zu 十 ad Rta(vv)p as(u,v)p 
DEYD_ otB vp Wt+Plwvv)p +lu,v)p 
D(u, v, p) A B C 


VA?+B*+C” A?+B2+0? A2+B2+C? 
= VA?2+B2+C2 + (u,v)p+ ya(u, vp’, 


其 中 aa az a3; Bi, Bz, Ba, mm 表 uv 的 某 些 连续 函数 ， 显然 , 对 充分 小 的 r( 因 为 jol < 7) 这 
一 式 子 的 符号 将 与 第 一 项 同 , 即 为 正 的 . 故 


=-/ /| {VA +BI+03+pt+ yp dudv 
一 人 (A) 


=2"// 42 十 B24+O2dudv 十 Lr (LL = 常数 ). 
(A) 


由 此 容易 推出 最 终结 果 


lm 芝 元 二 - 几 A? + B? + OC?dudv, 
了 一 (A) 
我 们 认识 后 面 的 积分 是 曲面 的 面积 S. 因 此 , 这 一 面积 可 自体 积 出 发 而 得 来 . 
12) 设 已 知 一 光滑 曲线 
2=2(), y=y0), z=2(t) (to <t<7), 
且 函 数 z,y,z 有 连续 二 阶 导数 .在 曲线 的 任 一 点 M 处 的 法 面 内 , 想像 一 以 M 为 中 心 半径 为 
> > 0 的 圆 . 所 有 这 样 的 圆 构成 某 一 立体 (VV), 它 包含 这 曲线 . 
不 失 一 般 性 , 可 以 假定 在 所 考察 的 曲线 段 上 恒 有 z2 + yy > 0. 则 为 了 想 在 所 述 的 曲线 法 面 
中 建立 一 直角 坐标 系 , 我 们 可 以 取 有 方向 余弦 


7 ?7 
[ry /ry /TI a /TI i a yr yz 
Ld TX? 12 
VT 
/712 十 12 / x2 十 y? 十 02 7 /x2 十 y2 十 z2 
的 两 个 相互 垂直 的 法 线 为 坐标 轴 . 
以 u,v 表 对 应 的 坐标 , 我 们 可 以 表 立 体 (WV) 的 任 一 点 P 的 坐标 六 ,了 ,2 为 : 
I 
/z2 十 /2 /Jr yr yt 
国 pak YZ 
Y=y- ri + /zi2 yr yt 2 
了 7， /2 十 y? 
和 72 十 11 2 十 2/2 


外 这 里 也 可 证 明 : 对 充分 小 的 7, 这 些 圆 两 两 无 公共 点 , 故 立 体 的 每 一 点 只 属于 其 中 的 一 个 圆 . 
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这 里 t,w,v 起 着 点 P 的 曲面 坐标 的 作用 , 所 以 


D(X,Y, 2 
“= /ff Dl ac, o) dtdudv. 
但 是 , 易 见 
D(X, Y, 2) 
D({t, u, v) 
z+a(t)ut+ P(t)v y + az(t)u + Bolt)v z+ as(t)ut Balt)v 
’ 了 
YY -7 0 
一 /x2 十 212 f 2 十 y2 
2 y 2 /112 十 v2 


/x'2 十 21/2 /x2 十 y2 十 2 本 十 212 3 十 y2 十 Zz’2 /x'2 十 y2 十 2 


2Z2 十 2 22 + a(tu t+ BOY, 


其 中 1,… ,Bs 是 寺 的 连续 函数 , 这 一 式 子 对 充分 小 的 7 保持 正 号 (因为 jul, jv| < 7). 因此 
T 
=/ a/| {Vz 十 y2 十 2z2 十 a(t)u 二 B(t)o} dudv 
to u2-+v2&72 


T 
=Nr? / 2Z2 十 gf/2 十 2/2cdt 十 几 (Ku + Lv)dudv, 
to 3-HUV2 扫 72 


其 中 K 及 工 是 常数 . 我 们 知道 第 一 个 积分 是 弧 长 s, 而 第 二 个 积分 等 于 零 . 故 


V 
VW =Ars,， 8= 时 
Nr 


弧 长 还 可 更 直接 地 从 体积 得 来 , 甚至 不 必用 极限 过 程 ! 

661. 三 重 积分 中 的 变量 变换 “” 借 体积 在 曲面 坐标 下 的 表示 法 , 不 难 建立 三 重 积 
分 中 变量 变换 的 一 般 公 式 . 

设 在 zyz 及 énc 空间 的 区 域 (D) 及 (A) 间 存 在 一 对 应 , 如 在 第 655 目 中 说 明 
了 的 . 假设 所 有 借以 推出 公式 (8) 的 条 件 都 保留 ， 我 们 现在 求证 下 一 等 式 成 立 : 


// DT 


= /ff rm vem CO),z(&,n, CTE, n, Cldtdnde (10) 
Pen 忠生 ) 


它 完 全 类 似 于 二 重 积分 中 的 变量 变换 公式 . 同时 我 们 假定 函数 f(z,y, z) 连续 , 或 者 
至 多 沿 有 限 个 分 片 光滑 的 曲面 可 以 有 不 连续 (但 在 任 一 情况 下 都 保持 有 界 性 ). 因此 ， 
在 等 式 (10) 中 的 两 个 积分 的 存在 将 无 疑问 , 仅 需 证 明 等 式 本 身 . 
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为 了 证 明 起 见 , 我 们 如 同 在 第 609 目 中 一 样 来 进行 , 用 分 片 光滑 的 曲面 分 区 域 
(D) 及 (人 A) 为 (彼此 相对 应 的 ) 元 素 块 (Di) 及 (Ai)(i = 1,2,… ,n), 应 用 公式 (9) 到 
每 一 对 区 域 (D;) ,(A;) 上 ; 我 们 得 到 


Di = |J(€i, 7, Ci)|Asi, (11) 


其 中 (6;, 元 ,6;) 是 区 域 (Ai) 中 不 能 随 我 们 选取 的 某 一 点 ， 取 区 域 (Di) 的 对 应 点 


(zi 于, 如) ， 即 令 
Bi = T(E Tis Ci), Hi = YEz Ti i), B= 2(€i, Ti 67), (12) 
并 作出 (10) 中 第 一 个 积分 的 积分 和 |: 
o = 2, f (zi, Hi, i) Di. 
用 (12) 式 代 换 此 处 的 zi, 到 ,去 , 而 用 (11) 式 代 换 Di, 得 到 和 
0 = 2 f(r (ET Ca), VET Ca), z(€i 7 CT (Ea mh CA 


显然 这 已 就 是 (10) 中 第 二 积分 的 积分 和 . 

我 们 让 区 域 (A;) 的 直径 趋 近 于 零 , 由 对 应 的 连续 性 , 区 域 (D;) 的 直径 也 趋 近 于 
零 . 和 o 必须 同时 趋 近 于 两 个 积分 , 由 此 即 得 所 需要 的 等 式 . 

与 在 二 重 积分 情形 时 一 样 , 在 证 明 公 式 (8) 时 , 当 上 面 所 作假 定 在 一 些 个 别 点 或 
沿 有 限 个 分 段 光 滑 曲 线 及 分 片 光 滑 曲 面 处 被 破坏 而 只 要 雅 可 比 式 保持 有 界 , 则 公式 
(10) 也 成 立 . 

允许 反常 积分 时 , 可 更 远 地 来 推广 公式 (10) 可 应 用 的 条 件 . 读者 试 对 所 考察 的 
情形 作 与 在 第 616 目 中 所 述 者 的 平行 叙述 . 这 里 我 们 着 重 指出 , 在 那里 所 述 的 条 件 
下 假定 (10) 中 积分 之 一 存在 时 公式 就 成 立 , 另 一 积分 的 存在 已 由 此 能 够 推 得 . 

最 后 我 们 提 一 下 , 公式 (8) 及 (10) 也 可 以 不 用 雅 可 比 式 的 绝对 值 记 号 写 出 来 . 
为 了 可 以 这 样 做 , 就 应 该 引进 立体 定向 (与 它 的 边界 定向 有 关 ) 的 概念 , 再 视 它 的 定 
向 而 给 它 的 体积 以 及 展 布 在 立体 上 的 积分 以 某 一 符号 .详细 情形 留 给 读者 , 并 介绍 他 
去 参考 第 610 目 及 第 658 目 中 的 说 明 1°. 


662. 例 1) 计算 积分 
= J/ ap 


其 中 (V) 是 一 立体 , 上 面 由 曲面 
(z+ 4 2) 一 a2zyg 


所 限制 , 下 面 由 平面 z = 0 所 限制 . 
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解 ” 改 成 球 坐标 . 曲面 方程 作 下 形 : 


2 ，2 
r2 = a2 sin2 psingcosb， 


注意 立体 对 z 轴 对 称 , 积分 变 成 : 
于 各 asinwvsingcosD 
1=2/ | a f r? sin p cos wp sin 0 cos Odr 
0 


4 


CD 


一 和 1 bcos30db sin ocosodo = 2 _ 
3/ 0 0 


2) 计算 积 


{// Tyzdrdydz (a>8>7y>0) 
Q2Z2 + PIy? + y222 


了 ;22 之 0 
7x2+y2+22< R2 


[参照 648,11)]. 


解 ”在 球 坐 标 下 
74sin rsin’? pcosypsinGcosbdrdpd 


a [fh 
a2 sin? pcos20 + 2 sin? psin?0 十 y2 cos? 


进行 替换 sin? o = wv,sin?0 = wv 较为 方便 . 则 


-f/f vdrdudv 
4Jo Jo ho a2u(l —v) + Bu + yl — vu) 


RS 1 1 
- 务 / ou/ 
20 jo 0 [+ (a2 -72) 可 十 (62 一 a2)wv 
_R Byt+yatapB 
15 (8+WY+AO(a+H) 


3) 计算 积 
到 二 udedydz 
(四 22 十 只 十 Z2 十 好 十 22， 
其 中 (V) 是 三 轴 椭 球体 , 2 
人 + 分 + 所 <1 


解 ” 如 按 公式 


z=arsinpcos0, Y= br singysindg, 


多 一 cr co8 %， J= abcr? singp 
变 到 广义 球 坐标 , 则 积分 可 重 写 为 下 形 : 
sin? wocoswpsingcosbgdrdwdb 


工 工 
2 2 
272 2 3 
K=a’b’c r . 
o Jo Jo a2sin? pcos20 + b?sin? psin20 + c?cos? wp 
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替换 sin? o = wu, sin? 9 = wv. 最 终结 果 : 


Q2 bp? C2 


加 22| CC 2 2，Q 212 } 
天 = sm a (nite mne to . 
4) 计算 逐次 积分 


/ 2f vy { ezyz02d7. 
1 1 0 
Wh ey*zx2ydrdydz, 


解 将 它 换 作 三 重 积 


X20,y,z 宛 1 
TYyzS1 
再 采用 替换 
po yt -2+otuw jl 
亿 也 十 了 u( 人 十 也 ) 
积分 化 为 : 
/ / / ei?tvqudvdw, 
2 DO 
Ut+v 二 wl 
这 很 容易 计算 . 
答 了 一 1 


5) 我 们 回 到 计算 二 重 积 4 
B= [ / eV +y? Cog zwécosyndzrdy 
0 ‘Jo 


[参照 617,21)]. 因为 对 > 0 


[497,8)], 故 如 令 V5 = awWz2 十 岂 , 得 : 
0 
将 它 代入 积分 B 中 并 改变 积分 的 次 序 , 求 得 
B= 均 [ er db [ 三 oi COs ZE cos yndzdy, 


恋 = 02 一 2Y. 
或 者 , 如 改 为 变量 w= 55 及 v= 70: 


B= 8 / ea { fe Cos sa 人 e-” cos Ja) 
Ta2 Jo 0 a 0 a 


2 oo 2 
-人 (和 [ ce 好 (+ +t") gg0 
0 
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[519,6)(a)]. 分 部 积分 , 就 不 难得 到 最 终结 果 : 

n a 

2 (a2 +62+p) 
积分 次 序 的 颠倒 基于 三 重 积分 的 存在 . 

6) 求 球 


22 十 急 十 轨 和 2az 
在 下 面 质量 分 布 规则 下 的 质量 并 决定 其 重心 : 
k 
1 VE 
[参照 650,5)]. 
提示 变 到 球 坐 标 ， 
7) 求 空 间 任意 一 点 所 受 一 均匀 球体 的 吸引 力 [参照 650,9)]. 
解 ” 变 到 球 坐 标 , 求 得 


h = 上 三 pr2(rcos p — a)sin 2ardpdb 
(r2 十 a2 — 2ar cos p)3 


但 在 确定 球 层 的 吸引 力 [633,11)] 时 , 我 们 已 求 得 二 重 积 分 的 值 


”六 (reosp— a)sinypdpd 0, 当 a <r 时 ， 
上 0 (r2 十 ao2 ~ 2ar cos p)3 -{ -入 ， 当 @a >r 时. 
现在 , 当 ga> 民 时 
PF =- rdr = SnRp. 广 ， 
而 当 a< 及 时 
玉 = -2 rdr = Srpa. 


8) 求 均匀 球体 在 任意 一 点 上 的 位 势 [参照 650,12)]. 
提示 。” 变 到 球 坐 标 并 利用 [633, 问题 12)] 的 结果 . 
9) 重 解 关于 球 的 吸引 力 及 位 势 的 问题 , 但 在 更 一 般 的 质量 分 布 规则 下 : 

p= f(7), 
其 中 f 是 中 心 到 点 的 距离 的 任 一 消 数 . 

注意 我 们 在 [650,9) 及 12)] 中 所 作 论 断 在 现在 情况 下 仍然 有 效 . 

10) 求 环 面体 的 惯 矩 I 及 [参照 650,13)]. 
提示 “注意 环 面 体 是 由 圆 旋 转 得 来 (参看 图 108), 这 一 立体 内 点 的 位 置 , 可 以 用 经 面 与 zz 平 


面 的 夹 角 yp 以 及 用 在 这 一 断面 本 身 的 范围 内 的 通常 极 坐标 p,6 来 很 自然 地 确定 . 
因此 


2 一 (4 十 pcosg)cosw， Y= (d 十 pcosbg) siny, 
z=psing, J = p(d 二 pcosg)， 
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且 p 自 0 变 到 4a, 而 yg 及 9 自 0 变 到 2x. 
11) 计算 均匀 (p = 1) 椭 球 体 
2 
a2 + 82 ce2 
在 它 中 心 上 的 位 势 时 会 导出 椭圆 积分 ， 
引进 球 坐 标 , 但 这 一 次 取 x 轴 作 为 极 轴 : 


X=rcosp, Y=rsinpcost, z=rsinwsindg. 


我 们 将 有 
w= [|| dzdydz 
(8) + +8) <r VOT 人 + 


于 于 
一 8 / sin pdy / dg [ 
0 0 0 
和 和 dg 


=4 in pd OO 
/ Sn -| Beos20+Csin*0 


(2)?+ (0) (ae 


radr 


其 中 ， ， 
、 
C 5 2 十 sin 多 
a b2 


里 面 的 积分 等 于 区 太吉. 又 令 ~ 一 cos yp 一 二 便 得 第 二 种 椭 贺 积分 


B= ,C= < 


V az 一 co 


W = 27rabc ° at 
Vo- (1 — 检 ) (1 — 各) 


借 变 换 上 = sin 和 , 它 就 被 化 至 勒 让 德 形式 : 


w -2rabe_ f/f™ dX 2xabc 


了 一 2 2 _ 12 

. Va?—ce fa 

Mo = arcsin ， ko = 1/ =a— 3: 
a a2 一 C 


663. 立体 的 吸引 力 及 在 内 点 上 的 位 势 ” 现 在 我 们 回 到 对 于 一 点 4(6,m, 5) 被 一 立体 所 吸引 
的 力 在 坐标 轴 上 的 射影 及 在 这 一 点 上 的 位 势 其 在 第 649 目 中 的 一 般 的 表示 式 (17) 与 (18), 但 特 
别 讨论 当 点 4 本 身 属于 这 立体 时 的 情况 . 这 又 给 出 一 机 会 来 利用 变量 变换 . 

首先 , 容易 论证 所 述 反 常 积 分 的 存在 . 为 了 要 使 这 些 积分 变 成 非 反 常 的 , 只 要 取 点 4 为 极 变 
到 球 坐 标 就 行 了 . 如 从 立体 (Y) 上 割 下 一 以 4 为 中 心 以 ro 为 半径 的 球 (vo), 则 得 


27 ro 2 . 27 TO 
//f padv 一 [ / / ps vardpdo =/ / / pr sin pdrdpab; 
(vo) 7 0 0 “0 了 0 0 Jo 


天 (Xo, ko), 


其 中 为 简便 计 已 令 
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27 T TO 
/ / [ A Oa = / [ / pcosgsin2ipdrdwodb， 
(v0) 0 0 20 


等 等 . 这 里 积分 号 下 的 孙 数 显得 是 连续 的 . 

在 所 考察 的 情况 下 要 建立 第 649 目的 关系 式 (19) 需要 精细 得 多 的 观察 . 这 里 同样 也 显得 要 
用 球 坐 标 . 

首先 由 上 面 等 式 可 得 不 等 式 


Wh en < 2r7r3， (13) 
(v0) 
(L = max p), 
J 
(v0) 六 


以 下 我 们 要 用 到 这 一 结果 ， 
现在 给 & 一 增 量 h, 并 与 点 4(e,m 6) 同时 考察 点 A1(& 十 h,m,C) . 如 前 , 以 7 表 自 点 4 到 
立体 任 一 点 M(z,y 2) 的 距离 4M, 以 ri 表 上 距离 A1LM. 必须 求证 : 当 h 一 0 时 差 


-和 -党 / 几 宇 2 
h (Vv) 71 v) 7 
亦 趋 近 于 零 . 
从 立体 (V) 中 取出 中 心 在 4 半径 为 2|h| 的 球 (vo)( 图 115), 则 A 可 表 作 四 项 和 的 形状 : 


a ,Hs 
Ce 


第 二 及 第 三 项 立刻 可 用 当 ro = 2|h| 时 的 不 等 式 (13) 及 (14) 来 估计 : 


1 pdv ,2xrL(2h)? 

曾 /// < 

| Wi oz 日， 
(vo) 3 


为 了 更 方便 地 估计 第 一 项 , 绕 点 A1 作 一 半径 为 3|h| 的 球 (v1); 球 (vo) 整个 含 在 它 里 面 . 则 再 利 
用 形 如 (13) 的 不 等 式 时 , 将 有 


2 
丰 /// 和 pdv _ 下 // 广 邱 pdv < 2 = 18rL .| 川 
lal (oo) 了 “而 (v1) 了 


最 后 , 我 们 来 讨论 最 后 一 项 . 如 引进 函数 
f(é, ?7， 6) 一 工 


< 2777r0 (14) 


< 2rL .2|h| = 4rLlhl. 


中 我 们 认为 密度 p 是 坐标 的 连续 函数 . 
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则 在 括号 中 的 式 子 不 是 别 的 , 恰 为 


{Et mYO -ED pe,n,0), 


由 泰勒 公式 可 换 作 
2 J (€ + Oh ¢O) (0<0<1). 


但 现在 


fm = 3 二 信 -上 
所 以 
图 115 EE +0h mol < 入, 


其 中 ra 是 自 点 M 到 点 A2(& + 0 0; 6) 的 距离 A2M. 
由 三 角形 4M A2( 见 图 ) 有 42M > AM 一 44h2. 但 点 M 在 半径 为 2Ih| 的 球 (vo) 的 外 面 ， 
而 44。 显然 小 于 |h| , 故 442 < 3AM 是 AzM > 5AM, 即 ra > 27. 注意 到 所 有 这 些 , 我 们 


得 如 下 的 估计 : 
< 16LIh| /ff ~. 
(V)~(vo) ™ 


Ns} 


现 取 一 中 心 在 4 的 球 ( 训 ), 其 半径 RR 如 此 地 大 使 立体 (V) 整个 含 在 它 里 面 . 则 所 得 式 子 也 就 小 


于 
2n n RR . 
16L|h| / [ / YY 16Ln / / [ sm eurdpdb 
(Vi)—(v0) 下 0 Jo J2lnl 了 


=64xL.: |hl(in RO— In2|h|). 


最 后 ， 
IA| 和 Cilhl + C2lhllin2lal|, 


其 中 Ci 及 C2 是 不 难 计算 的 二 常数 , 由 此 可 见 ,A 与 h 同时 趋 近 于 零 , 则 


OW 
同样 可 建立 关系 式 (19) 的 另外 二 式 . 最 后 , 用 类 似 的 观察 可 证 明 , 即使 点 4 属于 立体 (V) 时 导 
函数 28 oaW ew ow 连续 . 
Gt’ On’ OC 
84. 场 论 初步 


664. 纯 量 及 向 量 “将 积分 学 在 数学 物理 及 力学 问题 上 的 应 用 化 为 向 量 形式 常常 较为 方便 . 
所 以 读者 能 熟悉 一 些 向 量 分 析 的 基本 概念 是 很 有 用 处 的 , 这 些 概念 能 将 积分 构造 及 其 涉及 的 积分 
公式 变 为 向 量 的 解释 . 

我 们 假定 读者 已 熟悉 纯 量 概念 及 向 量 概 念 , 前 者 完全 可 用 其 数值 来 说 明 (例如 体积 、 质 量 、 密 
度 、 温 度 ), 而 后 者 要 完全 确定 它 就 还 要 指出 其 方向 (位 移 、 速度、 加 速度 、 力 等 ). 讲 到 向 量 , 与 通 


[665] 84. 场 论 初步 . 301 . 


常 一 样 , 我 们 将 设想 一 表明 它 的 有 向 线段 . 我 们 约定 用 带 箭头 的 文字 有 ,也 , 避 ,.…， 表示 向 量 ; 不 
箭头 的 同样 文字 4, mw … 表示 向 量 的 长 : 


A=|4|, r=|7?| v=|3|, 
而 带 附 标 的 文字 4。,ry, un,…… 表示 它们 分 别 在 zx,y,n,.… 轴 上 的 射影 , 向 量 及 在 坐标 轴 上 的 
射影 4。 4,, 4。 能 完全 确定 该 向 量 的 长 (数值 ) 及 方向 . 
我 们 同样 认为 读者 也 掌握 了 向 量 代数 学 的 基本 知识 . 我 们 只 提 一 下 纯 量 ( 数 ) 
也 .如 = AB cos(24,B) 
叫做 向 量 A 及 恕 的 数量 积 , 用 它们 在 坐标 轴 上 的 射影 可 表 作 : 
ZA.B= AB, + AyB, + AB,. (1) 


向 量 和 及 有 B 的 向 量 积 是 长 为 A4B sin( 有 A, 忆 ) 的 向 量 , 它 垂直 于 两 因子 , 且 朝 向 那 一 边 , 从 那里 
看 来 自 A 转 (一 小 于 180° 的 角 ) 到 请 是 以 反 时 针 向 进行 的 ; 它 表 作 用 x 请 . 如 果 , 我 们 今后 
恒 将 这 样 假定 , 一 右手 坐标 系 [620] 取 作 基础 时 , 则 向 量 积 在 坐标 轴 上 的 射影 将 为 


AyBs — AsBy, AzsBs - AsB:, AzBy — AyB;. (2) 


665. 纯 量 场 及 向 量 场 ”如 在 确定 的 空间 区 域 (可 包 有 整个 空间 ) 中 的 每 一 点 处 关联 有 某 一 
纯 量 或 向 量 , 则 称 已 给 这 一 量 的 纯 量 场 或 向 量 场 , 在 以 下 各 目 中 我 们 一 直 要 讨论 这 种 场 . 

温度 场 或 电位 场 是 纯 量 场 的 例子 ， 如 果 对 某 一 任意 选取 的 坐标 系 Oxyz 的 坐标 来 确定 点 M 
的 位 置 , 则 给 出 一 纯 量 场 7 就 是 相当 于 给 出 一 数值 函数 U(x, y z). 我 们 将 永远 假定 , 这 一 函数 对 
所 有 变量 有 连续 偏 导 数 , 如 这 些 导数 不 同时 为 零 则 方程 


U(z,y,z) 二 C (C= 常数 ) 


确定 某 一 (无 奇 点 的 ) 曲面 , 在 它 上 面 量 U 保有 常数 值 ; 这 样 的 曲面 称 作 等 量 面 . 整个 所 考察 的 区 
域 填 满 了 这 种 曲面 , 所 以 通过 它 的 每 一 点 有 一 个 且 仅 有 一 个 等 量 面 . 显然 , 等 量 面 彼 此 并 不 相交 . 

力 场 或 速度 场 可 以 作为 向 量 场 的 例子 , 我 们 已 经 遇见 过 这 种 类 似 的 场 了 ， 如 以 某 一 坐标 系 
Ozgz 作 基 础 , 则 给 出 一 向 量 场 有 可 以 用 给 出 它 在 坐标 轴 上 的 射影 


Az (x,Y, 2), Ay(7x,Y, 2), 4z(Z， 2 2) (3) 


作为 与 向 量 A 相关 的 点 M 的 坐标 函数 的 方法 来 实现 . 我 们 也 将 假定 这 些 函 数 有 连续 导 函 数 . 在 
研究 向 量 场 时 , 向 量 线 非 常 重要 ; 向 量 线 就 是 一 曲线 , 在 它 上 面 每 一 点 M 处 的 方向 与 对 应 于 这 一 
点 的 向 量 A 的 方向 相 重合 . 如 回想 [234] 曲线 切线 的 方向 余弦 与 微分 dz,dy, dz 成 正比 , 则 得 知 
向 量 线 可 用 等 式 

dz dy _ dz 


Az A, A, 
来 说 明 , 在 向 量 有 不 为 零 的 假定 下 , 依靠 线性 微分 方程 组 理论 的 “存在 定理 ” 可 以 证 明 : 整个 所 考 
察 的 区 域 被 向 量 线 所 填 满 , 是 通过 它 的 每 一 点 有 一 条 且 仅 有 一 条 这 样 的 线 , 向 量 线 彼此 并 不 相交 . 
有 时 候 要 考虑 由 向 量 线 组 成 的 曲面 , 它们 称 为 向 量 面 , 向 量 面 的 特征 是 : 对 应 于 每 一 点 M 的 
向 量 用 (2M) 在 曲面 的 这 一 点 处 的 切面 内 (或 者 是 : 在 其 所 有 点 处 向 量 有 在 曲面 的 法 线 上 的 射 
影 等 于 零 )、 如 在 所 考虑 的 区 域内 取 任 一 异 于 向 量 线 的 线 , 并 过 它 的 每 一 点 引 向 量 线 , 则 这 些 向 量 
线 的 几何 轨迹 就 给 出 一 向 量 面 . 当 上 述 “ 准 ” 线 是 闭 曲线 时 , 就 得 到 一 管 形 的 向 量 面 , 称 作 向 量 管 . 
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666. 梯度 ” 设 已 给 一 纯 量 场 U(M) = U(z,y,z). 在 坐标 轴 上 以 
80 BU aU 
67z' Oy’ Bz (4) 
为 射影 的 向 量 可 称 作 纯 量 U 的 梯度 并 这 样 来 表示 : 


了 = gradU. 


这 一 形式 的 定义 有 一 缺点 ,就 是 它 利用 了 坐标 轴 而 留 下 梯度 概念 与 它们 的 选择 无 关 的 问题 没有 
解决 
为 了 要 证 明 这 一 无 关 性 , 回想 早 在 第 一 卷 [184] 中 给 出 的 函数 沿 一 已 知 方向 1 的 导数 的 定义 : 
2 它 表明 函数 沿 方向 ! 增加 的 速度 . 在 那里 我 们 曾 有 公式 
aU OU 


200 0sat OU cos8+ 


一 一 90 
Ol dr Gy Gz 


其 中 cos a,cos 6, cos y 是 方向 的 方向 余弦 ; 如 以 入 表 沿 这 一 方向 所 引 的 单位 向 量 , 则 它 也 可 重 
写作 : 

守 = gradU. 入 = grad,U. 

这 一 导数 显然 在 当 方 向 ! 与 梯度 的 方向 相 重 时 达到 最 大 值 , 且 这 一 最 大 值 等 于 


2 2 2 
laol= 让 (器 ) + (名) + (名 )， 
这 就 将 我 们 引 到 这 样 一 定义 [比照 184]: 纯 量 U 的 梯度 是 一 向 量 , 其 数值 及 方向 恰好 说 明 常量 U 
变化 的 最 大 速度 . 这 里 坐标 系 已 经 完全 没有 提 到 了 . 
容易 观察 到 , 梯度 的 方向 与 通过 已 知 点 的 等 量 面 U(x,y,z) = C 的 法 线 方向 相 重合 . 
这 样 , 纯 量 场 U(JM) 产生 一 梯度 的 向 量 场 grad U. 
哈密 顿 (W.R.Hamilton) 介绍 考虑 一 符号 向 量 , 它 在 坐标 轴 上 的 射影 为 


DO D 
Ozr’” 0” Oz 


他 称 之 为 “ 纳 布 拉 ” 并 表 作 多. 用 这 种 记 法 , 就 可 写 
gradU = VU. 
事实 上 , 如 将 所 述 “向 量 ” 形式 地 乘 上 量 U, 就 是 以 (4) 为 射影 的 向 量 ! 
例 1) 以 了 表 联 结 某 一 定点 O 与 空间 一 动 点 M 的 位 径 向 量 O 碎 , 而 以 7 表 它 的 长 , 令 
U(M) = p(r), 


其 中 wp 是 正 纯 量变 元 7 的 任 一 纯 量 函数 , 有 不 变 号 的 导数 者 . 显然 , 以 O 为 中 心 半径 为 7 的 球面 
是 等 量 面 , 所 以 梯度 的 方向 或 与 半径 相 一 致 或 者 恰恰 与 它 相 反 , 视 w(r) > 0 或 < 0 而 定 . 易 见 


他 
grady(7) = yp'(7): 
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特别 


grad- 一 - 太 7 (c 二 常数 ). 


如 在 点 O 处 放 一 质量 m 并 考察 牛顿 引力 场 , 则 它 在 点 M 处 的 吸引 力 将 为 


— 

mr mm. > 

f= 一 =-~s7T, 
72 人 7 


因而 
F = grad—. 
人 


一 已 知 向 量 场 是 可 可 看 作 某 - 纯 量 的 梯度 场 这 一 问题 非常 重要 . 实质 上 这 一 问题 对 我 们 来 说 
并 不 是 新 的 , 以 后 [670] 我 们 将 再 谈 它 . 

2) 考察 -温度 场 U. 取 一 曲面 元 素 (d5), 且 带 有 以 确定 方法 定向 的 法 线 m 我 们 来 计算 在 
无 穷 小 时 间 dt 内 沿 n 的 方向 通过 这 一 元 素 所 流 过 的 热量 dQ. 热 是 从 物体 或 介质 的 较 热 部 分 流向 
较 冷 部 分 的 , 且 温 度 减 低 得 愈 快 , 流 得 也 愈 快 . 通常 认为 : 上 述 元 素 热量 dQ 与 d5 dt 以 及 加 
成 正比 . 以 大 > 0 表 比 例 系数 (已 知 物体 的 “内 部 热传导 系数 "), 可 以 写 


8U 
dQ = 一 dd 
如 上 所 述 , 热量 dQ 在 当 5 为 负 时 , 即 当 沿 n 的 方向 U 减少 时 为 正 . 
如 引进 所 谓 热流 向 量 


MN 
9 


= —kgradU, 


则 aQ 的 表示 式 可 另 写 为 : 


667. 向量 通过 曲面 的 流量 现 设 已 给 某 一 向 量 场 4X (M), 亦 即 给 出 三 函数 (3). 取 一 曲面 
(S); 并 选取 它 的 一 确定 侧面 后 , 以 cos 和 ,cos 1, cos y 表 对 应 的 有 向 法 线 n 的 方向 余弦 . 则 称 曲面 
积分 
/ (Az cos 和 A+ Ay cospu + Az cosv)ds 
J (5S) 、 


// AndS 
(9) 


的 积分 为 向 量 有 通过 曲面 (5) 在 所 述 侧 面 的 流量 . 

我 们 来 举 一 些 例子 . 

1) “流量 ”这 一 名 称 本 身 与 某 流体 力学 问题 相关 . 考察 
一 流体 在 空间 的 运动 ; 在 一 般 情形 下 我 们 不 假定 它 是 定常 
的 , 所 以 运动 速度 如 不 仅 与 它 所 关联 到 的 点 1M 的 位 置 有 
关 , 且 也 与 时 间 t+ 有关 . 我 们 提出 这 样 一 问题 : 计算 在 无 穷 
小 时 间 dt 内 流体 通过 曲面 (3) 流 进 某 确定 侧面 的 量 ， 流 
体 流 过 曲面 元 素 (45) 的 量 可 填 满 一 以 d3 为 底 , ww 为 


或 另 写 作 


.304 . 第 十 八 章 三 重 积分 及 多 重 积 [667] 


高 的 柱 形 (图 116), 其 中 假定 法 线 n 向 着 所 选 的 侧面 的 . 如 以 p 表 流 体 的 密度 , 它 同样 既 与 点 的 
位 置 有 关 , 也 与 时 间 有 关 , 则 流体 流 过 (dS) 的 质量 将 为 


padSvnat. 


对 整个 曲面 (9) 来 说 , 便 得 


在 单位 时 间 内 流体 流 过 的 量 @ 可 表 作 积 


Q = / / sa (5) 


这 积分 读者 将 认得 出 是 万 通过 曲面 (S) 的 “向 量 流量 ”! 
2) 同样 也 可 以 来 谈 热 流量 . 易 见 [以 第 666 目 2) 的 记 法 ] 在 时 间 dt 内 有 等 于 


«// qndS 
(S) 


的 热量 流 过 了 曲面 (5). 如 将 流 过 的 热量 变 到 单位 时 间 内 , 则 得 


/ / qdnd9， 
(S) 


也 就 是 了 通过 (5) 的 “向 量 流量 ”. 因此 , 向 量 
3 = —kgradU 
称 为 “热流 向 量 ”. 


附注 因为 在 1) 和 2) 中 考虑 的 两 个 过 程 中 , 没有 假设 是 定常 的 , 那么 , 一 般 说 来 , 事实 上 
量 Q@ 本 身 与 时 间 有 关 , 它 具 有 速度 的 性 质 , 更 准确 地 说 可 称 为 液体 (或 热量 ) 在 所 考虑 的 时 刻 流 
经 (5) 的 数量 增长 的 速度 . 

3) 如 考察 一 牛顿 引力 场 [在 666,1) 中 已 谈 到 过 ] 


> m., 
下 一 一 一 了 
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则 这 一 向 量 通过 曲面 (S$) 的 流量 


// mds=—m {| Cos gs 
(5) (3) 7 


与 在 O 点 看 到 曲面 (39) 的 立体 角 有 关系 [653]. 


[669] §4， 场 论 初步 . 305 . 


668. 高 斯 - 奥 斯 特 洛 格拉 得 斯 基 公 式 . 散 度 ” 回 到 向 量 4 的 一 般 情况 , 考察 一 由 闭 曲面 
(S) 所 范围 的 立体 (V); n 将 表示 曲面 向 外 的 法 线 . 则 由 高 斯 - 奥 斯 特 洛 格拉 得 斯 基 公 式 [651,(5)]， 
如 在 它 里 面 令 已 = 4。Q = hv, 二 A 向量 通过 曲面 (8) 向 外 的 流量 可 变 为 三 重 积分 : 


// AndS = // (Az cos 和 A Aycosh+t Azcosv)ds 一 1/ ( 喧 + 2 +) dV. 
(S) (Ss) (V) Oz 


在 三 重 积 分 记号 下 的 式 子 称 作 向 量 用 的 散 度 , 并 表 作 记号 
8As 8A, 04; 
Br iy 2 (6) 


因此 高 斯 - 奥 斯 特 洛 格 拉 得 斯 基 公 式 可 重 写成 
/ [ And5 = / [ [ div AdV, (7) 
(5) (V) 
这 是 最 常用 的 形状 . 


刚才 所 介绍 的 散 度 是 一 纯 量 , 但 它 的 定义 形式 上 与 坐标 轴 的 选 法 有 关 . 为 了 要 克服 这 一 缺陷 ， 
我 们 进行 如 下 : 将 点 M 用 任 一 立体 (V) 围 起 来 , 设 (V) 的 表面 为 (5), 并 写 出 公式 (7); 如 两 端 
用 立体 的 体积 了 相 除 并 将 立体 (V) 缩 成 点 M 而 变 到 极限 , 则 [644,8°] 右 端 就 恰 得 点 M 处 的 
div 有 A. 这 样 ， 


_ 
divA = 


div 攻 = lim Js4nd3 
(VoEM V 
这 一 等 式 同样 可 作为 散 度 的 定义 , 且 在 这 一 形式 下 的 定义 已 经 不 与 坐标 系 的 选择 有 关 了 . 
这 一 次 向 量 场 及 产生 出 一 散 度 div 刀 的 纯 量 场 . 
注意 , 散 度 定义 (6) 可 用 哈密 顿 符 号 向 量 V 写作 : div4 = .用 ; 如 回想 到 二 向 量 的 数量 积 
表示 式 (1), 这 就 很 清楚 了 . 


(8) 


例 我 们 来 讨论 一 不 可 压缩 流体 (p = 1) 当 有 泉源 (或 漏洞 ) 存在 时 的 运动 . 流体 在 单位 时 间 
内 通过 (3) 所 流出 的 量 , 亦 即 向 量 速度 祥 的 流量 


// vndS 
(5) 


[参看 667,1)] 称 作 包含 在 闭 曲 面 (5S) 内 面 的 泉源 生产 率 . 如 泉源 在 所 考察 的 区 域内 连续 地 分 布 ， 
则 泉源 密度 概念 就 可 被 引入 , 这 说 的 就 是 包围 点 M 的 立体 (V) 内 泉源 生产 率 在 单位 体积 上 计 
出 的 极限 值 , 即 
jm os 
(VM V 
但 是 , 如 我 们 刚才 已 经 看 到 的 [参看 (8)], 这 一 极限 等 于 div 立 ; 这 样 ,div 了 亦 是 泉源 密度 . 
对 于 有 热源 的 热流 量 也 可 作 同 样 的 考察 , 只 需 取 热流 向 量 代替 速度 向 量 . 


669. 向 量 的 环流 量 . 斯 托 克 斯 公式 . 旋 度 ”又 设 已 知 任 一 向 量 场 全 (MX)， 沿 所 考察 区 域 
范围 内 的 某 一 曲线 (1) 上 所 取 的 积分 


/ Azdz + Aydy + Asdz = / Adl, 
() () 
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称 作 向 量 及 沿 曲 线 (1) 的 线性 积分 . 在 闭 曲线 情形 下 这 一 积分 称 为 向 量 用 沿 (1) 的 环流 量 . 
如 场 也 是 一 力 场 , 则 线性 积分 表示 当 点 沿 曲线 位 移 时 场 中 力 的 功 [参照 554]. 
设想 由 闭 曲线 (1) 所 张 的 某 一 曲面 (S)， 则 按 读者 所 熟知 的 斯 托 克 斯 公式 [639(21*)], 向 量 

也 沿 这 一 闭路 的 环流 量 可 表 作曲 面积 分 : 


1/ aa=// {( ( 咯 _ 64, cosh+ (24 - 94] oosn +( 咒 2 ) cv as 
(D (s) Oz Oz Oz Oz Oy 


在 坐标 轴 上 以 


OA: 64， 684- OA: OAy OAs (9) 
Oy Oz ’” Oz Or’ Oz Ov 
为 射影 的 向 量 称 作 向 量 4 的 旋 度 , 并 表 作 记 号 rot A .中 
因此 , 在 向 量 形式 下 斯 托 克 斯 公式 可 写作 : 


[ Aidl = / [ rotn AdS. (10) 
() (5) 


向 量 沿 一 闭路 的 环流 量 等 于 旋 度 通过 这 一 闭路 所 张 曲面 的 流量 . 同时 闭路 的 环行 方向 与 曲面 的 侧 

面 必须 如 在 第 620 目 中 所 说 明 者 彼此 相对 应 . 

(nm) 上 面 所 给 “ 旋 度 ”概念 定义 具有 同样 的 缺点 : 在 它 里 面 利 用 了 确定 
的 坐标 系 . 取 好 自 一 已 知 点 M 出 发 的 任 一 方向 n, 在 与 n 相 垂直 的 平 
面 上 将 它 用 一 以 闭路 (入 ) 为 边界 的 平面 块 (o) 围 起 来 (图 117). 则 由 


斯 托 克 斯 公式 
/ AxdX = / / rotn A do, 
CN) (0) 


将 这 等 式 的 两 端 除 以 所 述 小 块 的 面积 o 后 并 将 后 者 “ 缩 ” 成 所 给 的 点 ， 
变 到 极限 时 得 


rotnA = = ee 
因而 得 以 确定 向 量 rot 和 在 任何 轴 上 的 射影 , 这 就 是 说 , 不 需 事先 先 
取 坐 标 系 就 能 确定 向 量 本 身 . 
特别 指出 , 这 里 向 量 场 用 产生 一 旋 度 向 量 场 rot 有 4. 
图 118 用 哈密 顿 向 量 Y 可 简单 地 写 出 旋 度 的 定义 : rot 也 = Vx 有 [参看 向 
量 积 射影 的 表示 式 (2)1]. 


例 考察 某 一 刚体 的 任意 运动 . 如 在 它 上 面 固定 一 点 O( 图 118), 则 如 在 运动 学 中 所 证 明 的 ， 
在 任何 时 刻 刚体 点 的 速度 场 如 可 由 公式 可 = 了 2 十 可 x 7? 来 确定 , 其 中 可 ?是 “ 平 动 速度 ”， 
即 点 O 的 速度 , 如 是 瞬时 “角速度 ”, 而 7 是 连接 O 与 刚体 任意 点 M 的 位 径 向 量 . 这 一 向 量 在 
任意 坐标 系 Ozyz 各 轴 上 的 射影 将 为 [参看 (2)] 


O O O 
Vz Wy 一 wzg， Vy WT Wr Vz WY WyT. 


巴 由 英文 字 rotation= 旋转 而 来 ; 记号 curl 相 也 常用 一 一 这 是 由 英文 字 curl 而 来 , 表明 “ 硫 曲 *. 
多 这 里 容易 观察 到 某 种 区 域 微分 法 , 让 读者 去 论证 它 . 
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如 利用 (9) 式 , 计算 出 这 一 场 的 旋 度 的 射影 , 10 则 得 2 2 2ws, 所 以 
如 = 3rotT. 


因此 , 除去 一 数字 因子 外 , 速度 场 立 的 旋 度 恰恰 给 出 瞬时 角速度 , 由 此 就 有 “ 旋 度 ”这 一 称 
呼 . 


670. 特殊 的 场 ” 在 本 目 及 以 下 各 目 中 , 为 了 简单 , 仅 限 于 考虑 连通 的 直角 形状 
的 空间 区 域 中 的 场 , 特别 是 整个 三 维 空间 中 的 场 . 
1) 位 势 场 ”对 于 向 量 场 用 , 如 果 存 在 一 个 数量 场 U, 使 得 下 是 它 的 梯度 : 


了 = gradU, 


那么 有 称 为 位 势 场 . 
上 述 等 式 可 分 解 为 如 下 三 个 等 式 [参看 (4)]: 


OU OU OU 
一 Or Ay 一 By’ A; 一 Oz 


且 与 如 下 断言 等 价 : 表达 式 Asdz + Aydy + Asdz 是 函数 U(x,y,z) 的 全 微分 . 原 函 
数 U 称 为 场 的 势 函 数 (或 称 为 数量 势 ). 
进一步 解释 为 我 们 已 知 的 [564;641, 条 件 (B)], 可 以 说 : 
为 使 场 有 是 势 场 , 必须 且 只 需 在 整个 所 考虑 的 区 域 中 成 立 等 式 
04。 Ay As 64。 0Ay 64。 
Oy Dz Oz Dr Oz Oy 
即使 得 rot 及 为 零 .110 
这 样 一 来 , 位 势 场 的 概念 原来 和 “无 旋 ” 场 的 概念 是 一 致 的 . 
借助 于 在 564 与 641 目 所 说 过 的 , 可 以 这 样 来 描述 位 势 场 : 沿 简 单 闭路 的 环流 
量 总 是 为 零 , 洛 连接 场 中 任意 两 点 的 曲线 上 的 曲线 积分 与 曲线 的 形状 无 关 . 
势 函数 本 身 可 准确 到 任意 常数 项 不 计 以 外 , 由 曲线 积分 


Az 


/ Asdz + Aydy + Asdz = / Aidl 
人 


确定 , 其 中 曲线 (1) 是 在 所 考虑 的 区 域 中 连接 某 一 固定 点 Mo 到 变动 的 点 M 的 任意 
曲线 . 

所 有 这 些 事实 都 很 自然 地 可 用 位 势力 场 的 情形 时 功 的 术语 来 解释 . 众所周知 ， 
无 论 是 在 单个 的 引力 中 心 的 情况 , 还 是 当 是 连续 分 布 的 质量 的 引力 时 的 牛顿 引力 场 
的 情况 都 是 如 此 . 


110) 这 里 假定 某 个 瞬 刻 t= to 是 固定 的 , 而 量 29,v09,v9,wzr,wy,wz 对 坐标 z,y,z 看 作 是 常量 . 
19) 提 醒 一 下 , 对 函数 4s, 4y, 4s 的 偏 导数 的 存在 性 与 连续 性 , 先前 已 作 过 假定 [参看 665 目 ]. 
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2) 管 量 场 ”对 向 量 场 必 , 如 果 存 在 向 量 B, 使 得 有 是 其 旋 度 : 
A = cot B, (11) 


那么 向 量 场 A 称 为 管 量 场 或 管 形 场 (来 源 于 希腊 文 oAév). 这 个 等 式 可 分 解 为 如 下 
OB;, _ 0By 0B, 0B, 0B, 9B 
Cr (12) 
向 量 请 本 身 称 为 场 用 的 向 量 势 . 

现在 证 明 如 下 定理 , 它 给 出 易于 检验 管 性 的 条 件 . 

为 使 场 有 是 管 量 场 , 其 必要 充分 条 件 是 在 整个 所 考虑 的 区 域 中 成 立 等 式 


4z = 


div4 = 0.112) 


必要 性 ”用 计算 直接 验证 : 如 果 用 = rot 娟 , 那么 [参看 (12) 式 ] 


8 18B。 3 
div 有 = dvrotB- 革 (如 D2 
8 (5 - 98.\ 8 (5 5] 
ta /tw / (13) 


充分 性 设 等 式 (13) 成 立 . 我 们 力图 至 少 求 出 (12) 式 的 一 个 特 解 (B,, B,, B;). 
为 了 简化 , 我 们 先 令 B, = 0. 那么 方程 (12) 的 前 两 式 成 为 


0B, OB, 


-= As， 一 一 二 A,, 

Oz Oz 

对 z 求 积分 给 出 Bs 与 B 的 下 述 表 达 式 : 
=—/ he z)dz + p(z,Y), B= | ey’) )az 

其 中 zo 一 一 z 的 任意 一 个 容许 值 , 而 o(z， 还 应 确定 的 三 元 函数 . 按照 莱 布 尼 
| 

“ 94s, ,Op 9Bs_ /* 0hy 

Tar By wy 
为 了 满足 方程 (12) 的 最 后 _ 式 应 用 等 式 (13), 得 到 函数 yp 这 样 的 条 件 
9 


3 一 Az (X,Y, 20), 


由 此 , 利用 对 z 的 积分 很 容易 确定 w( 准 确 到 与 y 有 关 的 自由 项 ). 
112) 参 看 脚注 111). 


[670] 84， 场 论 初步 309 . 


这 样 一 来 , 我 们 的 断言 得 到 了 证 明 . 令 人 引起 兴趣 的 还 有 : 由 方程 (11) 确定 向 
量 势 的 时 候 , 任意 到 什么 程度 . 如 果 妃 (o) 是 任意 一 个 被 确定 的 (11) 的 解 , 那么 
通 解 起 由 条 件 rot(B - 请 0) = 0 确定 , 且 根 据 2), 请 可 表 为 


B=B040C 


的 形式 , 其 中 C 是 任意 一 个 位 势 向 量 .113) 

由 652 目的 考虑 , 可 得 出 结论 : 描述 管 量 场 的 条 
件 (13) 与 要 求 向 量 A 通过 任意 闭 的 [范围 菜 一 立体 V 
的 ] 曲 面 (5) 的 流量 等 于 零 是 等 价 的 . 

现在 来 考察 一 作为 立体 (V) 向 量 管 (图 119) 界 于 
它 二 任意 断面 (51) 及 (52) 之 间 的 一 段 , 以 (53) 表 管 
子 本 身 的 侧面 . 则 由 上 所 述 ， 


(人 ), 几 | Ands = 0， 


且 在 所 有 情形 下 法 线 都 向 外 . 沿 曲面 (53), 显然 , 4% = 0 [665j; 如 在 断面 (51) 处 改 
变法 线 方向 使 它 与 (52) 处 的 方向 一 致 , 则 得 等 式 


/ 4nds= // Anas. 
(51) (S32) 


因此 我 们 得 到 管 量 场 的 如 下 性 质 : 简 形 向 量 通过 一 向 量 管 的 各 横断 面 的 流量 是 一 常 
数值 ; 它 称 作 向 量 管 的 强度 . 

容易 说 明 , 所 指出 的 性 质 完全 描述 了 管 量 场 . 这 可 以 从 对 向 量 A 的 散 度 的 公式 
(8) 中 一 下 子 推出 : 如 果 把 包含 所 选 的 点 M 的 立体 (V), 即 作 为 向 量 管 的 一 段 , 那么 
JJs4nds =0, 和 它 同时 有 divA =0. 

如 果 回 到 前 述 的 向 量 场 的 流体 力学 解释 , 那么 就 是 在 不 可 压缩 流体 的 情形 , 且 
在 无 源 (divV = 0) 的 情况 下 通过 向 量 管 的 横 截面 的 流量 对 所 有 的 横 截面 都 有 相同 的 
值 . 


3) 任意 向 量 场 的 分 解 “我们 现在 说 明 , 任意 向 量 场 有 总 可 以 表 为 位 势 向 量 A 
与 管 形 向 量 用 ”之 和 的 形式 : 


A= A + A (rotA’=0,divA”=0). 


我 们 立刻 假定 = grad, 其 中 是 待定 的 数量 函数 , 等 式 rot A’' = rot grad® = 
0 已 被 这 一 点 保证 了 . 现在 4”= 有 -grad ,因此 应 当 在 条 件 
divA” = divA ~ div grad®$ =0 
113) 此 处 与 今后 , 为 了 简洁 , 向 量 场 有 时 简称 为 向 量 . 
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下 来 选取 . 但 是 ， sg 
. OO® OP 
div gradP 一 F377 + Bo Bi = 
这 里 通常 A 指 的 是 拉 普 拉 斯 算 子 . 这 样 一 来 , 为 了 确定 B, 我 们 有 二 阶 偏 导数 的 方 
程 


Ag, 


A = divA, 
此 方程 总 是 有 解 的 (甚至 有 人 解 的 一 个 无 穷 集合 ). 


671. 向 量 分 析 的 逆 问 题 这 个 问题 就 是 按 预先 给 定 的 散 度 div A = F(R 是 数 
量 通 数 ) 及 旋 度 rot A = 只, 求 向 量 场 也 . 由 于 上 一 目 中 的 2), 显然 为 了 在 所 有 情况 
下 的 可 解 性 , 需要 条 件 div 请 = 0; 我 们 假定 这 个 条 件 是 满足 的 . 

自然 [如 果 回 忆 起 上 一 目 中 的 3)] 是 要 求 出 解 用 为 如 下 这 样 一 组 解 A' 与 A” 
之 和 的 形式 : 

(1) rot A’ =0,divA’ = F; (2) rot 2A’ = B,divA”=0. 

(1) 由 第 一 个 方程 , 根据 上 一 目 中 的 1), Z' = grad$. 为 了 确定 $, 转向 第 二 个 
方程 : 

div gradB 二 下 或 A 理 = 而 


因此 B 是 我 们 已 经 知道 的 微分 方程 的 一 个 解 . 

(2) 由 于 ( 按 假 定 ) divB = 0, 根据 上 一 目 中 的 2), 所 考虑 的 方程 组 中 第 一 个 方 
程 有 解 .@ 用 4Y 表示 该 方程 的 任意 一 个 确定 的 特 解 , 其 通 解 可 记 为 4 = A4 + 
的 形式 , 其 中 局 是 任意 的 位 势 向 量 , C = grad$. 余下 还 要 满足 (2) 组 中 第 二 个 方 
程 . 即 由 条 件 

divA” = divAY + AB=0 或 AB = -divAY 


确定 &. 
所 提出 的 问题 得 以 解决 . 现在 来 研究 在 确定 所 求 的 向 量 用 时 , 任意 的 程度 . 不 
难 想到 , 把 这 样 的 向 量 局 分 成 两 个 解 , 满足 两 个 方程 : 


divG = 0, rotG = 0. 


由 其 中 第 二 个 给 出 : G = gradH, 而 由 第 一 个 方程 得 到 A = 0 :FH 是 任意 的 调和 所 
数 . 如 果 给 定 “ 边 界 条 件 ", 它 将 唯一 地 确定 上 述 调 和 函数 , 于 是 向 量 有 便 可 唯一 地 
得 到 . 

本 目 与 上 一 上 自 中 的 结果 可 以 推广 到 一 般 形状 的 区 域 , 但 需要 强调 的 是 , 这 种 区 
域 应 是 满足 单 连通 要 求 的 这 种 或 那 种 类 型 , 要 视 具 体 情况 而 定 . 


@ 请 读者 注意 : 这 里 的 符号 与 上 一 目 中 的 2) 符号 不 同 . 
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672. 应 用 在 本 节 末 , 我 们 来 给 出 应 用 向 量 分 析 与 向 量 形式 的 基本 积分 公式 的 
各 种 例子 . 我 们 从 应 用 贞 基 村 洛 格拉 得 斯 基色 式 及 与 之 有 关 械 信 的 例子 开始 

1” 连续 性 方程 ”重新 考察 一 流体 在 无 泉源 时 的 运动 , 但 一 般 说 来 , 我 们 不 再 假定 它 是 不 可 
压缩 的 了 . 设 流体 连绵 地 充满 于 空间 或 其 一 确定 的 部 分 , 我 们 从 流体 中 割 下 任 一 由 曲面 (S) 所 范 
围 的 立体 (V). 我 们 已 知 , 在 单位 时 间 内 自 这 一 立体 向 外 流出 的 流量 @ 可 以 公式 (5) 来 表示 . 我 
们 用 另 一 法 来 计算 这 同一 量 . 如 考虑 到 在 时 间 dt 内 密度 p 改变 一 值 Fea, 则 立体 元 素 (dV) 的 


质量 pdV 就 改变 Seatdv, 而 整个 所 考察 的 立体 的 质量 改变 


“8 


这 一 流量 必须 在 时 间 dt 内 流 进 立体 ; 改变 它 的 符号 , 便 得 在 这 一 时 间 内 向 外 流出 的 流量 . 最 后 , 如 
将 流出 流量 改作 单位 时 间 内 , 则 得 出 


oN 


为 了 使 @ 的 两 表示 式 相等 较为 方便 , 将 曲面 积分 (5) 按 高 斯 - 奥 斯 特 洛 格拉 得 斯 基 公 式 (7) 
同样 变 作 三 重 积分 . 用 此 法 我 们 便 得 


Op 7 一 
-二 +div(pv)raV = 0. 
/ / |, { a } 
因为 这 一 等 式 对 在 所 考察 区 域 的 范围 内 的 任何 立体 (V) 都 成 立 , 故 由 644,8°, 应 得 恒等式 


oe +div(p7?)=0. 


这 一 等 式 大 家 称 作 连续 性 方程 . 

2” 理想 流体 运动 的 基本 方程 在 一 般 情形 下 假定 在 流体 上 作用 着 有 外 力 及 内 力 . 我 们 将 外 
力 当 作 与 质量 成 正比 , 所 以 , 如 号 是 作用 在 单位 质量 上 的 力 , 则 在 流体 元 素 (dV) 上 有 力 pdV 已 
在 作用 着 . 

至 于 谈 到 内 力 , 是 指 从 流体 分 出 来 一 块 (V) 而 其 余 流 体 作 用 在 这 块 上 的 力 . 于 是 理想 流体 就 
可 这 样 来 说 明 其 特征 : 这 些 力 是 沿 着 立体 表面 (S) 的 法 线 而 指向 立体 内 部 的 法 线 压力 . 且 这 时 落 
在 单位 面积 上 压力 p 本 身 的 大 小 与 压力 所 加 于 的 无 穷 小 面 块 的 方向 无 关 , 仅 与 它 的 坐标 有 关 . 因 
此 , 如 以 cos 入 ,cos py,cosv 表 曲 面向 外 法 线 的 方向 余弦 , 则 在 曲面 元 素 (4S) 上 作用 一 力 , 它 在 坐 
标 轴 上 的 射影 为 

—pdS cos 入 一 pds cos 4, —pdS coswv. 


在 整个 立体 (V) 上 将 作用 有 一 力 , 可 由 射影 


-// D cos Ad9， -// peos uds, -// pcosvdaS 
(S) (S) (S) 


来 决定 . 或 者 如 再 采取 按 高 斯 - 奥 斯 特 洛 格拉 得 斯 基 公 式 的 变换 , 可 由 积分 


La 
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来 决定 . 加 在 流体 元 素 (dV) 这 一 部 分 上 的 力 将 有 射影 


加 jy ay -22 
8zd7， By 5zdy， 
因此 , 作为 一 向 量 , 可 表 作 
—dV egrad p. 


如 现在 以 如 表 对 应 于 元 素 (dV) 的 加 速度 , 则 按 牛 顿 运 动 定律 ， 
paV® = FpdV -dygradp， 
于 是 , 最 终 有 ， 
忆 = 瑟 - Tgradp, (14) 


这 就 是 在 向 量 形 式 下 的 理想 流体 运动 的 基本 方程 .如 变 到 在 三 坐标 轴 上 的 射影 ， 它 可 拆 成 三 个 纯 
量 方程 . 
3” 热传导 方程 ”作为 最 后 一 例 我 们 来 考察 一 物体 在 内 部 热传导 的 作用 下 且 无 热源 时 的 热 状 


如 取出 由 曲面 (8S) 所 围 的 一 立体 (V), 则 在 667,2) 中 已 经 看 到 , 在 单位 时 间 内 , 自立 体 通 过 
货 面 (S) 向 外 流出 的 热量 等 于 
Q = -// kgrad, UdS 
(5) 


(我 们 保留 以 前 的 记 法 ). 在 这 一 式 子 中 变 号 后 并 将 它 变 作 三 重 积分 , 便 得 向 立体 内 部 流 人 的 热量 


的 表示 式 
// div(kgradU )}dV. (15) 
(V) 


这 一 热量 引起 立体 (V) 内 部 温度 的 改变 , 且 可 换 一 方法 来 计算 . 在 时 间 dt 内 温度 U 增加 
dU = 人 需要 对 立体 元 素 (dV) 输入 热量 

cdUpdy = cdtpdT 
其 中 c 表 物 体 在 所 考察 点 处 的 热 容量 . 在 时 间 dt 内 整个 立体 就 要 吸收 热量 


OU 
4/// co 一 QTVYi; 
(V) a 
OU 
co 一 一 QT (16) 
Nh 


将 (11) 式 及 (12) 式 等 置 , 便 得 等 式 


0 
/ / | » {oo 元 - div(kgradU) } dV =0, 


它 对 取 在 所 考察 区 域内 的 任何 立体 (V) 都 适合 . 于 是 , 与 上 面 1) 中 一 样 , 可 以 断定 , 在 这 一 区 域 
内 恒 有 


如 将 它 改 在 单位 时 间 内 , 则 得 


op = div(kgradU). 
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这 就 是 热传导 方程 . 
在 均匀 介质 的 情况 下 , 它 作 下 形 BU 


豆 = oAU, 


其 中 o2 = 字 , 人 A 表 拉 普 拉 斯 运算 号 : 


DB2U PU RU 
Bi7 + By + 5 


最 后 , 当 温 度 U 稳 定 分 布 时 , 它 就 与 时 间 无 关 而 满足 拉 普 拉 斯 方程 


AU = 


AU =0, 


亦 即 是 点 坐标 的 调和 函数 . 

现在 转 到 斯 托 克 斯 公式 及 与 其 有 关 概 念 的 应 用 . 这 属于 液体 运动 方面 的 应 用 . 

4° 以 后 , 在 考察 某 一 时 刻 流 体内 部 的 线 或 面 时 , 我 们 将 感 兴趣 于 : 在 另 一 时 刻 这 些 相 同 的 流 
体 小 块 形成 什么 样子 . 在 这 种 研究 中 , 下 一 辅助 断 语 将 起 重要 的 作用 ,速度 沿 一 闭 流体 路 线 的 环流 
量 对 时 间 的 导数 等 于 加 速度 沿 同一 闭路 的 环流 量 . 

在 时 刻 to 时 考察 任 一 闭路 (Lo) = (AoBo)， 取 一 确 
定 在 它 上 面 的 点 Mo 位 置 的 参数 . 例如 , 弧 长 c = AoMo B 
(图 120); 如 在 时 刻 t 时 , 流体 闭路 (Lo) = (4oBo) 变 成 了 


(D) = (4B), 则 点 Mo 所 变 到 的 点 M 的 位 置 可 由 形 如 。 下 “ 
T= 9p(0,t), y= (0o,t), z= x(0,t) (0 入 cc 入 Ao < 4 
的 方程 来 确定 . 
速度 的 环流 量 图 120 
= atwated = ( = +w 开 + 全 do (17) 
可 按 莱 布 尼 芯 规则 对 t 微分 : 


dy (是 + 冲 9] "( B2r 4 O2y jy 0 )ao 
Ht 人 下 区 了 or Hal” J \“dm "0 “do 
”= 1/ Ox Oy Oz °/ Ov Ovy 2w) 
一 之 Uz a 
1/ :tt Bt tr)” 


所 得 二 积分 中 的 第 一 个 是 加 速度 的 环流 量 


/ azdZ 十 aydy 十 Qzdz. 
(L£) 


而 第 二 个 可 直接 计算 出 来 , 因为 积分 号 下 的 式 子 是 


(如 + 如 十 如 ) = 307 


对 o 的 导数 ; 它 等 于 
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在 { 研 ) 为 闭路 的 情形 时 为 0. 


这 样 , 最 终 有 : 
Ee = / azdz + aydy + azdz, (18) 
at (5) 
这 就 是 所 要 求证 的 . 
5?" 设 我 们 有 一 在 2? 意义 下 的 理想 流体 , 此 外 , 还 作 两 个 假定 : 1) 力 五 有 一 位 势 ， 
即 
FP = gradU; 
2) 密度 p 是 压强 的 单 值 函数 : 
p= p(p). 
我 们 引进 一 量 
Tp) = | 一 一 ; 
外 ) 2(D) 
则 
08 _ 08 op _ 10p 
Or pr par’ 
同样 ， 
8 _10p 08 _ 1 
Oy poy’ Oz pOz. 
所 以 


grad® 一 7 gradp. 
我 们 已 有 过 流体 动力 学 的 基本 方程 [672(14)]. 现在 它 可 写作 
ZT = grad(U ~— ®). 


如 将 它 代 和 上面 所 得 等 式 (18) 中 , 则 有 


Ea =/ d(U 一 B) = 0， 所 以 J = 常数 . 
da i, 
因此 ,速度 沿 任 一 闭 流体 路 线 的 环流 量 在 时 间 过 程 中 不 变 . 这 是 汤姆 森 (W.Thomson) 定理 . 
作为 一 简单 推论 , 由 此 得 出 一 有 趣 的 拉 格 朗 日 命题 : 如 所 考察 的 流体 质量 在 某 一 确定 时 刻 没 
有 旋 度 , 则 它 在 任何 其 它 时 刻 也 无 旋 度 . 事实 上 , 没有 旋 度 相当 于 速度 洛 任 一 闭路 的 环流 量 为 零 . 
如 这 一 情况 有 一 次 发 生 了 , 则 由 汤姆 森 定 理 它 就 永远 如 此 ， 
6" 现在 我 们 可 以 来 证 明 有 关于 “ 涡 ” 线 及 “ 涡 ” 管 @ 的 赫 尔 姆 霍 尔 茨 的 两 个 重要 定理 了 . 这 
时 我 们 一 直 保 留 在 5° 开始 处 所 述 的 假定 . 
涡 线 保持 定理 ”流体 在 茶 一 时 刘 形 成 涡 线 的 部 分 在 运动 的 整个 过 程 中 依旧 形成 涡 线 . 
我 们 开始 对 涡 面 来 证 明 它 较为 简便 . 设 (So) 是 在 时 刻 to 时 的 这 样 一 曲面 , 则 在 它 的 每 一 点 
处 速度 的 旋 度 
=rotD 
中 满足 后 面 这 一 要 求 的 流体 有 时 称 作 “ 正 压 性 的 ”. 
四 一 旋 度 场 的 向 量 线 或 向 量 面 (特别 , 向 量 管 ) 分 别称 为 涡 线 或 涡 面 (特别 , 涡 管 ). 
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将 在 切 于 (So) 的 平面 中 , 即 9 = 0. 如 在 曲面 上 取 任 一 围 成 曲面 的 一 部 分 (co) 的 闭路 (Xo), 则 
由 斯 托 克 斯 公式 [669,(10)]， 


/ Vzrd7z t+ Vydy + vzdz = f/f QndSo = 0. 
(Xo0) (co) 


在 时 刻 t 时 流体 表面 (So) 变 成 了 曲面 (9), 它 的 部 分 (co) 变 成 了 (c), 而 流体 闭路 (Xo) 变 
成 了 闭路 (A), 但 由 汤姆 森 定 理 现在 


/ uwzdZ + vydy + vzdz = 0, 
(A) 


{| ouas =0 
(c) 


由 于 (0) 的 任意 性 由 此 易 得 出 结论 :@ 沿 (5) 恒 有 


所 以 (再 由 斯 托 克 斯 公式 ) 


0Q, = 0， 


所 以 曲面 (39) 也 是 涡 面 . 
因为 涡 线 永远 可 看 作 两 涡 面 的 交 线 , 故 定理 得 证 . 特别 , 由 此 也 得 涡 管 的 不 变性 . 
现在 已 非常 容易 得 到 : 
涡 管 强度 保持 定理 ” 任 一 涡 管 的 强度 在 整个 运动 过 程 中 保持 一 常数 . 
由 斯 托 克 斯 公式 , 涡 管 的 强度 亦 即 旋 度 通过 管子 横断 面 的 流量 可 化 为 速度 沿 这 一 断面 边界 的 
环流 量 . 此 时 所 需 结论 可 直接 由 汤姆 森 定 理 [5°] 推 得 . 
我 们 只 预备 讨论 这 样 一 些 应 用 所 引 概 念 及 基本 公式 的 例题 了 . 
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673. 两 立体 间 的 引力 及 位 势 问题 已 经 研究 的 几 种 定 积分 : 简单 的 、 二 重 的 以 
及 三 重 的 , 还 不 能 概括 分 析 学 及 其 应 用 的 需要 . 

我 们 用 二 立体 引力 问题 来 说 明 这 一 点 . 我 们 将 以 z1,y, zz 表 第 一 立体 (VV) 的 
点 的 坐标 , 而 以 z2, yo, z2 表 第 二 立体 (他 ) 的 点 的 坐标 . 设 这 两 立体 质量 的 分 布 以 这 
些 坐标 的 函数 给 出 : p1 = pi(z1, 角 , 21),p2 = p2(X2,y2,z2). 如 在 每 一 立体 中 分 别 取 出 
质量 元 素 pidzridyidz1i 及 padzadyadza, 则 由 牛顿 定律 , 第 二 立体 以 力 

pl102dZ1dV1dzlaroadyazaqdzo 四 


加 
71,2 


作用 于 第 一 立体 上 , 其 中 1,。 是 元 素 间 的 距离 : 


712 一 V(za 一 Z1)2 十 (oo — 1)2 + (22 一抹 )2， 


中 参看 第 306 页 脚注 @), 
@ 与 通常 一 样 , 我 们 令 牛 顿 万 有 引力 定律 公式 中 的 比例 系数 等 于 1. 
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因为 这 一 力 自 点 (zi1,y1,z1) 朝向 点 (za, 因 ,22)， 故 它 的 方向 余弦 为 2 所 ， 
如 二 妇 如 二 红 所 以 第 一 元 素 对 第 二 元 素 的 引力 璧 如 说 在 z 轴 上 的 射影 等 于 


r1,2 
Pp1Pp2(T2 一 2Z1) 
73 
1,2 
第 一 立体 吸引 第 二 立体 的 合力 的 射影 FE 可 由 将 所 求 得 的 式 子 对 两 立体 的 所 有 元 素 
相 加 得 来 , 亦 即 可 表 作 一 六 重 积分 


Fy 一 = J ) gridyidz dradyadz, 
1,2 


它 是 展 布 在 点 (zx1, ,zz1, X72,y2,22) 的 六 维 区 域 (V) = (Vi) x (V2) 上 的 , 其 中 
(zi ,21) 取 自 (页 ), 而 (x2, go,z2) 取 自 ( 记 ). 其 它 二 射影 亦 可 同样 地 表示 . 
与 此 相像 , 量 


dzidyidz1dr2dy2dz2. 


p1ip2dT1dYy1dz1d7T2dy2dz2 
71,2 
是 一 元 素 在 男 一 元 素 上 的 位 势 将 这 些 式 子 相 加 , 得 一 立体 在 另 一 立体 上 的 位 势 又 


W = /If MP2 Pdvidy da dradyade. 
(V7 


如 两 立体 相 重 , 则 类 似 的 积分 被 2 除 国 为 有 则 每 一 计 元 来 就 被 算 了 两， 就 给 出 
立体 在 自身 上 的 位 势 . 
举 一 例 , 我 们 试 来 计算 一 均匀 (pi = pz = 1) 球体 z2 填 好 +z < R?2 在 自身 上 的 


位 势 , 即 计算 积分 
NN se 


£2+y2+22 < R2 
£2+92+22 < BR? 


可 以 这 样 进行 计算 : 球体 及 十 圾 十 又 < R? 在 一 坐标 为 x1,yi, 和 与 中 心 相距 
二 Vz3 十 好 上 + 好 的 一 元 素 dzidyidz1 上 的 位 势 我 们 是 已 经 知道 的 [650,12)] 它 可 
表 作 一 三 重 积分 且 等 于 


(2rR? 一 2 ) dzxridyi1dz1.2 
剩 下 的 就 是 要 将 对 球体 x? + 放 十 z? < R? 的 一 切 元 素 的 同样 式 子 相 加 , 即 还 要 取 一 
个 三 重 积分 : 
Wh) (2 到 一 Sr? ) dzi1dy1d2z1. 


x2+y?+22 <R2 


@ 应 该 考虑 到 , 这 里 所 计算 的 位 势 所 加 在 的 点 的 质量 不 是 1 而 是 dz1idyidz1; 此 外 , 这 里 ~ 是 取 
在 早先 推出 的 公式 中 的 a 的 地 位 . 
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变 到 球 坐 标 时 , 这 很 容易 做 出 来 . 最 后 得 
Wo = Tm. 


在 这 一 情况 下 , 六 重 积分 的 计算 化 为 了 两 个 三 重 积分 的 计算 , 并 且 其 中 之 一 已 
经 是 知道 了 的 . | 

虽然 在 大 多 数 情形 下 只 引用 与 上 面 所 研究 的 积分 的 样子 相像 的 东西 , 但 现在 我 
们 仍 转 而 建立 此 处 所 处 理 的 一 般 概 念 . 


674. n 维 立 体 的 体积 . ” 重 积分 “与 在 定义 简单 、 二 重 、 三 重 积分 时 我 们 利用 
过 线段 长 .平面 图 形 面积 、 空 间 立 体 体 积 诸 概念 相像 , 在 n 重 积 分 定义 的 基础 中 有 
n 维 区 域 体积 的 概念 . 对 于 最 简单 的 n 维 区 域 -一 -n 维 长 方 体 


[a1, 1; @2, b2;*…: ;an pn]， (1) 


它 的 诸 测度 的 乘积 
(b1 — Q1)(b2 一 az2) (on 一 an) 


称 作 体积 . 由 有 限 个 这 样 的 长 方 体 组 成 的 立体 其 体积 应 如 何 来 了 解 自明 . 可 初等 地 
证 明 : 这 种 立体 的 体积 与 怎样 将 它 分 为 长 方 体 无 关 . 

考察 内 接 于 一 已 知 n 维 立体 (V) 以 及 外 接 于 它 的 这 种 “长 方 状 ” 立体 时 , 用 常 
用 的 方法 可 建立 立体 (V) 的 体积 VV 的 概念 [比照 3401. 

我 们 将 只 处 理 体积 存在 的 立体 ; 对 于 由 光滑 的 或 分 片 光滑 的 曲面 @ 所 围 的 立体 
它 根 本 是 存在 的 , 特别 , 对 于 最 简单 的 为 我 们 所 熟悉 的 n 维 区 域 一 一 ” 维 单纯 形 


Xl 之 0,z2 >0,.… ,Tn 过 07Z1 十 T2 十 十 Zn 科 岂 
2 十 2 十 :十 22 乓 72 


体积 都 存在 ; 以 后 我 们 要 计算 它们 的 体积 的 [676,1) 及 2)]. 
设 在 区 域 (V) 中 给 出 一 ”个 变量 的 函数 /za 22,… ,zn); 则 将 这 一 区 域 分 成 
许多 元 素 部 分 , 并 重复 我 们 所 熟知 的 其 他 运算 [参照 643], 便 得 ” 重 积分 的 概念 : 


一 ~ 人 一 
=/-…/ f(z1, 72,..* ,Tn)jdridr2:.* dzrn. (2) 
(V) 


5 我 们 决定 保留 这 一 术语 ,虽然 它 的 意义 当然 随 n 而 变化 : 问题 是 “n 维 体积 '. 也 可 以 用 “ 广 
延 " 、“ 度 量 " 等 类 似 字眼 来 代 痊 它 

@ 这 里 所 称 光 滑 曲面 就 是 在 维 空间 中 用 1 个 参数 的 n 个 参数 方程 所 确定 的 图 像 , 且 在 方 
程 中 写 出 的 参数 函数 与 其 各 偏 导 函 数 都 必须 连续 ,又 导 函 数 答 阵 的 第 n ~ 1 阶 行列 式 必须 不 同时 
为 零 
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在 积分 号 下 函数 连续 时 它 必 定 存在 . 
计算 这 样 的 积分 可 化 为 计算 重 数 较 低 的 积分 , 直到 许多 简单 的 积分 ， 当 积分 区 
域 (V) 是 一 长 方 体 (1) 时 , 类 似 于 第 645 目 公式 (10) 的 公式 成 立 : 


ba b2 bn 
r=/ dz1 dr zi T2, ,Tn)drn. (3) 
ai Q2 Qn 


对 于 形状 更 一 般 的 、 由 不 等 式 


TY < Tt1 & KI, TIT1) & Ta < Xo(T1),.… 


Zo (T1, 机 , Tn—1) 和 Tn Xn (TI1,: “， , Tn—1) 


所 围 的 区 域 , 与 第 646 目的 公式 (10*) 相似 的 公式 可 以 应 用 : 


Xi X2 (7x1) Kn (ZL ,Tn—1) 
=/ an / dra f(z1, za ,Tn)drn. (4) 
zx9 2Z9 2 


2(21) D(z1) ,Tn—1) 


用 类 似 的 方法 , 与 第 646 目 中 公式 (8*) 及 (11*) 相似 的 其 它 公式 (对 于 相对 应 
的 各 种 样子 的 区 域 , 在 每 一 情况 下 都 不 难 确定 ) 亦 尼 成 立 , 其 中 计算 n 重 积分 化 为 了 
逐次 计算 若干 重 数 较 低 但 和 为 n 的 积分 . 

整个 这 个 可 与 n = 2 或 n = 3 的 情形 完全 同样 地 证 明 , 并 不 要 引用 任何 新 的 思 
想 , 所 以 没有 必要 在 这 一 点 上 耽搁 下 来 . 显然 不 用 再 作 什么 说 明 如 何 来 定义 反常 n 重 
积分 以 及 如 何在 它们 上 面 来 推广 上 面 所 提 到 的 一 些 公 式 . 


附注 可 以 对 ?个 变量 的 函数 来 建立 展 布 在 一 n 一 1 维 曲 面 上 的 积分 的 概念 [ 参 
看 第 676 目 例 3) 及 16) 的 附注 ]. 由 于 这 题 是 的 复杂 性 我 们 这 里 不 可 能 来 讨论 它 了 . 
我 们 只 指出 : 奥 斯 特 洛 格拉 得 斯 基 一 一 在 推广 第 651 目 公式 (4) 时 一 一 已 建立 了 
一 关系 式 , 连接 了 取 在 一 闭 曲面 上 的 这 样 的 积分 与 展 布 在 由 它 所 围 的 立体 上 的 某 一 
n 重 积分 . 


675. n 重 积分 中 的 变量 变换 ”这 一 问题 我 们 将 多 少 详细 地 讨论 一 下 ， 设 已 知 
两 n 维 区 域 : zizz ….zn 空间 中 的 (D) 以 及 拉 拓 … 纪 空间 中 的 (A), 每 一 个 是 由 一 
连续 一 一 光滑 或 分 片 光滑 一 一 曲面 围 起 来 的 . 假定 在 它们 之 间 用 公式 


人 1 = Z1(é1, 6 ;én), 
Z2 二 Tr2(€1, €2,: “ , En), 


Tn 一 zn(é1, 2, “I , én) 
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确立 一 一 对 应 . 则 在 对 于 各 导电 数 通常 的 假定 下 以 及 限定 雅 可 比 式 


Oo1 Or2 .Orn 
Of1 0é1 Oé1 
Drl Oz Dr 
D(zlzo… ,Tn) ll 2 人 
J = 二 一 2 
D(é1, &2, “0 , En) 3 6 ., de2 
dm Or ,Gun 
at， De Oén, 


符号 不 变 时 , 在 (D) 中 连续 的 函数 f(z1,z2,… ,zn) 的 积分 可 按 公式 


一 ~ 人 一 
ff/ zi ,Tn)dr1: :dz 
(D) 
n 


一 一 一 一、 
= /fe ,En)y es nll En) Tldé .dé (6) 


来 变换 , 它 完全 类 似 于 二 重 及 三 重 积 分 变换 的 公式 [609(21);661(8)]. 

我 们 用 数学 归纳 法 来 进行 这 一 公式 的 证 明 . 因 为 对 n = 2 及 n = 3 它 已 经 建立 
起 来 了 , 所 以 只 要 在 假定 对 n 一 1 重 积分 的 类 似 变换 公式 为 真 后 去 求证 对 n 重 积分 
亦 真 . 

不 失 一 般 性 可 以 假定 偏 导数 有 ~ 中 某 一 个 符号 不 变 (否则 就 只 需 将 区 域 (A) 分 


成 若干 部 分 , 在 这 些 部 分 中 成 设 这 是 导数 请 
在 所 提出 的 积分 (2) 中 取出 对 zi 的 积分 后 , 可 将 这 一 积分 重 写 为 


n—l 
Xl 一 一 人 人 ~ 一 一 
/ anf/ f(T1, 7z2 Tn)dr2 .dren; (7?) 
£9 (Dz ) 


这 里 (Ds, ) 表 对 应 于 固定 值 zi 的 变量 xz2,… ,zn 变动 的 区 域 . 
将 方程 (5) 中 的 第 一 个 对 变量 &1 解 出 来 , 表 它 为 z1,&2,… ,6 的 函数 : 


1 二 £1 (71, €2, 机 ) En 
并 将 这 一 式 子 代入 其 余 的 公式 中 . 这 样 我 们 便 得 到 新 的 变换 公式 : 
ZX2 二 T2 (£1 (71, &2, 0 ,én), €2, “0 , En) 一 Fo2(T1, 2, “0 , En), 


(8) 


Tn = zn{(€1(71, €2, , En), £2,. , En) = Tn(T1, co , En) 
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自 这 些 公式 出 发 , 将 (7) 中 里 面 的 n 一 1 重 积分 变换 到 变量 &2,… , 6;, 这 由 假 
定 可 按照 与 (6) 相似 的 公式 来 做 . 我 们 得 到 积分 


x z 
| dn /em 


(Azi) 
Zn(Zl)co "1 ,En))|7* |adé2 .dé,,, (9) 
其 中 
Oé2 0Oé2 
1 D2 Zn) _ A ,。。 。。 
D(é2,... ,én) -.。 ..， ..。。 
0z2 ..， 0zn 
atn Oén 
现在 在 它 里 面 将 对 zi 的 积分 放 在 第 一 个 位 置 : 
n—l 
~ X1(é2,% ,én) 
ff a je 可 (cn 人， 
(ax*) x9 (é2.° ,én) 


Tn (TX1, €2, “1 , én))|7 "lar1, 


并 在 里 面 的 积分 中 按 公 式 (5) 中 第 一 个 将 自 变量 zi 改 为 变量 &1( 当 固定 &,… ,名 
时 ). 我 们 得 到 


n—1l 
1(é2 én) 
ff a f f(x1(é1, €2,° , én), 
€9(€21.. a) 
(A*) 
Xx2(€1, €2, “0 , én) “0 , Tn(é1, 6o， ” , én)) 7 dé1, 
或 者 , 还 原 到 n 重 积分 时 : 
8 
ff tee en 6) | Bd den 
(A) 2 


为 了 要 得 到 (6), 剩 下 的 只 要 证 明 恒 等 式 
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但 将 复合 函数 (8) 对 £0，,… ,én 微分 并 对 函数 6 的 导数 表示 式 利 用 隐 范 数 微分 法 规 
则 时 , 求 得 


Ox; OT1 
Ok pt O10 OE Oz1 
ol 


后 如 在 行列 式 J 中 在 第 列 元 素 上 (k= 2,… ,n) 加 上 相对 应 的 第 一 列 元 素 的 


(i,k = 2 ,n). 


, 则 它 作 下 形 : 
Om Or2 ,Orn 
Oé1 06 Oé1 
0 Sa ... 
0é2 0é2 
0 G2 .好 
Ben Oén 


由 此 可 见 , 它 等 于 赤 +, 这样 证 明 就 完成 了 . 


注意 ， 我 们 暗暗 地 假定 了 n 一 1 维 区 域 (D;,) 及 (A ) 每 次 都 是 由 一 个 连续 的 、 
光滑 或 分 片 光滑 的 (在 所 对 应 的 空间 内 ) 曲面 所 围 起 来 的 . 事先 将 区 域 (D) 并 与 它 
同时 将 (A) 分 裂 为 若干 部 分 后 , 总 可 以 达到 使 以 上 所 述 至 少 对 每 一 部 分 分 开 来 看 为 
真 . 公式 (6) 既 对 这 些 部 分 成 立 将 对 整个 区 域 放 在 一 起 也 成 立 . 

用 通常 的 方法 , 变量 变换 的 公式 可 推广 到 反常 积分 的 情形 . 


676. 例 1) 求 n 维 单纯 形 [162] 
(Tn) :T1120,. ,Tn>0,71 十 XT2 十 '… 十 Tn 二 hh 


的 体积 区 ,. 
解 ”我 们 有 


h h— hz1—— 
Tl1 ZI1 Tn~l 
r= /aa en = dm so dzn. 
0 0 0 


(Tn) 


在 这 些 单 积分 中 用 公式 
=hé, zx2=hé2,..., Zn = hén, 
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逐次 变换 变量 , 且 不 必 利用 一 般 公 式 (6), 便 得 结果 
1—é1~-—én—1 
mf déa.. J dé 


=h” Tf dé1i::. dén = onh”, 


€1>0,. ,én20 
6 十 … 二 ns1 


其 中 an 表示 与 所 提出 的 积分 相 类 似 但 对 应 于 h = 1 的 积分 的 值 . 
而 从 另 一 方面 , 我 们 有 (顺便 利用 已 得 的 结果 ) 


n—1 
1 > 1 网 
“= dén, ff dr de = on (1— én)"-1dé, = 一 二 
0 0 


0 ,En—12>0 
6 十 … 十 Enm 入 1 一 5n 


所 求 得 的 递 推 关 系 式 (注意 ax = 1) 给 我 们 


1 
Qn 一 oy 

所 以 最 终 有 
T, =. 

nl 


2) 求 n 维 球体 [162] 
(Vn) :2 十 2 十， 十 2 
的 体积 你 
解 ”这 一 个 问题 是 要 计算 积分 


Wh = 2 dz1d72 … .dzn， 
£2 +22+ TR2 
令 
Z1 = Réi, 7x2 = Re ,Tn = Re 


易 得 Vi = BnR", 其 中 数字 系数 Bn 表 半 径 为 1 的 n 维 球体 体积 . 
为 要 确定 pn 我 们 进行 变换 


n ， n~—1 
Bn = ff dd = dén, ff/ dé1...dén-1, 
—1 


€2+4+€2 <1 全 二 二 和 <1 一 经 


@ 这 里 同样 一 般 公式 (6) 是 不 需要 的 : 将 重 积分 按 公 式 (4) 表 成 逐次 积分 的 形状 后 , 就 可 以 再 在 
每 个 单 积分 中 分 开 一 个 个 地 变换 变量 . 


[676] 85. 多 重 积分 . 323 . 


里 面 的 积分 代表 半径 为 VI 二 总 的 n -1 维 球体 的 体积 , 因此 等 于 Bw_1(1 - 名 ) 呈 . 代 人 ,又 
得 一 递 推 关 系 式 


工 


性 
Bn 一 20 1 / sin” 0q0, 
0 
或 [参看 534,4)(6)] 


名 到 
Bn = Bn-1: “ru 


因为 B1 = 2, 故 简易 的 计算 就 给 出 


和 (3 
而 所 求 体积 等 于 
Vi = Le 
EE 


对 于 偶数 的 ”以 及 奇数 的 ”得 到 公式 


2(27)™ R2™+! 


Vom = Rm, Van = 2 
mm mt m+ DU 


特别 , 对 于 Vi, V2, Vs, 自然 就 求 得 熟知 的 值 2R, 7R?, SR 
3) 计算 (反常 的 !) 积分 


S= 三/ dd (2) 
这 


2Z3 十 … 十 z2 1 和 1 
解 ”将 所 提出 的 积分 变换 为 


3 一 [-/ dz1:..:dzrn_2 X 


2 .72 
Twit 2 1 


VT go 
A 1 一 2Z1 一 … 一 022 2 一 
里 面 的 积分 现在 等 于 m, 所 以 [参看 3]] 
S=”/ 广 | dzx1: -drn-2 一 TO 2 一 FT 
2z2 十 … 十 z2 Sl 3 


附注 ”很 有 趣 的 我 们 指出 , 刚才 所 计算 的 积分 差 一 个 因子 2 表示 n 维 球面 2Y 十 … 十 人 二 1 
的 面积 . 不 作 详细 探讨 , 我 们 提 一 下 , 在 以 显 式 给 出 曲面 


Tn = f(z1,.… ,Tn—1) 
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时 , 其 中 点 (31,… ,Xn-1) 在 一 n 一 1 维 区 域 (E) 内 变动 , 这 一 曲面 的 面积 可 表 作 积分 
也 一 工 
Orn\? Oz 2 
Tj 
(E) 
zn = V1— 723. 2 
| dzZ1 .dzn 1 
。 一 


22 十，… -十 2 _1 科 1 


7 
EF -+2 1<1 
因此 , 半径 为 1 的 n 维 球面 面积 等 于 2xBn_2z; 在 半径 为 R 的 球 时 , 其 面积 显然 是 


nN 
A 
27nBn_2R" 1! = 2— 2 Rl. 


7(3) 


特别 , 对 半球 面 


我 们 有 


这 一 结果 是 属于 雅 可 比 的 . 
4) 求证 狄 利克 雷公 式 
- TD :Tpn) 
171., gp ld. dr 一 nr ... 
f-/ Zw? 人 QZ1 an = Tp Tp 1) (p1, ,pn > 0). 


Z1，… ,Tn20 
TZ1+ +in El 


由 于 当 n = 2 时 公式 已 经 确立 起 来 过 [597,12);617,14)], 我 们 将 应 用 数学 归纳 法 . 设 它 对 
n 一 1 重 积 分 正确 . A 


/: den 77 7 2 dpi den-1 


,Tn—1l>0 
ot en 1&1~—Zzn 


后 , 在 里 面 的 积分 中 进行 变换 
一 (1 一 Tn )é1, "Xn—l 二 (1 一 Zn)en 1， © 
表 应 用 狄 利克 雷公 式 到 n 一 1 重 积分 . 我 们 将 得 


I Pp ! (pn— 1) [: 2m 1 P1+*+pn 了 
1— Tn 1 ‘Tn; 
I (p1 2Dm 一 1 To + + pri 1) ( ) 


名 它 的 结构 完全 与 平面 曲线 缴 长 的 公式 [329,(4a)] 以 及 曲面 面积 的 公式 [626,(5)] 相像 , 在 这 两 
种 情况 下 考虑 的 都 是 显 的 已 知 式 . 
@ 参 看 第 322 页 上 脚注 . 
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如 将 积分 用 它 的 工 表示 式 : 
PT(pn)T(pi 十 .… 十 pn 十 了 
Ti 十 .十 pn 十 pn 十] 
来 代替 , 便 得 所 需 结果 ，. 


5) 容易 推广 狄 利 克 雷 公式 : 


ff ZI Pri dz, dren 


(ai oi, pi > 0). 


如 变 到 新 的 变量 &; = (三 ) (i 二 1,2,… ,m),@ 这 一 公式 就 化 为 已 证 过 的 公式 . 

特别 , 当 pi = 二.… 二 pn 二 DQ 二:… 二 an 二 2,41 二 .… 二 an = 有 R 时 , 由 此 又 可 得 到 n 维 
球体 体积 Vi 的 公式 @[ 参 看 2)]. 

6) 特别 指出 在 n == 3 时 的 狄 利克 雷公 式 : 


)F 41Ff7 

//f ZP-139 lo lqdydydz = be 2)r(§) 加 (p,9,7 > 0), 

h rr 
(2)°+(¥) + <1 

它 在 确定 所 述 形状 均匀 立体 的 体积 、 静 符 、 惯 矩 以 及 离心 矩 时 都 有 用 处 . 


例如 , 对 椭 球 体 (2) + (2) + (2) < 1 (a = 8 = + = 3) 包含 在 第 一 封 限 内 的 部 分 ,我 
们 得 到 (将 密度 算 作 1 
对 p=g=r=1. 


对 p= 2,9 二 7 二 1， 


一 op? 
2 FT(3) 16° bc， 
对 p=3,9=7= 1 
3 1N12 
a (DE ，， 
DY 
2 


@ 参 看 第 322 页 上 脚注 . 
@ 只 要 注意 到 , 在 限制 于 变量 的 正 值 时 , 狄 利 克 震 公式 仅 直接 给 出 体积 的 去. 
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对 p=1,g9 二 7 二 2. 


1 
2 (= Le Di 
K,, ab?c (3) 5 一 工 obzc2 等 等 


8 rr) 


7) 求证 刘 维 尔 公式 (p1, p2,: “pn > 0) ， 


一 人 一 
三 。 | p(T1 十 … 十 Zn )281 一 1z82 一 1 。 .xP" -ldridr2 ， ‘dzn, 


人 1 有 0 
2 十 … 十 onS1 


_ 工 BUTCa) In) ， 
IT(pi 十 pz 十 … 十 pn) Jo 
其 中 假定 了 右 端 的 单 积分 绝对 收敛. 
对 n == 2 这 一 公式 已 经 知道 [597,16);611,17);617,14)]. 设 它 对 n 一 1 重 积分 为 真 . 被 证 公 
式 的 左 端 可 重 写 为 : 


pu ue! 十 P2 十 … 十 Pm 一 du, 


n—1 
一 一 人 
_1 1—1 
x?! Pl dz1:. .dzrn-1l 
1 一 0 


ZL 十 … 十 Za 一 1 入 工 
工 一 人 1 一 … :一 区 和 一 工 
一 1 
x / ef(Z1 十 :十 Zn)zam dzn， 
0 


如 令 1 
pt) = / oO 人 十 Zn)jzgr dzn, 
0 


则 里 面 的 积分 此 处 可 用 %(zi 十 … 十 zn-1) 来 代替 , 因而 由 刘 维 尔 公式 应 用 到 这 n 一 1 重 积 
分 上 去 , 它 可 表 作 : 


TCD) IC [ pteetpn il 
Foz 十 … 十 pr 人 Vt 


将 y(t) 换 作 它 的 表示 式 , 我 们 就 将 所 得 的 逐次 积分 变换 为 二 重 积 分 : 


// pt + Ln)trt tp pp" lgtdrn,, 


t,Tn>0 
t+zn<l 


要 想得到 所 需 结果 , 只 要 应 用 已 证 得 的 公式 到 这 一 积分 上 去 就 行 了 . 
8) 由 此 将 容易 得 出 更 一 般 的 公式 : 
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(假定 所 有 的 数 ai, Qi, pi 为 正 的 ). 
这 一 公式 , 例如 , 可 用 来 计算 下 列 各 积分 , 并 同时 附带 确定 了 它们 的 存在 条 件 :@ 


‘327: 


= ( 当 j& < 1 时 ) 
ad or(1-z+ 于 + 2 ) 
CC 
zp1i-1. zo"-!1 
(6) i 一 一 一 1 dzn 
. . (ZT 二 "十 YR") 
2D1，… Tn20 
2 人 十 十 ZE 二 工 
I (全 ) (全 ) mp 
1 n ( 当 Dl. br). 
二 当 jy < 一 十 …: 十 时 ) ; 
aa on (至 + + 全 -pT( 全 +. + 名) a om 
Qn 1 Qn 
i 
1 一 Tc2i 一 ,一 cm 
。 2 一 pn —1 n 
(B) / / 2 2 TD mdr dn 


Zl" ,Tn 
2 了 1 十 … 十 z87 入 1 


FF( 呈 ) eT 


2 Qi .Gan T(m) r(? 3) (到 + ) 
2 
其 中 为 简便 计 已 令 
?12 一 Pl 十 so 十 Pn 
CT1 On 
9) 用 数学 归纳 法 求证 公式 : 
... (z 本 Zn) Zh. ppn dz. dren 
WA Vn (aim 十 ，… :十 anZn 十 Pi1+…+pn 
ZT1, ,Tn20 


ZE 十 … 十 2m 科 1 


工人 CD Tpn) 5 WPI 十 … 十 2m 一 1 
一 9 un 之 0, b> 0 
(十 十 po) ) hu a tom anu T bj (ai + b)?1 (an 十 bn (0 ° ) 


[参看 611,18); 利用 534,2)]. 
10) 按照 柯 西 那样 , 我 们 指出 计算 重 积 


已 .. zpn -le 一 (al1z1 十 … 十 amzm) 1 
人 本 Tom 十 … 十 bnzn)9 dz1 dzn (pi,a,b;, a > 0) 


中 办 为 刘 维 尔 公式 中 左 端 及 右 端的 积分 或 同时 收敛 或 同时 发 散 . 
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可 以 怎样 化 为 计算 一 单 积分 . 
由 已 知 的 公式 [531,(13)]， 


1 一 1 ~ ev(bo+biz1l 十 … 十 bmzm)aa gn. 
(po 十 DZzi 十 … 十 bnzn)j? TT(q) jo 


将 它 代入 积分 KK 中 并 改变 积分 次 序 , 我 们 可 将 它 表 作 


Ce 
一 -1 
«= |/ eeovua lqu 
0 


Ce Ce 
x {/ e (oth p11 gy / ent dena de, ) ， 
0 0 


或 者 , 最 后 , 如 对 在 括号 中 的 积分 再 利用 上 述 公式 : 


KE 广 和 
L(g) 0 (al + bu)?1l (an + bnu)Pn 
这 一 结果 对 bo = 0 亦 成 立 , 但 须 假设 pi 十 .… 十 pn > 9. 
11) 试 计算 积分 


L2x = / / (alzl 十 ,十 anTn) dr1 dm 
3 十 … 十 Z 和 区 1 
其 中 2k 是 一 偶 自然 数 , 而 a1,.… ,an 是 任意 的 实数 
首先 , 由 多 项 式 定理 的 公式 , 我 们 有 


1 
2k 5 2k! 和 An AX 和 
(alzZ1l 十.… 十 anzn) 一 TT on Z11 Zn. 
11，. 1 
入 1 十 … 十 Xn=2K ™ 


如 沿 球体 z? 十 … 十 x < 1 积分 , 则 指数 入 中 至 少 有 一 个 为 奇数 的 那些 项 其 积分 为 零 . 因此 ， 


2k! 2 2 2 2 
» ' Ty 
HI 十 十 km hk z3 十 … 十 z2<1 


但 由 推广 了 的 狄 利克 雷公 式 [参看 5)], 所 写 出 的 积分 有 值 @ 


r (+3)T (pm +) 


nN 
rT (3+k+1) 

这 里 令 1 1 3 1 (24 — 1)!! 

Co i i /i hd 
r(u+3)= 人 3) (2 7) 2V™ py A 

经 变换 后 得 : 
(2k — 1)1 An k! 2 2 
天 站 一 一 一 一 -一 一 一 一 一 -一 一 一 0 an" 
2 TrT(F+k+1) 2 Ap 


_ (2k— 1)!! A 2 2 ok 
2 
r (3 十 有 +1 
信 这 时 应 该 注意 到 , 狄 利克 雷公 式 中 假定 限制 于 zl > 0,… ,zn > 0; 所 以 由 它 所 给 出 的 结果 必 
须 还 要 乘 上 2". 


[676] 85， 多重 积 . 329 . 


这 一 积分 首先 是 索 宁 (虽然 是 用 另 一 方法 ) 计算 出 来 的 . 在 注意 到 积分 


nn 


Lzakx 十 1 二 ff (aizl 十 … :十 anZn)2ktldzi dzn 
2Z2 十 … 十 xz 和 1 


恒 等 于 零 后 , 索 宁 借 将 指数 函数 展开 为 级 数 的 办 法 并 逐 项 积分 便 得 到 这 样 一 积分 的 值 
一 人 并 
ff et nendol dren = ns 1 (8), 
Kk 


+l =0 AT (3 十 天 十 1) 


其 中 为 简便 计 已 令 
Pp 二 VL 十 … 十 a8. 
对 偶数 的 n= 2m, 这 一 结果 可 重 写 为 
™m py2k (27)m 1*) ipN2*tm _ Cr ) 生 
7 Dae (§) = (ip)ym >t Hy (¥ ) = (0) J3(ip), 


亦 即 可 以 虚 变 元 的 附 标 为 m = 5 的 贝 塞 尔 函 数 [395,14)] 来 表示 . 但 是 , 必须 指出 , 如 将 任何 附 
标的 贝 塞 尔 函 数 放 人 考察 之 中 , 则 所 得 结果 同样 对 奇数 的 m 依然 有 效 . 
12) 现在 我 们 转向 将 变量 变换 的 一 般 公式 (6) 应 用 到 计算 重 积分 的 例题 . 
很 自然 的 , 首先 是 由 公式 
XT1 = 7 COs 1, 
£2 = 7 Sin 1 C08 p2, 
X3 = 7 Sin 1 Sin 2 COs ,3， 


(10) 


Tn-1 =7sin wi sin p28Sin pn_2 COs Pn-1, 

Zn = 7 Sin p1 sin gp2 :Sin pn_2 sin pn_1 
所 得 的 广义 极 坐 标 变换 . 如 在 zizaz.…zn 空间 内 考察 一 球体 zz 十 z2 十 … 十 z2 志 R2, 则 在 新 的 
rp1… pn-1 空间 中 显然 可 使 长 方 体 


OgsrgB, 0 Pl ENA Opn-2 7T, 0 Pn— 1 < 27 


与 它 相对 应 ; 如 只 取 球体 的 对 应 于 由 zl > 0,za > 0,… ,zn > 0 所 围 的 部 分 , 则 所 有 的 角 
V1，… ,pn-1 的 变化 就 限制 在 区 间 [0 .2] 上 
变换 的 雅 可 比 式 


_ D(z1,722,:.. ,Tn) 


Dlr, 21 , Pn—1) 
直接 由 定义 来 计算 非常 麻烦 . 所 以 我 们 用 一 曲折 的 方法 来 计算 它 . 由 公式 (10) 容易 导出 方程 组 : 
下 三 72 一 (2? 十 X23 十 .… 十 xX2)=0, 
Fa =r2sin? yg1— (rz2+...+22)=0, 
Fs 三 r2 sin? ol sin2 os 一 (z3 十 … 十 Z2) 一 0. 


_ 2 ， ， 
三 72 sin2 pl .sin2on il 一 2z2 一 0. 
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反 过 来 , 对 于 这 一 组 来 说 , 函数 组 (10) 就 是 解 . 在 这 种 情况 下 由 第 210 目 8) 中 的 公式 : 


D(F1, Fz,.:- , Fn) 
D(z1, 72, +": ,Tn) -一 (一 TD” D(r, pl， ;Pn—1) 
(2D ,pn-1) DR Fa ,Fn) 

D(z1, XT2,* , Tn) 


后 面 这 两 行列 式 可 立刻 计算 出 来 , 因为 都 可 化 为 对 角 线 上 各 项 的 乘积 , 它们 分 别 等 于 


DP, , Fn) 
D(r, pl , pn-1) 


2n-1 ,2n— 2n— 
= (—1)"2"r2"! sin®™ 3 pi cos pl sin?” 


5 。 
4%22 COS 4%22 :SI1n Pn-1 COS %2m 一 1， 


D(F1,:- ,FR 
DE Fr) ny po. 
D(z1,.…: , Tn) 
=2"r" sin? ! pl cos pl sin”™? pa cos pa :sin pn_1 C0s Pn_1. 
因此 , 结果 有 
D 人 ,XT _]. _ no 。 
J = Lr sa Tn) 71 gin” 2 p1 sin” 3.pa .sin pn_2. 


本 D(7, pp , Pn-1) 一 
作为 一 例 考 察 积 分 


一 一 人 一、 
人 一 f/f-/ f(VT?2 十 十 22)dzl dzn. 


2 十 … 十 z2 委 忆 2 


如 采用 极 坐标 变换 , 则 它 的 计算 可 直接 化 为 计算 n 个 各 不 相干 的 分 开 的 积分 : 
R T T 
co=/ rm Fr)ar， / sin” 2 pidopl ] sin? pn_3dpn_3 
0 0 0 


T 27 
x / sin Pn—2dPpn—2 " / dpn 1， 
0 0 


如 利用 计算 正弦 宕 积分 [534,4),6)] 的 公式 : 


a 
T 下 工 | 一 
,， a 一 1 2 ，a-1 上 (3) 
[ Sn pdyp 一 2 Sin padp 一 vT 一 人 Tv 


r() 


已 
_ n—1 
G = 2TTaY 加 [ r™ f(r)dr, 


所 以 问题 就 化 成 计算 一 个 对 7 的 单 积分 了 . 
习题 2) 及 3) 的 结果 可 作为 特殊 情形 包含 于 其 中 . 反 过 来 , 所 得 结果 又 包含 在 8) 中 刘 维 尔 
公式 内 . 


化 简 后 则 得 
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13) 如 将 公式 (10) 平方 , 并 将 z3,x3,… ,2 换 作 zx1,22,… ,zn， @ 而 将 72,sin? gp1…， 
sin? pn-1 换 作 ww ,wn, 则 得 这 样 一 组 关系 式 : 
z1 = U1(1 ~ wu2), 
2Z2 = Vid2 (1 — Vs), 
本 (11) 
Tn_1 = ViV2 :Uni1(l — un), 
Tn = UU Un. 
变换 (11) 因而 在 某 种 意义 上 相当 于 极 坐 标 变换 (10). 在 n = 2 时 , 雅 可 比 曾 应 用 它 去 证 明 
B 及 工 函数 间 所 已 知 的 关系 式 [617,13)]. 
应 用 变换 (11) 到 刘 维 尔 公 式 7) 左 端的 积分 中 后 , 可 直接 证 明 它 . 单纯 形 


Xl 之 0,z2 之 0,.… Zn 过 0，21 十 … 十 Zn 么 1 
这 时 与 w1… wn 空间 中 的 立方 体 [0, 1;.… ;0, 1] 相对 应 . 变换 的 雅 可 比 式 等 于 
工 一 22 22(1 一 2s) 5 22 Un-1(l — Un) U2 Un 
-ul Ul—u) atUs Wn-1(l — un) U1U3 Un 
了 二 0 U1U2 
0 0 。，。 2 Un-2(l — vn) Ul Un—2Un 
0 0 os 一 人 Un_l 1 2 


如 在 每 一 行 的 元 素 上 加 上 所 有 以 后 各 行 相对 应 的 元 素 , 则 所 有 在 对 角 线 下 面 的 全 部 元 素 都 换 作 了 
零 , 而 在 对 角 线 上 的 元 素 就 等 于 


1, 41, U1U2, U1 Unl. 
因此 , 最 终 有 
了 一人 一 Tug 2 “一 
由 公式 (6) 我 们 的 积分 就 化 为 


n 
人 ~ 


1 1 
/ -| Pu) ue Pet tpn 1 (1 一 ta)2t1 
0 0 


P2 二 … 十 Pn 一 一 1 一 上 —1 
XML2 1 


而 这 已 经 表 作 许多 单 积 分 乘积 的 样子 , 剩 下 的 就 很 明显 了 . 
14) 亲王 量 放 换 林 以 得 有 本 了 形 的 刘 维 尔 全 了 其 中 m 重 积分 是 展 布 在 无 穷 区 域 上 的 : 


广 / / (zl 十 Za2 十 ， en) rv? pol... ppn -lgdpidr2:..drn 


,Tn 宛 0 
zd “十 2m 之 1 


Fa 十 pz 十 … 十 pn) i 


中 当然 , 在 这 种 情况 下 这 些 变数 只 能 取 非 负 的 值 . 


Co 
Pp(U ur 二 Pp2 十 … 十 Pn 一 1 du; 
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此 处 假定 右 端的 积分 绝对 收敛 
与 以 前 的 公式 一 样 , 它 可 同样 推广 [比照 8)]: 
一 人 
凡人 (人 (ad 
£1 2Zm 之 0 


用 最 后 一 公式 , 可 以 证 明 , 例如 ， 


一 一 人 一 一 
/ ZL .22nr ido dzn 
(2?! 十 "… 十 Za" )r 
bt ,Tn 宛 0 
zt 十 +zen>1 
(全 (人 
- 下 
aa an (4 一 一 一 一 = ) T (到 二 + 娃 ) " 
Ql Qn Ql Qn 


15) 求证 公式 (同样 亦 属 于 刘 维 尔 的 ) 


[ -ff plviv2 :Un) (1 — v1)P 1(1 ~ v2)! 


_1 十 … 十 pm 一 
一 or 2 Pr 1duol don 


T(p1)T (pz2) “”” ‘T(pn) ” p(w (1 WP tp2t .tpn lgy. 


(pl 十 pz 十 十 pm Jo 


提示 。 如 在 7) 中 所 给 的 公式 中 将 p(w) 换 成 p(1 节 并 令 


Tnm1l 一 (1 一 Vn 1)un， 


Zn 三 1 一 Vn， 


则 它 可 由 这 一 公式 推出 来 . 这 时 变换 的 雅 可 比 式 有 值 


J = (1)"wv2vd... vn fv 


[676] 
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16) 依照 卡 塔 兰 , 我 们 来 考察 积分 (n > 3) 


多 一 工 
一 一 人 一 一 、 
a “drn— 
K= |... Hmm tt mn) 
2 十 … 十 z 和 一 1 
n—1 
一人 ~、 
dz1 :drn 
2 / / fmiz1 + + mnzn) Zoo ; 
1— zi1— Tn 


此 处 , 令 
时 , 我 们 设 函 数 fw) 当 w < M 时 连续 . 
采用 包含 zn 在 内 的 所 有 变量 的 线性 正 交 变换 公式 
TX1 二 GQ1U1 十 biV2 十 -十 iWn-1l 十 人 1Vn， 


Z2 = Q2U1 十 b2d2 十 … :十 RatUn 1l + l2dun, 


Tn = Qndi 十 pnuU2 十 :… 十 nan-l 十 zun 
1 
其 中 nn2 个 系数 受制 于 n+) 个 条 件 


af+03+ .+a = 1 obi+azbz t+. +anbs = 0, 


由 此 应 得 


他 十 好 十 :十 一 寻 十 开 十 十 Zn 二 了 


了 二 士 VIT 一 他 一 一 他 
后 , 我 们 将 取 tw1,… , un-1 作为 新 的 独立 变量 . 
系数 选择 的 任意 性 很 大 , 使 我 们 有 权利 实际 令 


并 在 令 


ms 。 
2 二 订 (i = 1,2,.…. ,n), 


包 在 原始 的 形式 下 这 一 积分 实质 上 是 展 布 在 ” 维 空间 中 单位 球面 上 的 一 曲面 积分 


/ ra 


[参照 3) 中 附注 ]. 
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并 甚至 可 进一步 要 求 由 变换 系数 组 成 的 行列 式 要 等 于 +1, 在 这 种 假定 之 下 , 如 大 家 所 知 , 对 应 于 
行列 式 任 一 元 的 代数 余子 式 等 于 元 素 本 身 . 估计 到 这 一 点 , 雅 可 比 式 


a1—ilist bn 8 一 1 
Un Ty 
U1 U2 Un—l 
Do on | 2 和 各 
D(u1,..- ,Un—1) es 
an-1~—ln-1— bn-1 ~— iin-1— kn_1— ln_1—— 
my Un 
就 会 等 于 
nt an bn thn 一 2 
Un Un Un 
因此 
nl 
人 ~、 
dun— 
K=2 f/f fF(Mau) 二 1 
2 十 … 十 22 ,<1 nl 
i nl 
n—2 
1 “ 
aaa dan 1 
=2 fFMu)du 人 一 天 一 一 一 
一 1 (1— vi) — uso Un 


1 
里 面 的 积分 , 容易 由 3) 得 出 , 等 于 


rn 
"(7) 
“ET [ Vr rd) 
2 


在 这 里 令 色 = cos 和 (0 < 入 < 7), 也 可 将 结果 写作 下 形 : 


nn-3 
(1— Wm), 


所 以 最 终 有 


K= 2 人 f(Vm t+ + micos A) sin”™? AdA. 
7 (3) 
当 n = 3 时 由 此 得 到 我 们 已 知 的 泊 松 公式 , 这 在 633,3) 中 我 们 已 推出 , 且 在 实质 上 是 用 的 
同一 坐标 变换 法 推 得 的 . 
17) 已 为 我 们 熟知 的 卡 塔 兰 公式 [参看 597,15) 及 617,16)] 可 立刻 重复 同样 的 推理 --- 移 
到 n 维 的 情形 : 


n 


一 —~、 
f/f (zl ,ae(g(ol ,2n))dZ1 GOn 


mg(z1, Tn) EM 


M M 
=(S) / g(a (lw) = (R) / pW) Da, (12) 
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其 中 


no 


一 ~、 
WU(u) = [-…/ f(x1,: ,Tn)dr1 :den. (13) 
mg wn) 

这 里 M 也 可 以 是 +oo, 但 ”了 解 为 lim 人 

作为 一 例 不 妨 按 照 卡 塔 兰 的 方法 从 狄 利 深 雷 公式 4) 去 求 得 刘 维 尔 公 式 7). 

18) 索 宁 注意 到 有 时 卡 塔 兰 公 式 可 在 另 一 种 设计 下 来 利用 . 

假定 函数 /zl … ,zn) 是 s 次 齐 次 函数 [187], 而 函数 g(x1,.… ,xn) 也 是 齐 次 但 为 一 次 的 ; 
例如 , 函数 9 可 以 有 下 形 


Z1 十 … 十 Zn 或 VT? 十 … 十 0. 
义 设 m = 0. 则 在 (13) 中 令 
Z1 = VUé1, V2 = WE2 ,Tn = UEén 


( 雅 可 比 式 7 = w") 并 考虑 到 不 等 式 0 < g(z1,… ,zn) < 此 时 变 为 不 等 式 0 < g(&1,… ,én) < 
1 时 , 我 们 得 到 
一 ~ 人 一 
pu) = f/f f(€1,* ,én)dé1. .dé 
Ogg(é1, ,én)<1 
将 它 代入 (12)( 但 将 《 又 写 为 z) : 


n 


人 
ff/ f(z1, ,Tn)p(g(z1,. ,Tn))dri. .dz 


Og g(z1. 2n) EM 


no 


an M 
一 ff/ jz and ae / pu du ts. 
0 


0Sg(z1，… ,Tn) 1 


现在 ,如 果 能 够 首先 选取 函数 wp, 其 次 选取 上 限 M 使 左 端的 积分 容易 计算 , 则 由 此 就 得 积分 


no 


一 一 人 -一 . 
ff/ jz ,Tn)dr1:.-drn 
OQgg(z1, ,Tn)El 
的 表示 式 . 
例如 , 如 限定 于 z1,… ,zn 的 非 负 值 时 , 取 


g(T1, 一 1 二 .+ Tn, 
(zi , Tn) 三 2Z3 ‘ren! (pi > 0)， 


plu) 一 e M = 十 co， 
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则 s 就 等 于 pi 十 .… 十 pn 一, 而 我 们 将 得 狄 利克 雷公 式 [4)]: 


no 


-一 一 人 -一 人 
一 工 ~1 
IT Tn>0 
OgZz1+*…+Tn Sl 
oo ~21%71—1 Se rnppn—l 
/ e "171 dzi /i e "xn den TT(p1):.:T(pn) 


(p1 tt pa) fo euet teridy TI 二 十 pr 十 了 


19) 用 同一 方法 试 化 简 积 分 


p11 pn —1 
f/f/ dy 1 drn, 
(biz1 十 … 十 5 
Tl ,Tn 
0 和 zl1 十 '… 十 Zm 扫 1 
但 假定 
pi>0, b>0, pi 十 … 十 pn>9d>0. 


提示 取 p(w) =e™*,M = 上 +oo; 利用 当 al =…=an=1 及 加 =0 时 10) 的 结果 . 
ET(p1)… * -T(pn) 人 2 一 1dw 
T(pi 十 … 十 pn 一 da 十 JE(9) “0 (1 + b1%)P1 (1 十 pnU)pr 
20) 卡 塔 兰 公式 的 下 一 推广 同样 也 是 属于 索 宁 的 : 


no 


一 人 


M 
p21 sn g(t1, ee oazi den = (B) 人 (29) 于 
mg(r1. Tn) EM m c=t 


其 中 


T(t,c) = ff 2(Z1 ,Tn, Cdr1 :drn. 
me&g(z1," Tn) 


[如 给 函数 p(xz1,… ,zn,c) 以 特殊 形式 :f(z1,.… ,zn)jp(c), 由 此 就 得 卡 塔 兰 公式 .] 
我 们 将 采用 著者 的 证 明 . 


在 显明 的 等 式 
M > 一 人 个 M 
/ at fF , Tn,t)dr1... dzn = 人 F(T1,:.. ,Xn, tadt 
™m ™m 
mgsM 7 入 9 所 RAT 
中 , 令 


ot 


‘Tn,t 
R= OPT ,Tm 如 m < g(zi1,… ,Tn) & 
0， 当 gf(zi , Tn) >t 时 ; 
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则 得 


mm 
mgst 


了 | ) 
。. ， OP .7 , Tn, bt) PT ,Tn, 
/ at / / 7 dzZ1 dTn 


一 人 一 


M 
0 ,nt 
一 fa Sole snd a 


mggs 


如 算出 右 端 里 面 的 积分 , 则 由 此 有 


no 


一 一 人 一、 
fv, ,gdpi .dp 


7 入 9 入 AI 


ot 


M 一 人 一 
-so020- | I 


me<gst 


另 一 方面 , 按照 复合 函数 的 微分 法 规则 , “全 导数 ” 


c=t 


应 用 莱 布 尼 芯 规则 到 右 端 第 二 个 导数 , 可 将 它 换 作 


Op(T1,.*. ,Tn,t 
入 
/ / Bt T1 人 


megst 


现在 将 这 一 等 式 对 t 自 m 积分 到 MM; 注意 8(m,m) = 0, 便 得 出 


一 全 ~ 
™ Dep(Z1 , Tn, t) 
eM Mm- a dn. 


msgst 


-< 


=t 


如 比较 (14) 及 (15), 则 得 所 要 证 的 公式 . 
21) 我 们 将 应 用 索 宁 公式 去 计算 积分 


QTz1 十 … 十 am 也 
S= ff e V®1t "+en dx1:.* dzxn. 


OS Vr2+.+rE 1 


‘dTn. 


dzxn 
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(14) 


(15) 
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这 里 
Ql1T1+T an Tn 
of(zl ,Znyc) 一 6 注 9 
9g(Z1 ,Tn) 二 VT? 十 … 十 x2， 
~-0,， M=1, 
air Qnrn 
&(t,c) = T-7 -7 et yp, dn. 
0&< Vz2+- -十 zZ<t 
显然 , 我 们 有 


no 


一 一 人 一 一 、 
21T1++tanzn 
a e e dz1:: :dzn 


0OSVWVz3++… 十 2 区 <i 


+" /: 。 / et (or1t tonen) gr .is dzn. 


利用 习题 11) 的 结果 后 , 易 得 展开 式 


号 二 1 p 2 2Kk 二 +n 
TB(t,c) = 72 t 
2 kIT (+k+1) (¥) 
其 中 
Pp 二 VP 十 … 十 8. 
于 是 
2209| 1 oe 1 ON 2 
27r 2 二 
| Ho 部 十 [ET () 
所 以 由 索 宁 公式 ， 
2 1 p\2* 2 各 
5S= 5 Tv 一 pi) 
re) a 
[比较 11)]. 
22) 计算 积分 (和 > 0) 
(za+- .十 2m i+ ) 
R(A)= n—l 
xzF 1 i dz dzn 1 


[比照 617,19)]. 
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对 参数 和 在 积分 号 下 面 微分 ( 当 和 > 0 时 ) 并 在 结果 中 将 一 个 变数 zl 以 
入 7 


来 代 换 , 则 得 


n—1l 
A 0 0 
工 _ 了 -2 _1 2 一 
bE Ye 1 “1dza .， “dzn—1dz, 

亦 即 

aR 

TR 
于 是 

R= Ce-™. 


因为 当 入 = 0 时 积分 RR 保有 连续 性 , 故 
0=RO=T(#)T() TS ) = 该 CnD 守 


nn 


[531,6°]. 最 终 : 
1 nl —nX 
二 一 EE 
R 2" er 


23) 刘 维 尔 很 聪明 地 利用 这 一 积分 来 推演 属于 高 斯 的 函数 乘法 定理 [536]. 
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在 所 得 等 式 两 端 乘 上 和 A?“!'(p > 0) 后 , 将 它 对 入 自 入 = 0 积分 到 和 = 十 co. 从 右边 得 到 


(27) 3 


1 2 ~” 一 1_ 一 和 入 上 
-CC / A? € d 入 = TO) 
而 在 左边 我 们 就 将 对 和 的 积分 移 到 ( 按 施行 次 序 的 ) 第 一 个 位 置 : 


了 一 1 _1 
太太 TT ez1+* “十 Zn 一 Dy 1. , Ta 1dzi drn_1 
</ e Ten-t .MP lgdA. 
0 


用 代 换 一 一 == 避 里 面 的 积分 就 化 为 


ET (2) (ci an 和 


nn 


于 是 余下 的 n 一 1 重 积分 就 可 拆 成 分 离 的 单 积 分 的 乘积 : 


"7D) .re) 


(16) 
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令 这 一 积分 与 (16) 式 相 等 并 将 p 换 作 na(a > 0), 我 们 就 得 到 在 通常 形式 下 的 高 斯 公式 : 


rar (ati)r (aot!)= QT) Tna) 


no 


24) 设 及 (xz), f(z),… , fn.(z) 为 在 有 限 区 间 [a, 外 上 可 积 的 有 界 消 数 . 求证 : 


A) hs) 1 file) 
(1) fo(x2) 1:- 户 (zn) 
fae fn(¥2) 1 fn(zn) 

[2 frar 六 fifdr … ffifrdr 
-| ffpar ffadr . [fafadr 
J ffide J fofads az 


右 端 的 行列 式 称 作 格拉 姆 (J.P.Gram) 行列 式 . 
将 区 间 [a,6] 分 成 m(> mn) 等 分 , 考察 所 有 n 个 函数 在 各 分 点 的 值 : 


b— 
HACEY 二 ) (i=1,2,.… ,7n; j=0,1,.… ,mC— 1). 


将 由 这 些 数 组 成 的 矩阵 自 乘 . 由 熟知 的 定理 , 对 应 于 它 的 行列 式 


) 
1 


j 
等 于 所 述 的 原来 矩阵 的 许多 行列 式 的 平方 和 : 
了 T1<7 和 2< In 


其 中 加 法 是 分 布 在 从 m(> n) 个 附 标 0, 1,… ,m 一 1 中 取 nn 个 的 一 切 可 能 组 合 上 . 如 在 各 组 合 
中 其 倒 其 位 置 , 则 每 一 项 重复 n! 次 ; 附 标 7 相等 也 可 不 必 伯 免 , 因为 这 种 情况 对 应 的 项 为 零 . 结 
果 可 以 写 为 : 


© 


2 
(m) 
fijk 


了 


72 一 


-让 fe fT 


j=0 


” 且 同 时 右 端 行 列 式 的 每 一 元 乘 上 一, 则 得 一 类 
似 于 所 求证 的 等 式 ， 不 过 不 是 积分 而 是 积分 和 |. 要 完成 证 明 , 只 需 令 mm 一 co 时 变 到 极限 


om 
了 了 天 


1 m—1l1 ?12 一 
南 2 Tl) 
j=0 jn=0 


b— 


@ 为 简便 计 , 我 们 将 一 行列 式 在 第 i 行 及 第 列 交叉 处 是 元 oik 者 写成 jeik| 的 形状 . 


第 十 九 章 ” 傅 里 叶 级 数 


$1. 导言 


677. 周期 量 与 调和 分 析 “在 科学 与 工程 中 时 常 要 遇 到 周期 现象 ， 也 就 是 经 历 
一 定 的 时 间 了 后 要 恢复 原状 的 现象 , 时 间 了 称 为 周期 . 蒸汽 机 所 作 的 稳定 运动 是 这 
种 现象 的 实例 , 它 经 历 了 一 定 的 转 数 后 又 重新 经 过 原来 的 位 置 . 我 们 也 可 取 交 流 电 
等 现象 作为 实例 . 与 所 考虑 的 周期 现象 有 关 的 各 种 量 , 在 经 历 周期 了 后 , 重新 取得 
它们 的 原 值 ; 因此 这 些 量 是 时 间 t 的 周期 函数 , 可 用 下 列 等 式 来 表明 : 

p(t+ 7)= ot). 
例如 交流 电 的 强度 与 电压 就 是 这 样 的 量 . 在 蒸汽 机 的 例子 中 , 十 字 头 的 行程 , 它 的 速 
度 与 加 速度 , 蒸汽 压力 , 以 及 在 曲柄 梢 处 的 切线 力 等 也 都 是 这 样 的 量 . 

最 简单 的 周期 函数 (如 果 我 们 不 计 常 数 ) 是 正弦 型 量 : 4 sin(wt + a), 其 中 w 是 
“频率 ”, 它 与 周期 的 关系 是 : ， 

w 一 元 . (1) 

用 这 类 简单 的 周期 函数 可 以 组 成 比较 复杂 的 周期 函数 . 显然 用 以 组 成 复杂 函数 
的 各 正弦 型 量 必 须 有 不 同 的 频率 , 因为 频率 相等 的 正弦 型 量 的 和 仍 是 有 同一 频率 的 
正弦 型 量 . 反 过 来 考察 形状 为 

yo = Ao, Yi = Aisin(wt + a1), y2 = A2sin(2wt 十 ao2)， | 


i (2) 
ys = As sin(3wt + 03),.… 


的 量 ; 如 果 不 计 常数 , 这 些 量 的 频率 


WwW, 2w, 3w, 
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是 最 小 频率 w 的 倍数 ; 它们 的 周期 是 


1, 57, 357, 
3 
如 果 将 其 中 某 些 量 相 加 , 则 得 到 一 个 周期 函数 (周期 是 T), 但 在 实质 上 与 (2) 型 的 基 
已 不 同 . 


-ATTTTTTTTA 

/六 证 加 丁丁 加 可 加 六 /全 
NAA 
NN 

EI Rr 下 
Ne en 


一 -一 一 sis | 
Sint + 3 Sin27 + Sin31 


图 121 


作为 一 例 , 作 三 个 正弦 型 量 的 和 (图 121): 
Sint 十 > sin 2 十 sin 3t; 


这 函数 的 图 解 就 其 特征 来 说 已 与 正弦 型 函数 的 图 解 大 不 相同 . 用 (2) 型 各 量 所 作成 
的 无 穷 级 数 的 和 的 图 解 则 更 要 不 同 了 . 

现在 我 们 很 自然 地 提出 相反 的 问题 : 将 一 个 周期 是 了 的 已 给 函数 p(t) 表 作 有 
限 个 , 或 者 即使 是 无 穷 个 形 如 (2) 的 正弦 型 量 的 和 , 是 不 是 可 能 呢 ? 在 下 面 , 我 们 可 
以 看 到 , 对 于 相当 广泛 的 一 类 函数 , 可 以 给 这 问题 以 肯定 的 答复 ; 不 过 我 们 要 引用 全 
部 数量 (2) 所 成 的 无 穷 序 列 . 对 于 这 类 函数 “三 角 级 数 ” 展开 式 


p(t)= Ao + Aisin(wt + oa) A sin(2wt + oo) + Assin(3wt 二 as) 十 …: 


一 40 十 > An sin(nwt 十 an) (3) 
n=1 

成 立 , 其 中 4o, 41,ai, 42,a2,… 是 常数 , 对 于 每 个 这 样 的 函数 , 各 取 特 殊 的 值 , 而 频 
率 w 由 公式 (1) 给 出 . 
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在 几何 上 , 这 就 表明 :周期 函数 的 图 解 可 以 由 胎 加 一 系列 正弦 型 量 的 图 解 得 米 . 如 
果 将 每 个 正弦 型 量 解 释 为 力学 上 的 调和 振动 , 则 也 可 说 这 里 由 函数 y(t) 表示 的 复杂 
振动 可 以 分 解 成 各 别 的 调和 振动 . 因此 组 成 展开 式 (3) 的 各 正弦 型 量 称 为 函数 p(t) 
的 调和 成 分 或 简称 调和 素 (第 一 , 第 二 调和 素 等 ). 将 周期 函数 分 解 成 调和 素 的 手续 称 
为 调和 分 析 . . 


如 果 选 取 
27nt 
作为 自 变数 , 则 得 x 的 函数 
f(z) =» (=), 


这 也 是 周期 清 数 , 但 具有 标准 周期 2r. 展开 式 (3) 将 有 下 面 的 形状 : 
f(x)= Ao + Aisin(z 十 al) 十 4osin(2z + 02) + As sin(37 十 as) 十 …， 
一 40 十 > Ay, sin(nz + Qn). (4) 
n=1 
用 二 角 和 的 正弦 公式 展开 级 数 的 各 项 , 并 令 
Ao=a0, Ansinan = an, Ancosan= bn (n=1,2,.…), 
则 得 三 角 展开 式 的 最 终 形状 : 
f(z)= a0 + (Qa1coszt bsing) + (2 cos27 + b2sin27) 
十 (aa COs 3 十 b3 sin3z) 十 :… 二 Qo 十 Sa, cosnz + bn sin nz), (5) 
n=1 
今后 我 们 总 是 研究 这 种 形状 的 展开 式 .@ 在 这 里 角 z 的 以 2r 为 周期 的 函数 就 表 为 
z 的 倍 角 的 余弦 及 正弦 的 展开 式 . 
在 上 面 , 从 周期 振动 现象 及 与 它们 有 关 的 量 出 发 ,我 们 得 到 了 函数 的 三 角 级 数 
展开 式 . 然而 重要 的 是 现在 就 应 注意 : 当 人 研究 只 是 在 有 限 区 间 上 给 出 、 而 完全 不 是 
由 任何 振动 现象 所 产生 的 滑 数 时 ， 这 样 的 展开 式 也 时 常 是 有 用 的 . 


678. 欧 拉 - 傅 里 叶 确 定 系数 法 ”要 研究 已 给 的 以 2r 为 周期 的 函数 f(x) 展开 
为 三 角 级 数 (5) 的 可 能 性 , 必须 从 系数 ao, a1,b1,… ,an;bn,… 的 一 确定 组 合 出 发 . 
我 们 将 说 明 在 18 世纪 的 下 半 叶 欧 拉 所 用 的 系数 确定 法 , 而 在 19 世纪 之 初 , 传 里 叶 
也 曾经 独立 地 应 用 过 . 

假定 函数 f(z) 在 区 间 [x,7] 上 按 常 义 或 非常 义 可 积分 ; 在 后 一 情形 , 我 们 补充 
假定 函数 绝对 可 积 . 设 展开 式 (5) 成 立 , 并 将 它 逐 项 从 --r 积分 到 r, 则 得 


/ jzjaz = 27rao 十 > [" f Cos nzdz 十 bf sin nzdz| . 
一 下 n= 二 1 —TT 


外 如 果 需 要 的 话 , 当然 不 难 从 这 个 展开 式 反 过 来 变 成 形 如 (4) 的 展开 式 . 
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但 容易 看 出 
三 cosmzdz = | -0 

与 遇 (9) 
fsinnzdz = -| =0. 


因此 在 和 数 符号 后 的 各 项 都 是 零 , 最 后 求 得 
ao = 元 广 f(x)dzx. (7) 


为 要 确定 系数 am 的 大 小 , 用 cosmz 乘 等 式 (5)( 我 们 总 假定 这 等 式 成 立 ) 的 两 
端 , 再 在 同一 区 间 上 逐 项 积分 : 


/ " f(z) cos mzadz 


TT 


T Oo nt 
一 Q0 / cosmzdz 十 》 [a / cosnz cos mzaz + by, / sinnz cosmzdz|. 
一 开 n=1 —7 一 7 


由 (6), 上 式 右 端 第 一 项 等 于 零 . 此 外 , 不 论 n,m 如 何 , 恒 有 [参考 308,4)] 


广 sinnz cos mzdz = 3 /Emo +m)z + sin(n 一 7)Zjadz = 0, (8) 
而 nn 关 m 时 , 则 
广 cosnz cos mzdz = 3 广 [cos(n +m)z + cos(n 一 mm)zjdz = 0; (9) 
最 后 还 有 , ， 
/ cos? mzdz = / + gy =7. (10) 


因此 在 和 数 符号 后 的 一 切 积分 , 除了 以 系数 om 为 乘 数 的 积分 外 , 都 等 于 零 . 从 而 这 
系数 就 被 确定 为 : 


oem = fe) cosmedr (m = 1,2,...). (11) 
同样 , 用 sin mz 乘 展 开 式 (5) 后 再 逐 项 积分 , 即 定 出 正弦 的 系数 : 
bm = 3/ flz)sinmazde (m= 1,2,...). (12) 
在 这 里 除了 要 用 (6) 与 (8) 外 , 我 们 还 应 用 了 容易 验证 的 关系 式 : 


/ sinnzsinmzadz 一 0 (nm), (13) 


[679] 81. 导言 :345 ， 


/ sin2 mzdz = 7. (14) 


公式 (7),(11) 与 (12) 称 为 欧 拉 - 健 里 叶 公 式 , 用 这 些 公式 算出 的 系数 称 为 已 给 
浮 数 的 任 里 叶 系 数 , 用 这 些 系数 作成 的 三 角 级 数 (5) 称 为 已 给 函数 的 人 备 里 时 级 数 , 在 
本 章 中 我 们 专门 研究 傅 里 叶 级 数 . 

现在 来 看 以 上 的 讨论 在 逻辑 上 有 什么 价值 . 我 们 的 出 发 点 是 假设 三 角 展 开 式 (5) 
成 立 , 但 是 这 个 假设 究竟 真实 与 否 这 一 问题 自然 没有 解决 ， 即 令 假定 展开 式 (5) 为 
真 , 我 们 依 欧 拉 与 傅 里 时 的 方法 算出 了 展开 式 (5) 的 系数 , 然而 像 这 样 做 的 理由 是 否 
令 人 信和 服 呢 ? 我 们 一 再 应 用 过 级 数 的 逐 项 积分 法 , 但 是 这 种 运算 并 不 是 什么 时 候 都 
能 进行 的 [434]. 级 数 的 一 致 收敛 性 是 可 以 应 用 这 种 运算 的 充分 条 件 . 因此 现在 只 有 
下 列 定理 能 够 算 作 已 经 严格 地 证 明了 : 

如 果 周 期 是 2r 的 函数 f(z) 可 以 展开 成 一 致 收敛 的 三 角 级 数 (5), 台 则 这 级 数 一 
定 是 f(z) 的 傅 里 时 级 数 ， 

如 果 不 预先 假设 一 致 收敛 性 , 以 上 的 讨论 甚至 不 能 证 明 冰 数 能 展开 成 傅 里 叶 级 
数 [参考 下 面 750,751]. 那么 以 上 的 讨论 究竟 有 怎样 的 意义 呢 ? 我 们 只 能 将 它 看 成 
一 种 导入 法 , 由 此 足以 使 得 在 求 已 给 函数 的 三 角 展 开 式 时 ,至 少 可 以 从 它 的 傅 里 叶 
级 数 出 发 , 而 必须 (完全 严格 地 !) 确定 在 那些 条 件 下 级 数 收敛 并 且 收 敛 于 已 给 函数 ， 

在 没有 这 样 做 以 前 , 我 们 只 能 够 在 形式 上 考虑 已 给 函数 f(z) 的 傅 里 叶 级 数 , 除 
了 知道 它 是 由 函数 f(z) “所 产生 ”外 , 不 能 再 下 任何 结论 . 通常 用 下 列 符号 来 表示 这 
级 数 与 范 数 f 的 关系 : 


jz) ~ ao 十 >》 (an cosnz + bn sin nx), (5a) 


n=1 
而 避免 采用 等 号 . 
679. 正 交 函数 系 ”上 节 中 所 讲 的 是 一 种 讨论 的 范例 , 这 样 的 讨论 在 数学 分 析 中 
研究 许多 展开 式 时 常常 要 应 用 到 . 
如 果 在 区 间 [fw, 上 所 定义 的 两 清 数 p(x) 与 V(z) 的 乘积 , 其 积分 为 零 : 


b 
f wa)wl)as =0 
则 此 两 唤 数 称 为 在 这 区 间 上 正 交 . 考虑 定义 在 区 间 [a,9] 上 的 函数 系 {pn(z)}. 设 系 
中 各 函数 与 它们 的 平方 在 [a, 上 皆 可 积分 , 则 它们 的 两 两 乘积 在 同一 区 间 上 也 可 积 
分 [483,6)]. 如 果 系 中 各 郑 数 两 两 正 交 : 
三 wajendz=o (n,m = 0,1,2,.… ,nm), (15) 


@ 注 意 , 用 有 界 函 数 cos mz, sin mz 乘 级 数 各 项 时 并 不 改变 级 数 的 一 致 收敛 性 [429]. 在 这 里 , 一 
致 收敛 性 也 可 换 成 级 数 各 部 分 和 的 有 界 性 [526]. 
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则 此 系 称 为 正 交 函数 系 . 同时 我 们 还 永远 假定 
b 
/ 22(zjdz = AM, > 0， {16) 


因而 在 正 交 系 中 不 包含 恒 等 于 零 的 函数 , 也 不 包含 其 他 任何 平方 的 积分 等 于 零 的 于 
数 (在 某 种 意义 下 与 恒 等 于 零 的 函数 相似 @) 

当 条 件 A = 1(n = 0,1,2,…) 成 立时 , 这 函数 系 称 为 规范 的 如果 这 些 条 件 不 
成 立 , 则 当 需 要 时 可 换取 函数 系 {多 2 上 这 一 函数 系 显然 就 是 规范 的 ， 现 举 几 个 
例如 下 : ” 

1) 上 面 考 虑 过 的 在 区 间 [-x, x] 上 的 三 角 函 数 系 


1, cosZ, Sin x, COs 27, sin 27, .+. ,COSNY, Sin72O， (17) 


正 是 正 交 函 数 系 的 重要 例子 ; 其 正 交 性 可 以 由 关系 式 (6),(8),(9) 与 (13) 看 出 . 然而 
由 (10) 与 (14), 可 知 它 不 是 规范 的 . 将 (17) 中 各 王 角 函数 乘 以 适当 亲 数 不 难 获得 
规范 系 : 


1 cosT sinz Cosny sin nz 
2) 注意 函数 系 (17) 或 (17*) 丰 缩 小 了 的 区 加 [0, 了] 上 不 再 是 正 交 的 因为 如 果 
n 与 m 一 为 奇数 一 为 偶数 , 则 


(17") 


TT 
[ sinnx cos mxzxdz # 0. 
0 


相反 地 , 每 一 仅 由 余弦 


1, cos TcCo8 27，… ,COSNT, (18) 
或 仅 由 正弦 
sinz,sin2z ,SinmZ (19) 


所 组 成 的 部 分 系 在 这 区 间 上 分 别 成 为 正 交 系 . 这 点 不 难 验证 . 
3) 下 列 两 亢 数 系 与 刚才 考虑 过 的 函数 系 没 有 本 质 上 的 区 别 ， 


化 水 
1, cos ,co8 六 0008 一 (18*) 
与 2 
sin 了 ,si 一 ， , Sin 一 (19*) 
其 中 每 一 个 都 是 在 区 间 [0,1] 上 的 正 交 系 . 
4) 为 了 要 给 出 由 三 角 也 数 构 成 的 更 复杂 的 正 交 系 的 例子 , 考虑 超越 方程 
tgé = Cc (ec 二 常数 ). (20) 


参考 下 面 733 目 . 


[679] 81.， 导言 . 347 . 


可 以 证 明 这 方程 的 正 根 成 一 无 穷 集合 : 


Eco En ， 
在 图 解 上 , 各 根 是 正切 曲线 7 = tgé 与 直线 9 = ct 相交 之 点 的 横 坐 标 (图 122). 作 函 数 系 
sin 全 sin 全 =， ,Sin 了 1 


容易 算出 ( 当 a 关 时 ) 


1 
/ sin wzsin Brdz = 二 | sin(@— BL _ sin(a 十 DB) } 
0 2 


Qa-—B a+pB 
一 Cos Ql Cos PIE ~ ee. 


如 果 在 这 里 令 a = 邹 ,B 一 ( 当 
n 关 m 时 ), 则 利用 方程 (20) 可 得 


| sn sin Srdz =0 (n # m). 
0 


由 此 证 实 了 所 述 函 数 系 在 区 间 [0, 1] 上 的 正 
交 性 . 
如 果 
£1,€2, ,Eh “" 

是 方程 

ctge 二 cE。 (c 二 常数 ) 
的 正 根 序列 , 则 对 于 函数 系 

人 En 


COS Sy, COS Te ,COS TY 5 


也 可 作出 类 似 的 结论 . 
但 是 这 些 函 数 系 都 不 是 规范 的 . 
5) 勒 让 德 多 项 式 
1 oz 1D)" 
2nn! dz 
是 在 区 间 [1 1 上 的 正 交 系 的 重要 例子 [参考 第 118 及 320 目 ]. 因为 


1 
X2dz = 


Xo(z) 一 1, Xn (2) 一 


(n= 1,2,.…) 


_1 27 十 工 


所 以 要 得 到 规范 系 , 必须 分 别 用 VNR 二 (n= 0, 1 2,….) 乘 这 些 多 项 式 . 
6) 最 后 , 再 考虑 一 个 与 贝 塞 尔 函 数 有 关 的 例子 . 为 了 写 起 来 简单 起 见 , 我 们 只 限于 考虑 函数 
.Jo(z), 但 以 下 所 讨论 的 一 切 对 于 函数 及 (2)(n > 0) 也 都 成 立 . 
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在 贝 赛 尔 函数 的 理论 中 , 证 明了 Jo(x) 的 正 根 成 一 无 穷 集合 : 
£1, €2,** ,En - 
将 函数 .Jo(z) 所 满足 的 方程 改写 为 


则 容易 得 到 : 不 论 a 与 6 是 什么 数 ， 


全 je | 一 一 a2zJo(az)， 所 | | 一 DB2zJo(6z). 


用 .Jo(6z) 乘 第 一 个 等 式 , 用 .jn(az) 乘 第 二 个 等 式 , 再 将 两 端 相 减 , 则 得 : 

(8 -acm(ez)7o(bz) = [az (Bz) (az) ~ Boo(az) (BD)]. 
因此 如 果 a 关 6, 则 
Q(B) Ro) ~ BRo(a) RB) 


1 
/ ZJo(azr)o(6zjdz = Ba (21) 
如 果 在 这 里 令 w = &%,6 = Em(n 关 m), 则 得 关系 式 : 
1 
/ ZJo(énz) Jo(émz) dz = 0, 
0 


这 就 证 明了 函数 系 {Vz.Jo(é&nz)} 在 区 间 [0, 1] 上 是 正 交 的 .2 然而 此 系 并 不 是 规范 的 . 
设 在 区 间 [c, 上 已 给 任 一 正 交 系 {pn(z)}. 我 们 试行 将 定义 在 [ww 中 上 的 函数 
f(z) 展开 成 “函数 op 的 级 数 ” 


f(x) = copo(zZ) + ce1p1(2) 十 十 capn(Z) 十 … (22) 


为 了 要 确定 这 展开 式 中 的 系数 , 先 设 函 数 可 能 展开 , 然后 进行 与 上 述 特例 中 相同 的 
手续 . 这 就 是 说 , 先 用 wm(z) 乘 展 开 式 的 两 端 , 再 逐 项 积分 : 


b oo 
Jaenaz= Den ojendr 
© 了 一 0 CQ 
由 于 正 交 性 参考 (15) 与 (16)], 右 端 各 积分 除去 一 个 以 外 都 是 零 , 因此 容易 得 到 


cm = re (m = 0,1,2,..). (23) 
”9 要 推广 函数 p 与 % 正 交 性 的 概念 , 我 们 引进 加 权 p(z) 的 正 交 性 的 概念 , 用 等 式 
/ ‘pple Wed =0 
来 说 明 这 种 正 交 性 , 如 果 采用 这 术语 , 也 能 说 函数 系 {Jo(nz)} 是 加 权 z 正 交 的 . 


[680] 8§1， 导 盲 . 349. 


[公式 (7),(11),(12) 是 这 公式 的 特殊 情形 .] 

用 公式 (23) 所 确定 之 系数 作出 级 数 (22), 它 称 为 已 给 函数 对 于 函数 系 {pn (7x)} 
的 (广义 ) 储 里 叶 级 数 , 而 各 系数 本 身 则 称 为 (广义 ) 傅 里 时 系数 .在 规范 系 的 情形 
下 , 公式 (23) 特别 简单 ; 这 时 


b 
om = / f(s)pm(z)dz (m= 0,1,2,...). (23*) 


在 这 里 当然 也 可 重复 在 上 目 末 尾 所 作 的 那些 说 明 . 由 已 给 函数 所 作出 的 广义 傅 
里 叶 级 数 仅仅 是 在 形式 上 与 这 清 数 发 生 联 系 . 在 一 般 情形 下 , 函数 f(z) 与 它 的 ( 广 
义 ) 傅 里 叶 级 数 之 间 的 关系 表示 如 下 : 


Oo 


f(a) ~ Yenpn(z). (22°) 


0 
与 三 角 级 数 的 情形 一 样 , 这 级 数 是 否 收敛 于 函数 f(z), 还 须 加 以 研究 . 


680. 三 角 插 值 法 ”从 三 角 播 值 法 出 发 , 也 可 自然 地 接触 到 用 三 角 级 数 表示 已 给 
函数 f(z) 的 问题 . 所 谓 三 角 插 值 法 就 是 用 三 角 多 项 式 


on(zZ) = ao 十 yan cos kx + Pr sin kx) (24) 
k=1 
作为 函数 f(z) 的 近似 式 , 使 三 角 和 多项式 与 函数 在 许多 点 上 有 相同 的 值 . 
总 能 选取 n 阶 三 角 多 项 式 (24) 的 2n 十 1 个 系数 : ao Qi, PB1,… ,am, Bn, 使 得 在 
区 间 (x,7) 内 预先 指定 的 2n + 1I 个 点 处 , 例如 在 


外 一 认 (GG= n,n, ,1,0,1,..,n— 1,n) 


各 点 处 (其 中 = 了), 三 角 多 项 式 的 值 与 机 数 /(z) 的 值 相等 . 实际 上 , 为 了 要 


确定 这 2n + 1 个 系数 , 我 们 有 个 数 相同 的 线性 方程 : 


Qo 十 》 (onx coskéi t+ Pk sinkéi) = f(€i) (人 = 一 PP 一 人 十 二 37) (25) 
k=1 


要 解 这 些 方程 , 应 当 回忆 到 一 个 初等 三 角 恒 等 式 :@ 


. 1 
sin (n+ ;) h 


1 
2sin =h 
sin = 


1 nn 
二 jh 一 2 
5 十 > cosih (26) 


@ 如 果 用 2sin 3 乘 此 式 左 端 ， 并 且 将 每 一 乘积 2sin 3hcos 访 换 成 差 式 sin (i+3)n - 
sin ( - 3) 六 就 不 难 求 得 这 恒等式 .| 参考 307(2)] 
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将 (25) 中 各 等 式 两 端 分 别 相 加 . 由 于 正弦 是 奇 琢 数 , 所 以 Bi 的 系数 
> sin ké; = 0. 


Ok 的 系数 也 是 这 样 这 是 因为 余 落 是 假 消 数 , 所 以 如 果 在 恒等式 (26) 中 , 令 户 = 
kA = 
2n+1 


> cos ké&i = 1 + =0 (27) 
由 此 得 
1 nn 
0 = TI 2 8) (28) 


为 了 要 确定 am(1l < m < n), 分 别 用 cosmé&i 乘 (25) 中 各 等 式 , 然后 将 它们 的 两 
端 分 别 相 加 ， 则 由 (27),ao 的 系数 是 零 ; 因为 正弦 是 奇 函 数 , 所 以 Bi 的 系数 显然 也 
等 于 零 . 至 于 ax 的 系数 则 可 表 为 : 


> cos kéi cos méi = 5 > cos(k + m)éi 十 二 cos(k — m)éi; 
当 关 m 时 , 由 (27), 上 式 右 端 的 两 个 和 式 都 为 零 ; 当 = m 时 , 第 一 个 和 式 为 零 而 
第 二 个 和 式 的 值 显然 是 并 二 . 这样, 只 有 am 的 系数 不 等 于 零 , 而 等 于 了 J 二. 现 
在 已 不 难 求 得 


Qm = 5 了 2 fl&ijcosmét: (lg& mn). (29) 


完全 与 以 上 相仿 , 用 sin mé; 乘 (25) 中 各 等 式 并 且 相 加 , 求 得 
Bm = 元 并 slsinme (1 gm <&n). (30) 


读者 一 定 已 经 注意 到 这 里 所 用 方法 与 欧 拉 - 传 里 叶 确 定 三 角 级 数 系数 法 相似 . 但 
是 在 这 里 我 们 的 计算 是 无 可 非议 的 , 因为 不 难 验 证 所 求 4 te 
(25). 并 且 , 由 简单 的 代数 推理 , 此 点 可 不 待 验证 而 自明 . 我 们 看 到 方程 系 (25) 只 
能 有 (如 果 一 般 说 来 有 解 ) 唯 一 的 解 ， 此 解 是 由 公式 (28),(29),(30) 给 出 ,而 x 
的 右 端 是 怎样 . 在 这 种 情形 下 , 方程 系 的 行列 式 一 定 不 等 于 零 , 而 这 种 方程 系 是 确定 
的 . 因此 用 求 出 的 各 值 为 系数 作出 三 角 多 项 式 cn(z)， 则 它 满 足 所 提出 的 要 求 并 能 
作为 我 们 的 函数 在 区 间 [-, 了] 上 的 插值 式 . 

现 设 已 给 函数 在 这 区 间 上 可 积分 (这 次 是 在 可 积分 的 原 义 下 ) 如 果 n 增 大 到 
无 穷 , 则 插值 多 项 式 cn(z) 也 作 相 应 的 变化 , 而 与 f(x) 在 愈 来 愈 “ 笛 密 ” 的 点 集 上 


[68I] 82， 函数 的 傅 里 叶 级 数 展开 式 “351. 


重合 . 插值 多 项 式 不 仅 要 “加 长 ”, 而 且 其 中 的 系数 也 要 改变 . 为 了 更 好 地 分 析 系 数 
的 性 质 , 将 区 间 [x,z] 用 分 点 zi = (2i 一 Da 了 (了 < in+t+1) 分 成 22+1 
个 相等 的 部 分 . 则 点 & 恰好 是 这 些 部 分 区 间 的 中 点 , 而 各 部 分 区 间 的 长 度 都 等 于 


二 一 入 如 果 将 公式 (28),(29) 和 (30) 改写 成 下 列 形状 


A 一 
am = 工 > f(Ei)Azi, aQm = 1 > f(£i) cos mEéi A 
0 一 2 元 ,和 i Ti, 2 一 元 ,< 2 2 ty 


Bm = 2 Df(éi) sinméiAzs, 


则 各 式 右 端 中 的 和 式 就 是 与 上 述 区 间 分 法 相对 应 的 插值 和 式 . 现在 显然 可 见 , 当 n 一 
co 时 ， 


ao 一 元 三 f(z)}dr, om 一 = f (2) cos mzadz, 
1 f/f™ . 
Bm 一 :|/ f(x) sin mrdz, 


所 以 我 们 的 函数 的 傅 里 叶 系 数 分 别 是 插值 三 角 多 项 式 各 系数 的 极限 值 . 可 以 说 插值 
多 项 式 “ 在 取 极 限时 ”似乎 变 成 了 傅 里 叶 级 数 ， 

这 种 步 又 当然 只 能 认为 是 一 种 导 人 法 . 对 于 函数 与 其 储 里 叶 级 数 之 关系 来 说 ， 
这 种 步 又 不 能 证 明 什么 , 但 也 足以 引起 研究 这 种 级 数 的 兴趣 . 在 以 下 各 节 中 , 我 们 就 
要 最 后 直接 研究 各 不 同类 函数 的 傅 里 叶 级 数 之 性 质 . 


82. 项 数 的 傅 里 时 级 数 展开 式 


681. 问题 的 提出 ， 狱 利克 雷 积 分 设 f(z) 是 以 2r 为 周期 的 函数 , 在 区 间 
[-7,7] 上 至 少 是 非常 义 绝对 可 积 , 因而 在 任 一 有 限 区 间 上 也 如 此 . 算出 常数 (函数 
的 傅 里 叶 系数 ): 


am = 三 flu)cosmudu (m=0,1,2,.…), 
bm =F ff sinmudu 人 (1) 
并 用 这 些 常数 作成 函数 的 傅 里 叶 级 数 
f(z) ~ 也 十 3 (am Cos mz + bm sin mz). | (2) 
m=1 


读者 可 看 到 这 里 与 第 678 目的 符 导 略 有 不 同 : 在 这 里 我 们 不 用 该 目 中 的 公式 (7), 而 
用 am 的 一 般 公 式 在 m = 0 时 的 情形 来 确定 ao。, 因而 我 们 须 将 级 数 的 常数 项 写成 
Q0 

二 的 形状 . 

2 
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尤 需 注意 (在 下 面 我 们 还 要 用 到 这 一 说 明 ): 对 于 以 27 为 周期 的 函数 FPF(w), 在 
长 为 2r 的 区 间 上 , 其 积分 ,3 
/ F(u)du 


的 大 小 与 a 无 关 [参考 314,10) 与 316]. 因此 在 确定 傅 里 叶 系 数 的 公式 (1) 中 , 积分 
可 取 在 任 一 长 为 2r 的 区 间 上 ; 例如 可 以 写 


am = f°" f(z) cosmzdz (m = 0,1,2,.…:), | 
(1") 


bm = + fo" f(z) sinmzde (m = 1,2,.….) 


等 等 . 
为 了 研究 级 数 (2) 于 任 一 定点 x = zxo 的 性 质 , 作出 其 部 分 和 的 相应 表示 式 
sn(Z0) = 也 十 > (am cos mzo + bm sin mzo). 


m=1 


用 积分 表示 式 (1) 代替 am 与 加, 并 在 积分 号 下 引入 常数 cos mzo, sin mzo, 则 得 : 
one0)= 二 {foe 


nn 
1 TT 
十 》 一 / flu)[cos ma cos mezo + sinmau sinmzoldu 
A 
m=1 一 下 


一 = 三 flu) 和 十 > cos m(w 一 oo) du. 
利用 第 680 目 中 的 公式 (26) 来 变换 在 大 括号 中 的 表示 式 , 就 有 : 


1 n sin(2n 十 Da 
3 二 > cosm(u 一 2Z0) 一 一 到 二 而 
m=1 2 sin 一 -一 一 
最 后 得 
1 nT sin(2n 十 1) 一 
slo0) = Oi (3) 
一 2 sin 


这 个 重要 的 积分 称 为 狄 利克 雷 (G. Lejeune-Dirichlet) 积分 . 
因为 我 们 在 这 里 讨论 周期 为 2r 的 v 的 函数 , 所 以 由 上 面 所 作 的 说 明 , 可 将 积分 
区 间 [x 7] 例如 改 成 [zo 一 ,zo 十 可: 


] frot™ sin(2n 十 一 
sn(20) = / fj 一 一 一 一 二 以 . 
TO0—7T 
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用 代 换 t = w 一 xo, 将 这 积分 变换 成 下 列 形式 : 


然后 将 积分 分 成 两 部 分 : /7 + /?,, 并 用 改换 变数 符号 的 方法 , 将 第 二 个 积分 也 化 为 
在 区 间 [0, 7] 上 的 积分 , 则 对 于 全 里 叶 级 数 的 第 n 个 部 分 和 , 最 后 得 到 这 样 的 表示 式 : 
] fr sin (n 十 >) t 
su(z0) = / [f(z0+D + fro — ~ — dt (4) 
To 2 sin at 

因此 , 问题 就 化 为 研究 这 个 含有 参数 n 的 积分 的 性 质 . 这 里 所 提出 的 问题 的 特 
征 是 : 在 这 里 不 能 应 用 积分 号 下 取 极 限 法 .@ 直到 现在 为 止 , 对 于 含 参数 的 积分 求 极 
限 , 这 是 我 们 所 应 用 过 的 唯一 的 方法 (参看 第 十 四 章 ). 在 本 章 与 下 章 中 , 我 们 必须 系 
统 地 研究 不 能 应 用 这 种 方法 的 情况 . 

682. 第 一 基本 引 理 ”在 继续 研究 以 前 , 先 证 明 黎 党 所 发 现 的 下 一 定理 , 它 在 以 
后 的 讨论 中 很 重要 . 

如 果 肖 数 g(t) 在 某 一 有 限 区 间 lo, 中 上 绝对 可 积 , 则 


b 
lim / g(t) sin ptdt = 0, 
2 一 co Jo 
同样 ， 
lim / g(t) cosptdt = 0. 
了 一 Oo a 


只 要 作出 上 列 第 一 个 极限 式 的 证 明 就 够 了 .预先 应 注意 , 不 论 取 任何 有 限 区 间 
[ao 中 , 我 们 有 估 值 如 下 : 


B 
/ sin ptdt| = | < 2 (5) 
a 了 了 
先 设 函 数 g(t) 在 原 义 下 可 积分 . 用 点 
a=to < < < <tiri<<tn=b (6) 


将 区 间 [a,gj 分 成 n 个 部 分 , 并 与 此 相应 来 分 解 积 


b nol ptitl 
/ g(t) sin ptdt = > / g(t) sin ptadt. 
0 i=0 “i 


@ 在 这 种 情形 下 , 积分 号 下 的 表示 式 当 n 一 oo 时 根本 没有 极限 . 
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用 mi 表示 g(t) 的 值 在 第 i 个 区 间 上 的 下 确 界 , 则 可 将 上 面 的 表示 式 变换 为 : 
n—l n~l1 +1 
[ g(t) sin ptdt = 二 / {g(t) ~ mi| sin ptat 十 >》 ， ms 三 sin ptdt. 


i=0 
如 果 是 函数 g(t) 在 第 i 个 区 间 上 的 振幅 , 则 在 这 区 间 上 g(t) 一 ms < wi; 考虑 到 
不 等 式 (5), 不 难 求 得 我 们 的 积分 的 估 值 : 


3 wiAti+t = 3 Imil. 
已 给 任 一 数 s > 0, 首 先 选取 分 法 (6), 使 得 


ga) sin ptdt| < 


2 wiAt: < 2) 
由 于 函数 g 的 可 积分 性 , 这 种 分 法 是 可 能 的 [297]. 现 因 数 mi 已 由 此 确定 , 所 以 能 
选取 p> 2 >》 |mil, 
对 于 这 些 值 p, 可 得 ， 
/ g(t) sinptdtl < &, 


因此 证 明了 我 们 的 断 语 . 

在 函数 g(t) 是 非常 义 可 积 (但 必须 是 非常 义 绝对 可 积 !) 的 情形 下 , 只 要 假定 在 
区 间 [ce, 纪 上 只 有 一 个 奇异 点 , 例如 点 六 就 够 了 . 

设 0<n<b~a. 将 积分 分 成 两 部 分 : 


b b—n b 
Lh, 
a a 已 一 好 


上 式 右 端 的 第 二 个 积分 对 于 任 一 值 p 有 估 值 如 下 : 


</ , lolDlas 


如 果 选 取 97 充分 小 , 则 这 个 估 值 < 3 至 于 积分 


b 
| / g(t) sin ptat 
b—n 


b—n 
/ g(t) sin ptdt, 
a 


则 由 已 经 证 明了 的 结果 , 当 p 一 十 oo 时 , 它 趋 近 于 零 ， 因为 在 区 间 [a,5 一 直上, 孙 数 
9g( 在 原 义 下 可 积分 ; 当 p 充分 大 时 , 这 积分 的 绝对 值 也 变 为 < 5 这 样 , 定理 的 证 
明 就 完成 了 . 

中 否则 我 们 可 将 区 间 分 成 有 限 个 部 分 , 使 每 部 分 只 含 一 个 奇异 点 , 然后 将 推理 分 别 应 用 到 每 一 
部 分 上 . 
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我 们 提起 读者 注意 : 在 这 里 ， 积 分 所 趋 近 的 极限 不 是 用 积分 号 下 取 极 限 法 求 
出 的 . 

如 果 回 忆 起 表示 传 里 叶 系 数 的 公式 (1), 则 由 此 得 出 第 一 个 直接 的 推论 : 

绝对 可 积分 函数 的 傅 里 叶 系 数 am,bm 当 m 一 oo 时 趋 近 于 零 ， 


683. 局 部 化 定理 ”值得 注意 的 “局 部 化 定理 ”是 已 证 的 引 理 的 第 二 个 直接 推 
论 , 它 也 是 黎 曼 所 发 现 的 . 
先 取 任 一 正 数 5 < 7, 将 (4) 中 的 积分 拆 成 两 部 分 : 太 = 请 十 7. 如 果 将 第 二 个 
积分 改写 成 
”fzo + }+ flo — Dsin (n+ F) itd 


2 sin 于 


则 显然 正弦 的 乘 数 是 t 的 函数 , 在 区 间 [5 上 绝对 可 积 , 因 其 分 母 2sin Lt 在 这 区 
间 上 不 为 零 . 在 这 种 情形 下 , 由 引 理 , 这 一 积分 当 n _， co 时 趋 近 于 零 , 因此 对 于 傅 
里 叶 级 数 的 部 分 和 sn(zo), 其 极限 的 存在 与 极限 的 大 小 都 可 由 一 个 积分 


1 
5 sin (7 十 一 
0 fiend rte om (7) 


1 
2sin 二 上 
sin 3 


的 性 质 来 完全 确定 . 但 在 这 积分 中 因数 f(z) 的 值 只 包含 对 应 于 变 元 从 zo - 6 变 到 
zo 十 6 时 的 那 一 部 分 . 由 这 种 简单 的 讨论 , 就 证 明了 黎 曼 定理 : 

黎 曼 定理 ”函数 f(x) 的 傅 里 叶 级 数 在 一 点 zo 处 的 性 质 @ 只 与 函数 在 这 点 邻近 
所 取 的 值 有 关 , 即 与 在 这 点 的 任意 小 的 邻 域内 所 取 的 值 有 关 . 

因此 , 例如 如 果 取 两 函数 , 使 其 在 zo 的 任意 小 的 邻 域 内 的 值 相 同 , 则 不 论 这 两 
函数 在 邻 域外 怎样 不 同 , 在 点 zo 处 , 与 它们 相应 的 侍 里 叶 级 数 有 相同 的 性 质 : 或 者 
两 级 数 同时 收敛 并 收敛 于 辣 一 和 式 ; 或 者 两 级 数 同 时 发 散 . 如 果 注 意 到 所 考虑 的 两 
函数 的 健 里 叶 系 数 既 然 与 两 函数 的 一 切 值 有 关 ， 因而 也 就 可 能 完全 不 同 , 那么 上 述 
结果 就 显得 吏 令 人 惊讶 了 ! 

这 个 定理 通常 与 黎 曼 的 名 字 相 连 , 因为 它 是 黎 曼 在 1853 年 证 明 的 更 一 般 定 理 的 
推论 . 然而 应 指出 在 奥 斯 特 洛 格拉 得 斯 基于 1828 年 有 关 数 学 物理 的 文章 中 含有 “局 
部 化 原理 ”的 思想 , 同样 罗 巴 切 夫 斯 基 关 于 三 角 级 数 的 研究 中 也 反映 出 这 一 思想 . 


684. 迪 尼 与 利 普 希 茨 的 傅 里 时 级 数 收敛 性 的 判别 法 ”现在 再 回来 继续 研究 傅 
里 叶 级 数 的 部 分 和 式 s*(zo) 的 性 质 . 我 们 已 经 得 到 它 的 积分 表示 式 (4). 注意 这 等 式 
对 于 满足 所 提 到 的 条 件 的 每 一 函数 f(z) 都 成 立 . 如 果 特 别 取 f(z) 三 1 则 sn(z) 三 1， 


也 我 们 指 的 是 级 数 在 点 zo 处 的 收敛 与 发 散 性 , 以 及 级 数 (在 收敛 的 情形 下 ) 有 怎样 的 和 


. 356 . 第 十 九 章 傅 里 叶 级 数 [684] 


由 (4) 就 得 到 
2 fr sin (n 十 ;) t 
2/ 
0 2 sin at 
设 常 数 50 是 级 数 的 和 , 在 下 面 将 要 求 出 它 的 确 值 . 用 So 乘 等 式 两 端 , 所 得 结果 
从 (4) 式 减 去 , 则 得 
sin (n 十 3) t 


sn (20) — So = = 人/ 9 划一 一 一 玉 一 必 (8) 


其 中 为 简便 计 , 已 令 
2 的 = f(zo +t)+ f(zo—t) —250. (9) 
如 果 我 们 要 想 断 定 So 真是 级 数 的 和 , 则 必须 证 明 积 分 (8) 当 n 一 oo 时 趋 于 零 . 
现在 回来 选取 So 这 个 数 . 实际 上 重要 的 情形 是 : (a) 函数 f(z) 在 点 zo 连续 ， 
或 (6) f(x) 在 这 点 的 两 边 只 可 能 有 第 一 种 不 连续 ( 即 跳跃 ), 从 而 极限 f(zo + 0) 与 
了 (zo 一 0) 存在 . 以 后 我 们 只 讨论 这 两 种 情形 , 并 且 恒 设 
在 情形 (a) 时 : So = f(zx0)， 


在 情形 (0) 时: 50 = f+ + fm -0 


如 果 在 第 一 种 不 连续 的 点 zo 上 , 等 式 
_ f(xo+0)+ f(zxo—0) 
2 


f (x0) 


成 立 , 则 (a) 与 (6) 两 种 情形 没有 区 分 的 必要 . 适合 于 这 种 条 件 的 不 连续 点 有 时 称 为 
正则 的 ， 
注意 : 因为 


(a) im, f(zo +D = f(zo) 或 (©) lim, f(zo tt) = flzot0) 
( 视 那 一 种 情况 而 定 ), 故 由 上 述 选 取 数 5o 的 方法 , 恒 有 
mue 的 =0 40 


由 此 可 形成 : 
迪 尼 (U.Dini) 判 别 法 ”如果 对 于 茶 一 h > 0, 积分 


We 
o 


[684] 82.， 函 数 的 傅 里 叶 级 数 展开 式 “ 357 


事实 上 , 在 这 一 假定 下 , 积 
" lp | 
[ Wi 


也 存在 . 如 果 将 表示 式 (8) 改写 成 


元 —t 
1 /vt) 2 . ( 1) 
:| Sn nt 


则 因子 数 2 绝对 可 积 , 从 而 2 的 瑟 也 绝对 可 积 ,直接 由 基本 引 理 , 可知 上 一 


sin 一 1 
积分 式 当 ”一 oo 时 趋 近 于 零 . 因此 这 个 判别 法 的 证 明 就 完成 了 . 
迪 尼 积分 展开 的 形状 : 


在 情形 (a) 时 , 为 [ etd /md Ys, 
0 
在 情形 (6) 时 , 为 f f(zo+ 人 + f(zo—) A +0)— f(zo— 0, 


然 , 只 要 ( 依 不 同情 况 ) 假设 积分 
|f (zo +t) — f(zxo)| * |f(xo—t) — f(zo)| 
f ti 与 / Vo el U1) 


或 
[ Mt /et f(rot Oy, 5 [es f(zo -0 


分 别 存 在 就 够 了 . 由 此 应 用 积分 存在 的 各 种 已 知 判别 法 , 可 得 关于 傅 里 叶 级 数 收 敛 
性 的 许多 判别 法 . 例如 , 在 情形 (a) 时 , 我 们 能 证 明 
利 普 希 茨 (R.O.Lipschitz) 判 别 法 ”如果 函数 f(z) 在 点 zo 处 连续 , 并 且 对 于 充分 
小 的 t, 不 等 式 
{f(zott) — fro < Lt® 


成 立 , 其 中 工 与 a 都 是 正 的 常数 (a < 1); 则 f(z) 的 傅 里 时 级 数 在 点 zo 处 收 化 于 
和 数 f(zx0). 
当 a = 1 时 , 则 简单 地 有 


f(zxo +t) — f(x0) Lr 
t 人 
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因此 积分 (11) 作为 原 义 积分 而 存在 [480]. 如 果 a < 1 则 有 


f(xo+tt) ~ f(ro)| I 
t < fa 
并 且 因为 上 式 右 端的 函数 可 积分 , 所 以 积分 (11) 至 少 是 作为 反常 积分 而 存在 [482]. 
特别 , 如 果 函 数 f(z) 在 点 zo 处 有 有 限 导数 f(zo), 或 者 即 令 有 不 相等 的 单 侧 导 
数 (“ 尖 点 ”): 


fe + — foo) f(zxo — t) — f(zo) 


f+(70) = im, 一 上 


， f(z0) = ,lim 
则 当 a = 1 时 的 利 普 希 茨 条 件 显 然 成 立 . 因此 ,如 果 在 点 zo 处 ,函数 f(z) 有 导数 ， 
或 者 其 至 只 有 两 个 有 限 单 侧 导 数 , 则 其 傅 里 时 级 数 收 化 , 并 且 它 的 和 等 于 f(zx0). 
对 于 情形 (6), 也 容易 说 明 利 普 希 芯 判别 法 . 作为 一 特别 的 推论 , 我 们 在 这 里 指 
出 :要 使 得 傅 里 叶 级 数 在 第 一 种 不 连续 点 zo 处 收敛 , 只 需 假 定 有 限 的 极限 


Lim f(zo tt — flzo +0) lim f(xo —t)— f(xo— 0) 
t 一 十 0 t t 一 十 0 —t 


存在 , 且 这 次 级 数 的 和 是 人 0 二 中 十 fz0 一 0) 

上 列 极限 在 某 种 意义 下 与 单 侧 息 数 相似 , 不 过 函数 在 点 zo 处 的 值 f(zo) 要 分 别 
用 它 在 这 点 右边 及 左边 的 值 的 极限 来 代替 . 

在 实用 上 最 常 遇 到 以 27 为 周期 的 函数 f(z) 是 可 微分 的 函数 , 或 者 是 由 几 个 可 
微分 的 函数 组 成 的 ， 即 分 段 可 微分 的 函数 ,@ 我 们 可 看 到 : 对 于 这 样 的 函数 f(z), 其 
储 里 叶 级 数 除 在 各 别 函数 的 “衔接 点 ”处 外 , 收 化 于 函数 f(z); 而 在 “衔接 点 ”处 
级 数 的 和 是 fca 十 0) 二 Te -中 


685. 第 二 本 3| 昌 为 了 要 作出 另外 一 些 判别 法 ,我 们 还 需要 建立 一 个 引 理 , 它 
是 由 狄 利克 雷 首先 发 现 的 . 
如 果 函 数 g(t) 在 区 间 [0, 败 (六 > 0) 上 单调 增加 并 且 有 界 , 则 


Sin 过 


h 
lim | g(t) 


了 一 CO 0 


证 首先 , 所 考虑 的 积分 可 以 表 为 两 个 积分 之 和 的 形状 : 


dt = 39(+0). (12) 


10) f° Sea + 0) -ot0) En Q3) 


外 函 数 f(z) 称 为 在 区 间 [a, 引 内 分 段 可 微 , 是 指 当 [a, 4] 被 分 成 有 限 多 个 子 区 间 时 , 在 每 个 子 区 
间 内 部 , 函数 是 可 微 的 , 而 在 端点 处 不 仅 有 极限 值 , 而 且 在 这 些 端点 处 以 上 述 极限 值 代 换 函数 值 时 ， 
存在 单 侧 导 数 . 可 以 把 分 段 可 微 函 数 想象 为 由 若干 在 闭 子 区 间 内 可 微 的 函数 “ 粘 合 ”而 成 , 仅 在 
“衔接 点 "(以 及 基本 区 间 的 端点 a 与 5) 要 特地 确定 函数 值 . 


[685] 82. 函数 的 傅 里 时 级 数 展开 式 “ 359 ， 


如 果 应 用 代 换 pt = > 将 第 一 个 积分 变换 为 
+0) f° 2a, 
则 立刻 可 见 , 当 p +o0 时 , 这 积分 趋 近 于 二 .9(+0), 因为 


to sin z 元 
24s 工 
0 儿 2 


因此 整个 问题 就 在 如 何 证 明 (13) 中 的 第 二 个 积分 趋 近 于 零 . 
任意 给 出 es > 0, 则 有 这 样 的 5 > 0( 可 认为 5 < 及) 存在 , 使 得 对 于 0 <t<5， 


0 gg(t) ~ g(+0) < <. 


刚才 所 提 到 的 积分 拆 成 两 部 分 : 


6 h 。 
( +/ ) [0(D) — g(+O Ed = +b. 


对 积分 五 应 用 波 内 公式 [306], 则 得 


6 sinz 


4 sin ? 
n=[00) -9 Ed- 0) -90 Ta, 


其 中 第 一 个 因子 < se, 而 第 二 个 因子 对 于 一 切 值 p 一 致 有 界 . 事实 上 , 由 反常 积分 
床 一 dz 的 收敛 性 , 可 见 当 z -oo 时 ,z 的 (z > 0) 连 续 函数 


2 
Sinz 
dz, 
0 之 


有 有 限 的 极限 , 并 且 对 于 一 切 值 z 有 界 : 


< 


上 zg <L (L= 常数 )， 
0 
从 而 

广 袜 sinz -| 广 ?7 
因此 积分 I 具有 与 p 无 关 的 估计 值 : 


至 于 积分 五 , 则 因 sin pt 的 乘 数 在 原 义 下 可 积分 (须知 t > 5), 由 第 682 目 中 的 
引 理 , 可 知 当 p 一 +ee 时 (并 对 固定 的 6) , 这 积分 趋 近 于 零 . 这 定理 因而 得 证 . 


. 360 . 第 十 九 章 傅 里 时 级 数 [686] 


686. 狄 利 克 雷 -- 若 尔 当 判 别 法 “现在 转 而 推导 从 另 一 种 思想 而 来 的 傅 里 叶 级 数 
收敛 性 的 一 个 新 判别 法 . 
狱 利克 雷 - 若 尔 当 判别 法 “如果 在 以 点 zo 为 中 点 的 区 间 [zo 一 hzo 十 加 上, 函 
数 f(z) 有 有 界 变 差 , 则 这 函数 的 傅 里 时 级 数 在 点 zo 处 收敛 于 和 数 50. 
在 第 683 目 中 我 们 已 经 看 到 , 当 n 一 oo 时 , 部 分 和 sfz) 的 性 质 由 积分 on(6) 
的 性 质 确定 | 参看 (7)], 其 中 特别 可 取 上 面 所 说 到 的 数 h 作为 5. 将 积分 pn,(h) 改 为 
h i, sin nil t 
Am 人 = 于 Leo+g+Tao- 2 : Ca 
0 sin at 


2 


由 假定 , 方 括号 内 的 和 式 为 一 有 界 变 差 函数 ; 商 数 则 为 增 函 数 . 可见 它们 的 


Sin 一 li 
乘积 也 有 有 界 变 差 , 而 且 因 此 可 以 表示 为 两 个 单调 增 函 数 的 差 的 形状 . 既然 上 目 中 
OT 所 以 也 可 以 应 用 到 它们 的 差 , 由 此 立即 得 到 
im pa(D) = 2 Ifo + 0+ fro -0 = tf 

因为 在 连续 点 处 ， 所 得 表示 式 成 为 了 (zo), 所 以 我 们 的 证 明 就 完成 了 . 

必须 说 明 由 狄 利克 雷 所 首先 举 出 的 可 展开 函数 为 傅 里 叶 级 数 之 条 件 , 则 具有 和 较 
特殊 的 性 质 . 他 所 证 明 的 命题 是 : 

狱 利 克 雷 判别 法 ”如果 以 2r 为 周期 的 函数 f(x) 在 区 间 [-T, 可 上 分 段 单调 ,四 
并 且 在 这 区 间 上 不 连续 点 的 个 数 不 超 过 一 个 有 限 数 , 则 此 函数 的 傅 里 时 级 数 在 每 个 
连续 点 处 收 化 于 和 数 f(z0) 在 每 个 不 连续 点 处 收 伊 于 和 数 人 20+ 是 f0 一 中 

此 后 , 这 里 所 说 的 条 件 称 为 “ 狄 利克 雷 条 件 ”. 

因为 适合 于 这 条 件 的 函数 在 任 一 有 限 区 间 上 显然 有 有 界 变 差 . 所 以 这 判别 法 可 
以 在 形式 上 包括 在 前 一 判别 法 中 . 

以 上 所 述 判 别 法 完全 足以 满足 分 析 及 其 在 实用 上 的 要 求 . 其 他 提出 的 判别 法 主 
要 具有 理论 上 的 意义 ; 对 于 这 些 , 我 们 不 可 能 详细 研讨 . 

最 后 来 谈 一 谈 迪 尼 及 狄 利克 雷 - 若 尔 当 的 两 判别 法 之 间 关 系 的 问题 . 可 以 证 明 ， 
这 两 判别 法 是 不 可 比较 的 , 这 就 是 说 不 能 从 其 中 的 一 个 推出 另 一 个 . 先 考虑 函数 f(z)， 
它 在 区 间 [x,7] 上 定义 为 :@ 


| f(z) = 一 GT, 在 z #01， 
jn 一 - 


f(0)=0. 


中 这 意思 是 说 能 将 区 间 [7,7] 分 解 成 为 有 限 个 部 分 区 间 , 使 得 函数 在 每 个 部 分 区 间 上 单调 . 
四 用 周期 法 则 f(z + 27) = f(z) 将 函数 推广 到 实数 轴 上 的 其 余部 分 . 


[687] 82.， 函数 的 傅 里 叶 级 数 展 开 式 * 361 ， 


这 函数 是 连续 的 , 并 且 是 分 段 单调 的 , 即 满足 狄 利克 雷 条 件 . 而 这 时 在 点 x = 0 处 ， 
对 于 任 一 h > 0, 迪 尼 积分 


三 VOL7C9-2rolw f° dt 
0 0 


t 


t 
tln— 
27 


在 另 一 方面 , 如 果 用 下 列 等 式 在 区 间 [7,7] 上 定义 函数 :@ 


jz) = 了 cos 元 ,在 z 关 0 时， 
f(0) = 0， 


则 在 点 z = 0 处 , 利 普 希 茨 条 件 显 然 成 立 : 
f(z) ~ fF(0)| < lzl, 


因此 迪 尼 条 件 也 成 立 . 然而 , 此 时 函数 f(z) 在 点 xz = 0 的 任何 邻 域 内 没有 有 界 变 差 
[567]. 


687. 非 周期 函数 的 情形 ”以 上 所 建立 的 全 部 理论 的 出 发 点 是 : 假定 所 给 函数 
对 于 一 切实 值 x 有 定义 , 并 且 有 周期 2r. 但 是 最 常 遇 到 的 函数 f(x) 或 者 是 : (a) 只 
在 区 间 (x,7] 上 被 给 出 ; 或 者 是 : (6) 即使 在 这 区 间 以 外 也 有 定义 , 它 是 非 周期 的 . 

为 了 要 能 将 上 面 的 理论 应 用 到 这 种 函数 ,引进 由 下 述 方式 所 定义 的 辅助 函数 
产 (z) 来 代替 它 . 在 区 间 (-r,xr] 上 , 取 产 与 三 慎 等 : 

f(z)=f7) (<z&n), (15) 
又 令 
f*(—7) = f*(7), 
而 用 周期 法 则 将 函数 f*(x) 推广 到 z 的 其 他 实数 值 . 

对 于 这 样 作 出 的 以 2r 为 周期 的 函数 f*(z), 可 以 应 用 已 证 的 关于 展开 的 定理 . 
然而 ,如 果 所 讨论 的 点 zo 严格 地 在 -7 与 7 之 间 , 则 当 检 查 这 些 定理 的 条 件 是 否 成 
立时 , 由 于 (15), 具 需 考虑 实际 上 给 出 的 函数 f(z). 根据 同样 的 理由 , 可 以 不 必 引 进 
也 数 产 (z) 就 直接 用 公式 (1) 将 展开 式 的 系数 计算 出 来 . 简单 地 说 , 不 必用 辅助 水 数 
(72), 以 上 所 证 明 的 全 部 结果 都 可 直接 应 用 到 已 给 函数 f(x) 上 来 . 

但 是 必须 特别 注意 区 间 的 端点 x = 土 x. 当 检 查 第 684,686 目 中 任 一 定理 的 条 件 
对 于 f*(z) 壁 如 说 在 点 x = 7 处 是 否 成 立时 , 则 既 需 考察 辅助 水 数 产 (x) 在 z = x 左 
侧 的 值 , 又 需 考察 在 右 侧 的 值 ;其 左 侧 的 值 与 已 给 函数 f(x) 的 对 应 值 一 致 ,而 其 右 侧 

D 见 上 页 脚注 @) 


. 362 、 第 十 九 章 傅 里 叶 级 数 [688] 


的 值 则 与 f(z) 在 z = -并 的 右 侧 的 值 一 致 . 因此 , 如 果 我 们 要 对 于 点 z = 土 7 复述 狄 
利克 雷 - 若 尔 当 判别 法 , 则 在 两 种 情形 下 都 必须 要 求 f(x) 在 x = 的 左 侧 与 = 一 x 
的 右 侧 都 有 有 界 变 差 , 此 时 在 两 种 情形 下 , 应 取 
_ 廊 +D+ 产 -0 _ fCr+0D)+ fr- 0) 
2 2 
f(rt+0)+ f(r —0) 
2 

作为 值 50. 由 此 可 知 , 即使 已 给 函数 f(z) 在 x = 十 r 处 连续 , 但 是 没有 周期 2r, 从 而 
f(z) 关 f(--7), 则 当 传 里 叶 级 数 收敛 性 的 任 一 个 充分 条 件 成 立时 , 这 一 级 数 的 和 将 为 


f(D + fn) 
2 》 


So 


而 与 F(-r) 及 f(x) 都 不 相同 . 对 于 这 种 消 数 , 展开 式 只 在 开 区 间 (-- rr) 内 成 立 . 
读者 应 当 特别 留心 下 面 的 说 明 ， 如 果 三 角 级 数 (2) 在 区 间 (--r,r) 内 收敛 于 两 

数 f(z), 则 因为 它 的 各 项 都 以 2r 为 周期 , 级 数 处 处 收敛 , 而 且 它 的 和 5S(x) 也 是 以 

27 为 周期 的 xz 的 周期 函数 . 不 过 一 般 说 来 , 这 个 和 在 上 述 区 间 以 外 已 与 函数 f(z) 

不 同 [如 果 已 经 在 整个 实 轴 上 给 出 f(z)]. 以 后 [690] 将 用 许多 例子 来 解说 此 点 . 
最 后 指出 , 可 取 长 为 2r 的 任 一 区 间 (a,a + 2r] 来 代替 区 间 (-m, 可. 


688. 任意 区 间 的 情形 ” 设 在 任意 长 24(1 > 0) 的 区 间 (一 ,上 给 出 一 函数 f(zx). 
如 果 用 下 式 变换 : 
z= 机 (< <7), 
则 得 在 区 间 (-m,x] 上 一 个 y 的 函数 / (也 ), 此 时 就 可 应 用 上 目 中 的 讨论 . 我 们 已 
看 到 , 在 一 定 的 条 件 下 , 可 将 它 展开 为 传 里 叶 级 数 : 


Ce 
f (¥) = 辽 十 2 cos ny + bn sin ny), 


其 中 各 系数 由 欧 拉 - 传 里 叶 公 式 确定 : 
ey (n= 0,1,2,..), 


TJ- 
b= (LE)sinnyay (n= 1,2,.…). 
现在 回 到 原 有 的 变数 zx, 令 


rv 
2 一 1 
则 得 已 给 函数 f(x) 的 三 角 级 数 展开 式 , 但 其 型 式 略 有 变更 : 


oo0 
_ ao nnAz .Nn 
f(x) = 2 十 2 (on COS 一 十 bn sin 一 ) . (16) 


[689] 82、， 函 数 的 傅 里 叶 级 数 展 开 式 :363 . 


这 里 取 的 不 是 角 x 的 , 而 是 角 罕 的 倍 角 的 余弦 与 正弦 . 用 同一 变换 , 可 将 关于 确定 
展开 式 系数 的 公式 变换 成 下 形 ; 


1 
an = 7 fi fle) cos de (n= 0,1,2,.…), 


! 0 
bn = 7 f(r)sin de (n= 1,2,.…). 


对 于 区 间 的 端点 x = 土 上 目 中 对 点 x = 土 x 所 作 的 说 明 仍 然 有 效 . 最 后 , 区 间 
(4,4] 可 用 另外 任 一 长 为 2 的 区 间 来 代替 , 特别 可 用 区 间 (0, 24] 来 代替 . 此 时 则 必 
须 用 公式 
an = 7] fo) eos Tde (n= 0,1,2,.….), 
1 NAT (17") 
bn = [2 f(x) sin dr (n=1,2,..) 
来 代替 公式 (17). 

在 区 间 的 端点 或 消 数 的 不 连续 点 处 保留 所 有 条 件 时 , 已 证 明了 下 一 重要 而 有 原 
则 性 意义 的 事实 :在 任意 区 间 上 任意 给 定 的 函数 属于 极 广泛 一 类 者 ,只 可 以 展开 为 三 
角 级 数 , 这 就 是 说 , 在 函数 有 定义 的 整个 区 域 中 , 可 用 唯一 的 分 析 式 一 一 三 角 级 数 
一 一 将 它 表 示 出 来 . 在 第 690 目 中 , 我 们 将 特别 找 出 函数 的 展开 式 的 许多 例子 , 而 
各 函数 原先 在 区 间 的 各 部 分 上 是 用 不 同 的 分 析 表 示 式 给 出 的 .三 角 级 数 这 一 工具 是 用 
来 “接连 ”函数 的 普通 工具 , 最 终 消除 了 在 整个 定义 域 中 可 用 一 个 分 析 式 表示 的 函数 
与 要 用 几 个 分 析 式 来 定义 的 函数 之 间 的 界限 | 参考 46,3°;363,5);407, 附注 1;,497,11) 
等 等 ]. 

689. 只 含 余 弦 或 正弦 的 展开 式 ”首先 注意 : 如 果 在 区 间 [一 了 ] 上 所 给 出 的 ( 常 
义 或 非常 义 ) 可 积 函 数 f(z) 是 奇 函 数 , 则 


广 jz)dz = 0. 


将 积分 J" 化 为 两 积分 之 和 的 形状 : /5+ 户 ,并 且 在 第 二 个 积分 中 将 z 换 为 -z, 则 
不 难 推出 此 结果 . 用 同样 方法 , 可 知 当 f(z) 为 偶 函 数 时 ， 
/rom=2/ jz)dz 


[参考 314,9) 及 316]. 
现 设 f(z) 是 在 区 间 [-7,z] 上 绝对 可 积分 的 偶 函 数 ， 则 f(z) sin nz 是 奇 函数 ， 
由 上 所 述 , 
m=-=/ f(z)sinnzdz =0 (n= 1,2,.…). 


例如 分 段 可 微分 或 分 段 单调 的 函数 等 都 包括 在 内 


. 364 . 第 十 九 章 傅 里 时 级 数 [689] 


因此 , 偶 函 数 的 傅 里 叶 级 数 只 含 余 弦 : 
f(z) ~ 也 十 2 Qn COS NX. (18) 


因为 在 这 种 情形 下 ,f(x) cos nz 也 是 偶 畏 数 , 则 应 用 上 述 第 二 个 说 明 , 能 将 展开 式 的 
系数 an 写作 
m=2/ f(z) cosnzdz (n= 0,1,2,.…). (19) 
TJo 


如 果 函 数 f(x) 是 奇 函 数 , 则 隙 数 f(z) cosnzx 也 是 奇 函 数 , 从 而 
m= fe)eosneds =0 (n= 0,1,2,.…). 
我 们 得 结论 如 下 : 奇 函 数 的 傅 里 时 级 数 只 含 正 弦 : 
jz) ~ 3 bn sin nz. (20) 
n=1 
而 且 由 于 乘积 f(x) sinnz 是 偶 函 数 , 所 以 能 写 出 
ba = 2 | Ja)sinnzdz (n= 1,2,.…). (21) 
0 


顺便 注意 到 在 区 间 [xj 上 所 给 出 的 每 一 函数 f(z) 都 能 够 表 作 偶 函 数 与 奇 函 
数 之 和 的 形式 : 
f(z) = f(z) 上 户 ()， 
其 中 
A py = {O19 

显然 , 函数 f(z) 的 传 里 叶 级 数 恰 巧 是 由 函数 户 (z) 的 余弦 展开 式 与 函数 f(z) 的 正 
弦 展 开 式 所 组 成 的 

再 设 只 是 在 区 间 [0, 可 上 给 出 f(z). 要 想 在 这 区 间 上 将 它 展 开 为 传 里 叶 级 数 (2)， 
我 们 对 于 在 区 间 [-7,0) 上 的 值 > 任意 补充 函数 的 定义 , 然后 应 用 第 687 目 中 的 结果 . 
由 于 可 以 任意 补充 函数 的 定义 , 所 以 就 有 可 能 得 到 各 种 不 同 的 三 角 级 数 . 如 果 在 0 与 
7 之 间 的 任 一 点 zo 处 , 函数 满足 在 第 694.696 目 中 所 建立 的 一 个 判别 法 , 则 这 些 级 数 
在 点 zo 处 或 者 收敛 于 f(zo), 或 者 在 zo 是 不 连续 点 时 收敛 于 了 9 二 中 寺 人 0 一 0 

利用 函数 定义 在 区 间 [--x,0) 的 任意 性 , 可 以 得 到 f(z) 的 只 含 余弦 的 或 只 含 正 
蓄 的 展开 式 . 实际 上 , 想象 在 0 < z < 时 , 令 


f(-7) = f(z), (22) 


则 得 在 区 间 [-x,7] 上 的 偶 函 数 (图 123,a), 而 且 它 有 周期 2r， 由 前 述 可 知 它 的 展 
开 式 只 含 余 弦 . 展开 式 的 系数 可 用 公式 (19) 来 计算 , 而 在 计算 中 只 用 得 着 原 给 函数 
jz) 的 值 . 


) = f (2) 十 f(z) 
= 5 ， 
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同样 , 如 果 用 条 件 (对 于 0<z < 7) 
f(—7) = 一/z) (23) 


来 补充 函数 f(z) 的 定义 , 使 它 成 为 奇 函 数 (图 123,6), 则 
其 展开 式 中 只 含 一 些 正弦 项 . 而 其 系数 可 由 公式 (21) 来 
确定 . 

因此 , 当 已 知 的 一 些 条 件 成 立时 , 在 区 间 [0,7] 上 所 
给 出 的 函数 既 能 展开 为 只 含 正 纺 的 级 数 ， 又 能 展开 为 只 
含 余 弦 的 级 数 ! 

然而 , 点 x = 0 及 z= 需要 特别 加 以 研究 . 在 这 两 
点 处 , 两 个 展开 式 是 不 同 的 . 为 简单 起 见 , 假定 所 给 函数 
f(z) 在 z=0 及 z=” 处 连续 , 而 首先 考虑 余弦 展开 式 . 
条 件 (22) 首先 使 得 在 z = 0 处 的 连续 性 保持 不 变 , 因此 图 123 
当 应 有 的 条 件 成 立时 , 级 数 (18) 在 x = 0 处 恰好 收敛 于 
f(0). 又 因 


f(-—7z+0)= f(r —0)= An 


所 以 在 z = 7 处 也 有 类 似 的 情况 . 

正弦 展开 式 的 情况 则 不 相同 . 现 不 深入 讨论 由 于 条 件 (23) 而 破坏 了 函数 的 连续 
性 等 等 , 而 只 简单 地 指出 在 点 x = 0 与 x = 7 处 级 数 (20) 的 和 显然 是 零 . 因此 只 有 
在 了 (0) 及 Fr) 的 值 等 于 零 时 , 级 数 的 和 才能 给 出 这 些 值 . 

如 果 函 数 f(z) 是 在 区 间 [0,4](1 > 0) 上 给 出 的 , 则 引用 与 688 目 中 相同 的 变量 
变换 后 , 展开 函数 为 余弦 级 数 


了 2 十 > Qn cos 和 
或 正弦 级 数 _ 
> 加 sin 一 
的 问题 就 化 为 刚才 所 讨论 过 的 问题 . 此 时 展开 式 中 的 系数 可 分 别 用 公式 
mm =} feos Ta (n = 0,1,2,...) (24) 


或 
2 pf! 
m= 7 | fsin ae (n= 1,2,.…) (25) 


计算 出 来 . 
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690. 例 下 面 作为 例子 的 函数 不 是 可 微分 函数 , 就 是 分 段 可 微分 的 函数 . 这 种 函数 无 疑 地 
能 展开 为 傅 里 时 级 数 , 因此 我 们 不 讨论 展开 问题 . 
1) 在 区 间 (x, 7) 内 展开 函数 


f(z) =e” (a = 常数 ,去 0). 
由 公式 (1): 


T an ~an 
e?%T 一 6 shan 
Qo 二 eda = 一 一 一 一 一 2 ， 
_ QT QT 


1 
A 
TT 
nT 上 
1 a 1 acosnz+nsinng ,rl™ 
Cn 一 一 e "cos7110d2 三 二 一 一 一 一 一 一 6 
Ti A 


Q2 + n2 _ 
nl 2a 
=(—1) 十 33han, 
1 f/f/” as. 1 asinnz— ncosnz or|” 
bn = 一 esinnzdr=— 一 一 一 一 

T/_ 区 Qa“ 二 nn 7 
n-1l 2n 

(—1) 元 5 二 75shom 


因此 , 对 于 -x < z.< rr, 则 有 


eaz 一 Zshar 信 + 3 [a cos 720 ~ nsin 品 上 


如 果 我 们 从 区 间 (0, 2x) 出 发 , 则 得 系数 不 同 的 展开 式 一 一 此 时 必须 利用 公式 (1*). 不 过 新 
的 展开 式 也 不 难 从 已 经 求 得 的 展开 式 推出 . 
2) 在 区 间 (0, 2x) 内 展开 函数 


由 公式 (1*): 


2 。 27 . 

1 /rz 1 sin nz |2r 1 ， 

an 一 一 cosnzdz = 一 (7 一 2) 一 -一 | 一 一 一 sin nzdz 
To 2 27 n lo 2n7 


=0 (n= 1,2,.….) 
1 fx 1 COS NT |27 1 2 
m= / Sin at = —— (XC— ZX) 一 一 一 一 一 去 / cos nzdazx 
0 2 2 0 


nn 


这 样 得 到 特别 简单 并 且 只 售 正 弦 的 展开 式 : 


co . 
开 一 闻 S1Il nz 
5 一 》 -人 (0 < Z < 27). 


n=1 
在 z = 0( 或 2x) 处 , 级 数 的 和 等 于 替 , 上 面 的 等 式 不 成 立 . 在 以 上 所 指出 的 区 间 之 外 , 这 个 
等 式 也 不 成 立 . 级 数 和 S(z) 的 图 解 (图 124) 是 由 无 限 多 个 平行 线段 与 在 xz 轴 上 的 一 列 孤立 点 
所 构成 的 . 
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图 124 


3) 由 于 上 题 中 所 得 展开 式 特 别 重要 , 今 不 依赖 一 般 的 理论 , 而 用 初等 的 方法 将 它 推演 出 来 . 
设 0 < zx < 2x. 利用 第 680 目 中 的 公式 (26), 将 它 改写 为 : 


sin(2n 十 1)3 ] 
>》, cos kT = 一 一 一 3 
| 2sin 了 2 


逐步 求 得 : 
z sin(2n 十 Dt 


sin A 2 
> cos ktat = 一 s+/ —— dt 


2 一 
SIn 3 


2 sin(2n 十 Dt 
一 


1 


。 t 
F sin(2n 十 Dat / 


2sin 二 
sin 了 


但 当 只 一 +oo 时 , 由 第 682 目 中 的 基本 引 理 , 上 面 的 等 式 最 后 一 部 分 中 的 第 二 项 趋 近 于 0; 而 
作 变 换 u = (2n + 1)3， 则 第 三 项 变换 为 


2mn 十 1) 于 
(2n 十 1 各 Sin 亿 
du, 
0 也 


它 显然 趋 近 于 /+” 守 du = 了. 于 是 


n 
1i > sin kz T— 人 7 
ln 一 
也 一 CO k 2 ’ 
k=1 


这 就 是 我 们 所 要 证 明 的 . 
4) 从 2) 中 的 展开 式 出 发 , 不 加 计算 , 可 推 得 其 他 有 趣 的 展开 式 . 在 原 展开 式 中 将 z 换 成 2z， 
并 用 2 除 等 式 两 端 , 得 : 


下 2 
4 23= -2 (0 <Z <T)， 
大 一 


@@ 如 果 令 方 括 弧 中 的 因子 当 上 = 0 时 的 值 为 0, 则 它 是 在 这 点 解析 的 函数 , 因为 它 在 这 点 邻近 ， 


可 以 展开 成 医 级 数 : 
_1l _ 1 1 t 十 _37 ,3 十 . 
t 12 ~ 5760 
2 
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由 原 展 开 式 减 去 这 个 展开 式 , 得 : 


Ce 


_ sin(2k — Dz 
=》， py (0 < z < A). 


| 


4 
k=1 


如 果 用 S(z) 表示 上 面 级 数 的 和 , 则 S(0) = S(x) = 0. 因为 正弦 是 奇 函数 , 改变 2 的 符号 ， 
可 知 在 区 间 (一 r,0) 内 ,S(z) = 一 了 对 于 z 的 其 他 数值 , 和 数 S(z) 可 由 周期 规律 推出 , 因此 特 
别 在 区 间 (2x, 3x) 内 , 又 得 S(z) = 了 ， 等 等 . 函数 S(z) 的 图 解 见 图 125; 图 126 显示 由 级 数 的 
各 部 分 和 所 表示 的 、 不 连续 函数 的 逐步 渐 近 值 . 


图 125 


如 果 在 所 考虑 的 展开 式 中 , 令 x = D7 即 得 我 们 熟知 的 莱 布 尼 茨 级 数 [404(16)] 


Tt 1 1 1 
a71 T3153 7 
当 z= 五 及 z = 了 时, 得 级 数 
Ti i i 十 — 
4 5 7 11 13 17 
及 
7 ll 1.1 
2V3 | 5 7 1 13 


合并 此 处 所 求 得 的 展开 式 与 2) 中 的 展开 式 , 不 难得 出 关于 函数 f(z) = z 的 级 数 : 


z= 2》 (CD 全 (xr<z<n). 
n 二 1 
我 们 只 是 对 于 0 < x < 直接 得 出 此 等 式 , 但 显然 这 等 式 对 于 z = 0 也 成 立 ; 此 外 它 的 两 端 显然 
都 是 奇 函数 , 因此 最 后 的 展开 式 对 于 整个 区 间 (一 x,7) 正确 . 
当 z 由 -co 变 到 co 时 , 级 数 和 的 图 解 不 难 由 图 127 表 出 . 在 图 128 上 , 描画 着 部 分 和 


sin 27 十 sin3z sin4z 二 sin =) 
2 3 4 5 


y=s5(7)=2 (snz 一 


的 图 解 . 
5) 依靠 2) 中 的 展开 式 , 证 明 在 整个 实数 轴 上 


1 1 人 sin2nnz _ 2 一 已 (z)， 对 于 非 整 数 x， 
2 ™ n=1 7 3 对 于 整数 z. 


6) 在 区 间 [n,m] 上 , 展开 ( 偶 ) 琢 数 f(z) = x? 为 余弦 级 数 . 


图 127 


` 370 


因此 


第 十 九 章 储 里 叶 级 数 


图 128 


由 公式 (19): 


TT 
2 2 2 sin7 
an 二 一 7X” cosnzdz = 一 2” 一 一 一 
To nT n 


A 4 三 - 
一 一 一 rsinnzdz 
0 NT 0 
rr 4 三 4 
一 一 一 dz 一 (一 1] 一 0 
， cos70Xdx 一 (一 1) 各 (n > 0)， 


4 cosnz 
7 3 
0 nT 


nT nN 


2 oo 
2 一 工 > 1)" sn7 一 
Z 一 可 二 4 二 1) 7 (x <Z&7). 


级 数 和 的 图 解 表示 在 图 129 上 , 它 是 由 无 穷 个 互相 连接 的 抛物 线 弧 所 组 成 的 . 


[690] 


[690] 82. 函数 的 傅 里 叶 级 数 展 开 式 . 371 ， 


在 所 得 展开 式 中 , 令 z = 7 或 xz = 0, 则 得 出 熟知 的 结果 : 
| (CD! Dn 1 
Glebe -> 
此 两 式 中 , 任何 一 式 亦 可 由 其 他 一 式 直 接 推演 出 来 . 
7) 将 函数 : 
(a) 户 (z) = cos az, 在 [一 T,T] 上 按 余弦 展开 ， 
(6) 户 (z) = sin az, 在 (一 x,7) 内 按 正 弦 展 开 
(这 里 假定 数 a 不 是 整数 ). 
(a) 我 们 有 


x 四 
1 sin QT 
ao 一 一 cos aZd2 = 一 一 一 ， 
To QT 


1 
2 
2 i 
(n>0) an 三 地 Cos ax cos nxzadz 
0 
2a sinax 


一 二 / [cos(a + n)z 十 cos(a — n)zldz = (—1)" = 


a2 一 n2 A 


因此 
下 Cosar Q cosnz 
一 一 nn _ < | 
2 sin an 让 + 1 = a2—n2 (Gi 
得 Te nnsinnzg 
(5) 党 2 sina 一 2 一 75 (-T<Z<T)， 


顺便 注意 到 当 x = 0 时 , 可 由 (a) 短 


sinanr an 1 py ar i 
或 者 令 ar = z; 则 得 : 


Sinz + D” i re [二 + 


(其 中 z 是 不 为 之 整 倍数 的 任何 数 ). 由 此 重新 求 得 函数 一- 之 由 简单 分 数 形成 的 展开 式 . 在 
(a) 中 令 z = T, 便 又 得 到 函数 ctgz 的 简单 分 数 形式 的 展开 下 区 看 441,9)]. 

非常 显著 的 是 : 这 几 个 数学 上 的 重要 结果 可 以 简单 地 从 各 别 的 三 角 展 开 式 推 得 . 

8) 由 1) 中 函数 f(x) = ez 的 展开 式 可 以 很 简单 地 推 得 函数 : 

(a) 万 (z) = chaz, 在 [一 r,Tl 上 的 余弦 展开 式 ， 

(6) 户 (z) = shaz, 在 (--T,T) 内 的 正弦 展开 式 , 而 且 户 (z) 与 户 (z) 分 别 是 关于 f(x) 的 偶 
的 与 奇 的 组 成 函数 [689]. 其 展开 式 的 形状 是 : 


oo 
7 charx 1 n Qa 
二 一 一 _1 
2 shan 六 + 2 ) a2 十 


Ce 
TshaZ _ nl nN 
2shar 2 min (-T < 2Z < T). 


7 CoS nT (Gi 
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作为 推论 , 由 此 可 得 函数 二 与 cthz 的 简单 分 数 形式 的 展开 式 . 
现 转 到 从 0 到 r 的 区 间 上 所 给 出 的 函数 之 余弦 或 正弦 展开 式 的 例子 [689]. 
9) 在 区 间 [0, x] 上 , 用 余弦 展开 函数 f(z) = xz 

由 公式 (19): 


工 0 一 工 zadz 一 工 ， 
2 Th 2 


x 上 
2 2 sinnz 
an 一 一 2 cosmXar 一 一 2 一 -一 
T 看 


nn 


-二 | sinnzdz = 2 7 一 (mn > 0)， 
o nr Jo n2n 


即 
4 


Qa2k 一 0， Qa2k-1 = “GR 2x 


所 求 展开 式 的 形状 为 : 


(k= 1,2,...). 


下 cos(2k — Dz 
二 一 一 一 TKRA). 
2 1 (Qk — 1)2 (Ogzg7) 


级 数 和 的 图 解 表 示 在 图 130 上 [比较 同一 函数 在 4) 中 的 正 芝 展 开 式 及 其 在 图 127 上 的 图 解 ]. 在 
图 131 上 , 描画 出 近似 曲线 : 


2 一 s5(Z) 一 二 一 一 (cosz+ 更 cos 37 十 Ea cos5r) 
结合 所 得 结果 与 在 6) 4 22 的 余 弱 展开 式 , 容易 得 出 : 


3z2 一 了 十 272 >) cos nz 
一 一 一 一 一 一 rz <). 


然而 , 因为 将 z 换 成 2r -~ z 时 , 等 式 两 端的 值 均 不 变 , 所 以 事实 上 等 式 在 较 大 的 区 间 [0, 2r] 上 依 
然 成 立 . 


图 130 
10) 在 区 闻 (0, 7) 内 , 按 正 蓄 展 开 函 数 f(z) = z2， 
答 ~ 
22 一 》， pn sin nz, 
n=1 
其 中 


bp _ 蕊 27 加 8 
2 


[690] 82， 函数 的 全 里 叶 级 数 展 开 式 373 ， 


-Xx 0 +Xx Xx 


图 131 


读者 试 作出 级 数 和 的 图 解 , 并 且 将 它 与 图 129 上 的 图 解 相 比 较 . 
11) 在 从 0 0 到 7 的 区 间 中 ， ,展开 却 数 LS 一 ee 为 (a) 余 蓄 级 数 与 (6) 正 弦 级 数 . 
答 er CU 
n=1 2 
(6) ez = 2 yw [1 (= 1)"e "a sin ne (0<z<7). 
12) 将 函数 
(a) 户 (z) = sin az, 在 [0,r] 上 按 余弦 展开 ， 
(6) 户 (z) = cosaz, 在 (0, 7) 内 按 正 纺 展 开 . 
(a) 解 ”首先 假定 a 不 是 整数 . 则 


x 
1 1 , 1—cosan 
二 Q0 一 二 sinaxdz = 一 -一 一 一， 
To 


cosnz {0<&<z<& 7), 


2 下 


an 一 2 / sin az cos nzdz 一 i / [sin{a + n)z + sin(a — n)zlaz 
nh To 


_ 2a nn 1 
三 过 由 一 1) cos oan] na 
所 求 展开 式 可 写成 下 列 形式 : 
1 — cosan cos2kz 
i 一 TI 十 2 一 一 一 一 一 
or { "2 GR | 


De 
1 十 cos ar cos(2k — T)z 
ta 2 矶 -138175 (0<z&7). 


现 设 a 为 整数 , 则 需要 分 成 偶数 a = 2m 或 奇数 a = 2m 一 1 两 种 情形 . 当 a = 2m 时 ， 


ao 一 0 a 一 0 a sm 1 
0 二 J， 2k 一 2k—1 一 元 (27)2 二 (25 二 1)2， 


因此 


= 一 》 -一 -一 -一 (0 所 z 生 7T). 
sin 2mz 元 2 tn) - GR 1 (Og<ze7) 


.374 . 第 十 九 章 健 里 叶 级 数 [690] 


同样 , 当 a = 2m 一 1 时 ， 
COS 2k7 


sin(2m 一 T)2 = 2 {tn -ns)® (Ogz<&7n). 
k=1 


(6) 提示 “应 分 成 与 在 (a) 中 一 样 的 各 种 情形 来 讨论 . 
13) 证 明 关 于 在 [0,r] 上 的 >， 


> 3 3 - = HT(" — 27) (x + 2nz 一 2z2). 


提示 “将 在 上 式 右 端的 函数 f(z) 展开 为 傅 里 叶 级 数 , 当 重 复 进行 分 部 积分 时 , 顾及 (0) = 
f'(7)=0. 
14) 现在 考虑 非常 义 可 积 函数 展开 式 的 例子 . 设 要 在 区 间 (一 ,7) 内 , 按 余弦 展开 偶 函 数 
jz) = In2 cos 3 
函数 在 区 间 的 两 端 变 为 co, 但 依然 保持 (绝对 ) 可 积分 性 ， 
由 公式 (19): 


开 各 
y= / m2cos Zar = In2+ 2 / ln cos tdt = 
2 To 2 T 


[参考 492,1°], 而 关于 n > 0， 


™ zr 2 + sinnzl” 
an 一 一 inm2cos 一 cos7Zadr 王 一]Im2cos 一 . 
ho 2 下 2 


0 


， 2 
1 [7™ sinnz. sin 之 nt 1 /Sinng cos 二 
Lal 广 和 他 
nn Jo cos 二 nn 0 Sin 人 


(将 z 换 作 r - z), 为 了 计算 最 后 一 个 积分 , 将 被 积分 函数 写 为 和 的 形状 : 


i z sin ( +3) Si ( -az 
sinnzcosg _ n 了 zx nln 3 


sin > 2sin i; 2sin 1 : 
2 2 2 


根据 第 680 目 中 的 恒等式 (26), 将 上 式 每 一 项 分 别 换 作 和 数 


n—l 


1 忆 , 1 . 
3+ 2 或 天 十 > cosiz. 


i=1 


最 后 ， , 
Qn 一 人 2 一 (n 二 1,2, )， 
而 所 求 展开 式 的 形状 是 
In2ecos 一 DD (-T < Z <T)， 


久 不 难 证 明 , 如 果 在 等 式 左 端 将 正弦 用 它 的 绝对 值 来 代替 , 则 展开 式 在 整个 实数 轴 上 成 立 . 


[690] 82， 函 数 的 傅 里 时 级 数 展开 式 * 375. 


如 果 当 z = 士 r 时 令 等 式 两 端的 值 是 一 co, 则 可 看 作 等 式 在 此 时 也 成 立 . 如果 在 In 符号 下 
将 余弦 用 它 的 绝对 值 来 代 蔡 , 则 新 的 等 式 对 于 一 切实 数值 > 皆 成 立 ! 
在 证 得 的 等 式 中 , 用  - z 代替 zx, 就 得 另 一 有 趣 的 展开 式 : 


In2sin 5 一 >- (0<Z< 27). 
关于 此 公式 的 推广 , 可 作 与 上 相同 的 说 明 ， 
最 后 举 几 个 展开 “接连 ”函数 的 例子 , 这 种 函数 在 区 间 不 同 的 部 分 上 是 用 不 同 的 分 析 表 示 式 
给 出 的 .® 


15) 设 
0， 如 果 一 +<z<0. 
f(z) = 
Zz， 如 果 0<zg. 
展开 这 函数 为 完全 的 依 里 叶 级 数 . 
由 公式 (1) 有 : 
1 1 /" A 
20 二 57 ， Zdz 一 玫 ， 
1 三 1 sinnzl” 1 ™ cos72TF 一 工 
an 一 一 TXcosnrdr = 二 2 一 一 一 | 一 一 sinnzdz = 一 -一 一 ， 
To i n lo nr n27 
即 
a 0,， a 2 
2k 二 U, 28 一 1 一 (2 一 了 5 
同样 
p= COS Nz _ (1)"!i 
下 n n 
展开 式 为 
Tt 2 。 sin 27 2 
f(z) = i CST+sing -3 Gr es37 
sn3z sin4z (Lr<z<T 
3 4 
16) 在 从 0 到 r 的 区 间 上 按 余弦 展开 函数 
1， 对 于 0<zx<gh, 
(a) fi(z)= 
0， 对 于 h<z&7; 
人 
1 一 一 ， 对 于 0gz<& 2h, 
(6) f(z)= 2 恒生 
0， 对 于 2p < zz 气 T. 
hh hn ; 
(a) y=/ dr = 2, m=2/ cosnzdz = 2 守信 
2 Th 开 T 


Q@ 然 而 与 以 上 已 研究 过 的 例子 比较 , 此 处 并 没有 包含 任何 新 的 原则 : 实际 上 ,2) 中 的 级 数 和 也 可 
看 作 是 由 许多 线性 函数 “接连 ”而 得 的 函数 (参考 图 124). 


“376 ， 


除 在 点 z = 二 h 外 ， 


2h | 1 > sinnh 
户 (z) = 克 和 加 
n=1 


而 在 点 x = h, 级 数 和 等 于 
(6) 


i 


人 
1 
5 


17) 求证 
(a) cosz— cos 57 cos7z _ Cos 11z 
5 7 11 
， sin57 sin7x sinllz 
(6) sinz— pa + 


18) 设 函 数 f(z) 由 下 列 各 等 式 定义 : 


COsZ, 
f(z) = 


— COS Z， 


按 余弦 展开 这 函数 ， 


第 十 九 章 健 里 叶 级 数 


[690] 


2 1— cos2nh 
yy a 


fa(z) = 2 + 


2n2h 


2 sin2 nh 
万 n2h 


) | (Og<z<”7). 


pa 当 0<z<= 时 ， 
ra 当 z= 他 时 ， 
= 0， 当 二 < < 刀 时 ， 
3 
re 当 z== 和 5 时 ， 
-2 当 衬 <z<7r 时 . 
pe 当 0<z< 人 时， 
2 当 了 <z< 等 时 ， 
pp 当 季 <z 时 . 


关于 0<z<3， 


关于 <z<" 


f(z) = 2 + D ls 


[690] 82， 通 数 的 傅 里 时 级 数 展开 式 .377. 


19) 求证 级 数 和 


oo 
3(cosz H sin Z) + >- 元 T[cos(4 十 1)z 一 sin(45 十 1)z 一 cos(45 十 3)7 一 sin(48 十 3)z] 


当 mr < z < mr+ 字 时 等 于 nsinz, 当 mr+ 了 了 <2z< 


(m 十 1)7 时 等 于 xcosz, 而 当 xz= 二 mr 或 (m 十 3) 和 时 等 于 
(~DmF (m= 0,+1,+2,..). //N 
20) 以 正六 边 形 的 边 长 a 为 半径 , 以 其 ( 互 不 相 邻 的 ) 三 顶 一 一 
点 为 圆心 作 圆 ; 圆 的 外 弧 构 成 三 叶 线 (图 132). 如 果 取 六 边 形 的 \7 
中 心 作 为 极点 , 取 通 过 一 圆心 的 直线 作为 极 轴 , 试 写 出 三 叶 线 的 \\ 
极 坐 标 方程 式 . 
提示 r= f(9)(--x < 0 < 7), 其 中 偶 函 数 f(9) 由 下 列 等 


式 定义 : 图 132 
2a cos 0， 关于 0<b< 了， 
f(0) = 2 
A T 
2acos (9 一 罕 )， 关于 本 O&A 
按 余 弦 展 开 此 函数 . 1 1 
等 不 一 二 | i 
答 BB ata.4 1 cos30 BFC0s601 8-10 90 (~r <0<7). 
21) 利用 已 知 的 展开 式 , 求证 
, 1 ~ (—1)" 
(a) i i (tLEN); 
(6) zcosz 3 sinz | 2 1 = Tsinmz (~r<Z<n); 


(B) sinz In2cos3 一 Tonz+ > i 


n=2 


了 sinnz (一 下 < 2 < 下); 


C1 


1 
(5) coszlIn2cos3 =3— 了 cz+ 和 与 2 cosnz (~ <r<). 


n=2 


22) 如 果 在 区 间 [0, 2r] 上 所 给 出 的 函数 f(x) 适合 条 件 : 
(a) j(2r —7z)= f(z) 或 (6) f(2r ~ 72) = -f(z), 


则 在 第 一 种 情形 下 , 所 有 的 bo = 0; 在 第 二 种 情形 下 , 所 有 的 an = 0. 
证 明 此 结果 三 者 从 公式 (1) 出 发 , 或 者 按 周期 性 开拓 而 得 的 函数 为 偶 函 数 或 奇 函 数 来 证 明 ]. 


附 ; 
因为 


2 在 区 间 [o, 2r] 上 的 展开 式 [2) 与 14)] 的 特性 ， 


Tz ， 27 一 2 
5 = pi ln 2 sin 


也 
= ln2sin 一 . 
n sin = 


: 378 ， 第 十 九 章 人 香里 叶 级 数 [691] 


23) 求证 : 如 果 在 区 间 [一 7, 7] 上 函数 f(z) 适合 条 件 : 
(a) f(z+7)= f(z) 或 (6) f(z+7)= -f(z), 


则 在 第 一 种 情形 下 ,azm-1 = 52m-1 = 0; 在 第 二 种 情形 下 ,azm = bm = 0. 

24) 限于 在 区 间 [0,r] 上 所 给 出 的 函数 , 求证 由 条 件 

(a) f(z 一 7X) = f(z) 可 导出 等 式 azm_1 = 0( 在 余弦 展开 式 中 ) 或 bzm, = 0( 在 正弦 展开 式 
中 ); 

(6) f(z 一 2) = 一 f(z) 可 导出 等 式 aam = 0( 在 余弦 展开 式 中 ) 或 bam -1 = 0( 在 正弦 展开 式 
中 ). 


附注 ”基于 此 点 , 可 以 预见 : 在 4) 中 函数 二 -二 与 工 的 正弦 展开 式 的 特性 ; 在 12) 中 函数 
sin 2mz 与 sin(2m 一 1)z 的 余弦 展开 式 的 特性 ; 以 及 在 13),17) 与 18) 中 各 展开 式 的 特性 . 


25) 仿照 第 689 目 中 的 推理 , 证 明 在 通常 的 条 件 下 , 能 将 在 区 间 [0, 了 |] 上 所 给 出 的 函数 在 这 
区 间 上 展开 为 只 含 偶数 或 奇数 倍 z 的 余弦 或 正弦 展开 式 . 求 出 系数 的 公式 , 并 应 用 于 各 例 . 

26) 设 已 给 函数 f(z) 有 周期 2r, 并 以 am, brm 为 其 传 里 叶 系数 . 求 用 这 些 系数 表示 “经 过 位 
移 的 ”函数 f(z 十 h)(h = 常数 ) 的 健 里 叶 系 数 Zn, bm. 

利用 在 681 目 中 关于 周期 函数 积分 的 说 明 , 有 


1 /7 1 1 
ma/ f(z+h)dz = :/ f(z)dx = ao, 
TT —7T TT 一 X 十 只 
Ah 


Gm = 工 / f(z+h)cosmzdz = i / f(x)cosm(z — hdr 
看 一 和 TT 一 7 十 
NX 十 hh 


x+th 
一 cos mh 工 / f(x) cos mzadz + sin moh. 工 / f(x) sin mzaz 
TT TT 
一 x 十 hh 一 7 十 刀 
= am cos mh + bm sin mh. 


同样 ， 


bm = bm cos mh — am sin mh. 


691. InT(z) 的 展开 式 ”作为 较 复杂 的 例子 , 我 们 按照 库 默 尔 (EB.E.Kummer) 的 方法 , 作 
出 函数 In T(x) 在 区 间 (0,1 上 的 健 里 叶 级 数 展开 式 . 

利用 在 第 688 目 中 关于 在 区 间 (0, 21] 上 的 函数 展开 式 所 作 的 说 明 (在 现在 的 情形 下 ,2! = 1)， 
求 出 下 列 形式 的 展开 式 : 


o0 
InT'(z) = 2 十 》 (an cos 2n77 + bn sin 2727r2)， 


n=1 
而 且 可 由 与 第 688 目 中 公式 (17*) 相仿 的 公式 求 出 其 系数 : 


1 
=2 InT(x) cos 2przaz (n= 0,1,2,...), 
0 


1 
m=2 mr(z)sin2nprzdz (n= 1,2,...). 
0 


[691] 82. 函数 的 傅 里 时 级 数 展 开 式 379 . 


但 我 们 要 指出 , 系数 an 几乎 不 加 计算 就 可 确定 出 来 . 事实 上 , 对 已 知 的 关系 式 [531,5°] 


27 


TI 一切 一 2sin TZ 


两 端 取 对 数 , 求 得 

InT(z) + nT(l ~ 72) = In27 — In2sinnz. 
函数 InT(1 一 z) 的 傅 里 叶 级 数 可 由 函数 In T(x) 的 傅 里 叶 级 数 中 将 z 换 成 1 - z 而 得 . 因此 含 
余弦 的 各 项 保持 不 变 , 而 含 正弦 的 各 项 变 号 . 两 级 数 相 加 , 得 


oo 
ao 十 >》 2an cos 272TZ， 


n= 二 1 


另 一 方面 , 如 果 利用 函数 ~ In2sin < 的 已 知 的 展开 式 [690,14)], 但 将 其 中 的 z 换 成 2rz, 则 不 
难 写 出 上 面 等 式 右 端 函数 的 健 里 叶 级 数 : 


oo 
jn 2 十 >》 二 COS 272TTZ ， 


n=1 


300 = 27， mm = 元 (n= 1,2,-...). 


计算 系数 5 要 复杂 得 多 . 从 InT(z) 的 公式 出 发 [540] 


® 一 ez | dz 
InT(z) = / [c 一 1)e ” 2 一 | ， 
0 工 一 e 书 


作 代 换 e = = t, 此 式 变换 为 


1 
1 一 妇 -1! | 
InT(z) = -z+1| 之. 
nD) / | it ?Tt | 


将 此 表示 式 代入 5% 的 公式 中 , 并 且 颠 倒 对 z 及 对 t 积分 的 次 序 , 得 


| 二 和 1 
bn 一 2 一 2 十 Tsin2mrZaz. 
名 


下 们 可 以 下 可 积分 次 序 的 理由 如 下 表示 式 


与 态 - 加 + sin 272TF2 
1—t Int 


作为 二 元 函数 , 只 是 在 t = 0 处 不 连续 . 但 此 表示 式 对 变数 上 的 积分 对 于 在 区 间 [0, 1] 上 的 2 一 


致 收敛 , 因为 
t?-1— | sin 2nxz| 
/三 = 1 -0-90| Sa 


< 1 _1 |sin2nrz| = < 1 .on 
1—7 |in7| z 1—7 |ln7l| 


“@ 不 难 验 证 在 t= 1 处 , 连续 性 事实 上 并 未 破坏 . 


. 380 ， 第 十 九 章 傅 里 叶 级 数 [691] 


由 已 知 的 定理 [521], 改变 积分 次 序 是 可 容许 的 . 
现 来 继续 计算 . 我 们 有 


1 1 
/ sin 2nnrxaz = 0, / zsin2nnzrdr = 一 LL 
0 0 2n7 


1 1 
_1. 1 。 
1 t* 1sin 2nrzdz = 了 / er nt sin 2nnrdz 
0 0 


。 ， r=1 
lnt .sin2m7r2 一 2727 COs 2NNAT pint 
一 


加 tln2t + 4mz2z3] 


(一 为 2p27 
0 tlhn’t+ 4n2n2] 


于 是 


1 
2n7 1 at 
p=2/ | + 二 | 代 . 
/ | tin2t + 4n27?] + | lnt 


在 这 里 令 上 = e “最 后 将 bn 的 表示 式 化 成 下 式 : 


b, 一 1 ~ | 1 _ ee du 
?nn 工 十 vw WU 
特别 推 得 册 
bi 一 :/ [es -er de 
Th 1+% 由 
由 此 


oo 
加 1 
mpn — bs - 工 / (e 2"*—e rd lnn, 
To wu A 


( 伏 汝 兰 尼 积分 ,495), 这 样 , 确定 一 切 系数 的 问题 化 成 了 确定 第 一 个 系数 的 问题 . 
回忆 欧 拉 常数 的 积分 表示 式 [535] 


(i 
0 1++u 好 

1 1 /™ 1 1 du 1 1 ,or du 
-1c-+/ (Ha-s)e+:/ te 


但 第 一 个 积分 可 以 直接 计算 出 来 , 它 等 于 零 ; 第 二 个 积分 等 于 EIn 27( 又 是 伏 汝 兰 尼 积 分 ). 最 后 
得 


则 


bi 一 i(C 十 Jn 27). 
从 而 得 
b= 二 (C + In2nn). 
所 求 展开 式 的 形状 是 


Ce 
lnT(z) =InV27 十 > 元 COS 2727rZ 十 志 (C +in2n7x)sin2nxz (0<z<1). 


n=1 


[692] 83. 补充 .381 ， 


83. 补充 


692. 系数 递减 的 级 数 ”直到 此 时 为 止 , 我 们 是 从 预先 给 定 的 函数 出 发 , 将 它 展 
为 傅 里 叶 级 数 ， 而 应 用 到 确定 可 展开 函数 为 傅 里 叶 级 数 的 充分 条 件 . 在 少数 简单 的 
情形 下 , 反 过 来 可 证 明 已 给 的 三 角 级 数 收 敛 于 某 一 绝对 可 积分 函数 , 并 且 是 这 函数 
的 傅 里 叶 级 数 . 我 们 在 这 里 叙述 杨 (W.H.Young) 的 有 关 人 研究 . 

我 们 将 讨论 下 列 形状 的 级 数 : 


(C) 和 + 于 we (S) Sg sinvs, 


v=1 


而 且 恒 假定 系数 g, 是 正 数 , 并 且 单 调 减 趋 近 于 零 . 如 我 们 所 知 [参考 第 430 目 末 ]， 
在 任 一 不 含 点 2kx(k = 0, 土 1,…) 的 闭 区 间 上 , 两 级 数 均 一 致 收敛 . 用 f(x) 表示 级 
数 (C) 的 和 , 用 g(x) 表示 级 数 (S) 的 和 ; 两 函数 都 有 周期 2r, 并 且 除 去 形 如 2kr 的 
各 点 外 , 处 处 连续 . 在 这 些 例 外 点 , 级 数 (C) 可 能 发 散 .@ 因为 函数 了 是 偶 的 ,9 是 奇 
的 , 因此 只 需 在 区 间 [0, 了 ] 上 进行 讨论 . 

1 如 果 函 数 /或 由 绝对 可 积 , 则 级 数 (C)[ 或 (S)] 是 它 的 傅 里 时 级 数 .加 

(a) 用 sin mz(m = 1,2,…) 乘 函 数 9 的 展开 式 : 


OO 
9(z)sin mz = 》 qv Sin vy: sin meg, 


v1 


即 得 在 区 间 [0, 7] 上 一 致 收敛 的 级 数 . 事实 上 , 因为 


Co ( + 
S 二 0 一 COS. 二 上 7 
La 2 ”3 
>》 ”sinyz = 一 一 一 一 一 ， 
v=1 2sin 了 
则 
也 
< [smnmz| < We 


> sin vz Sin mz 


v=1 


然后 在 这 里 应 用 狄 利克 雷 判别 法 [430]. [我 们 在 这 里 应 用 初等 不 等 式 


T 
Sin ~ 一 
2 


|sinz| <z (z 关 0)， sinz> 22 (0 <z< 7) .| 
在 这 种 情形 下 , 可 将 级 数 从 0 到 r 逐 项 积分 , 求 得 


gm 一 =/ g(x) sin mzadx. 
0 
级 数 2g 收 令 , 风 级 数 (0) 及 (S) ， 吾 八代 连续 本 数 四 级 数 训 是 过 亲征 纺 症 
数 的 傅 里 叶 级 数 [678]. 下 文 只 在 级 数 > gu 发 散 时 有 意义 . 
G 这 定理 是 一 个 很 难 证 明 的 一 骤 定 世 [参考 750, 751] 的 特殊 情形 , 在 这 里 我 们 宁可 就 所 考虑 的 
简单 类 型 的 级 数 来 解决 这 个 问题 . 


. 382 . 第 十 九 章 傅 里 时 级 数 [692] 
(6) 转 到 讨论 函数 f, 用 1 一 cos mz 乘 它 的 展开 式 


1 
~go(l ~ cosmz) 十 > qv COS vz (1 ~ cos mzx) 


v=1 


上 一 致 收敛 . 要 想 证 明 此 点 , 只 需 注 


f(x)(1 — cosmz) = 


由 犹 利克 雷 判别 法 , 这 级 数 同样 在 区 间 [0, 了 ] 
. 1 
1 n sin (n 十 3) I 
3 + > coszz = 一 ) (1) 
v=1 2 sin 二 人 
2 
因此 
1 1 — cosmz 
(1 ~— cos mz) 十 >， cosZZ(1 ~ cosmz)| < 了 
v=1 2sin 一 2 
2 
工 272 
< 2 可 = -m2nr < -m2n? 
7 
n 


| 应 用 不 等 式 :1—cosz< 322| 
逐 项 从 0 到 r 积分 , 得 
wom=2 | fdr- 3 { fe) cosmad (m = 1,2 ) 


在 这 里 取 m 一 +oo 时 的 极限 . 由 假设 ,on 一 0, 又 由 第 682 目 中 的 基本 引 理 , 上 式 最 


， 
后 一 个 积分 也 趋 近 于 零 . 这 样 ,首先 得 
w=2/ roar 


然后 普遍 地 求 得 ,a 
gm 二 一 [ 了 (z) cos mzdz, 
TJo 
至 此 证 明 完 毕 . 
2°。 ”如果 级 数 册 
> = (2) 


收敛 , 则 两 级 数 (C) 及 (S) 各 确定 一 个 绝对 可 积 的 子 数 (并 且 因 此 是 这 两 函数 的 侍 


里 叶 级 数 ). 
因为 讨论 上 两 级 数 的 方式 相同 , 所 以 我 们 只 限于 讨论 级 数 (C) 


1 
Qn = F300 + +n, 


[692] §3， 补 充 


我 们 逐步 求 得 
co On 1 co 1 no 
2 1 n(n+1) 3% + 2 nat) 2 
-+ jo+ > = 50+9; 
在 这 里 , 我 们 交换 了 两 个 求 和 步骤 的 次 序 [393] 并 且 利 用 了 显而易见 的 等 式 


oo 


1 1 
2 a n(n+t1) = 了 以 及 一 般 的 Dat TD i) vv. 


现 设 


对 于 zx 的 这 些 值 ,f(z) 表示 如 下 式 : 
f(z) = G3 一 40 十 Deen) 十 3 Gu COS VT. 


v=Nnt+l1 


" 383: 


(3) 


第 一 个 和 式 的 绝对 值 按 @; 来 估 值 . 为 了 估 值 第 二 个 和 式 , 将 阿 贝尔 引 理 [383] 应 用 


到 表示 式 
n+m 
>， Gy COS LT. 
v=n+t+l1 
因为 | 
n+p ain (nt p+3) 2-sin (n+ 2)e 
2 2 1 
>， COST = | 一 一 一 一 < I 
v=ntl 2 sin 37 sin 57 
则 
nt+m g 
>， gy coSZZ| < 一 下- < Tgnt1 < qn < (n+ 1)gn 
v=n 二 tl1 


sin 327 
在 趋 近 于 极限 时 , 第 二 个 和 式 的 同一 估 值 保持 有 效 , 故 最 后 得 
JolgQns+(m+1lon (= 所 Zr 去 ) . 
在 这 种 情形 下 [参考 (3) 及 (2)]， 


fie laz = er (z)ldz 


< 人 ia eye 十 (n+ 1)gn] 二 不 (io +20) ; 


“384 ， 第 十 九 章 傅 里 时 级 数 [692] 


因此 函数 f(z) 确 是 绝对 可 积 . 只 需 应 用 1° 就 可 完成 这 定理 的 证 明了 . 

我 们 以 后 可 以 看 到 [731], 级 数 (2) 的 收敛 性 同时 是 级 数 (S) 为 傅 里 叶 级 数 的 必 
要 条 件 , 因此 对 于 级 数 (S) 所 得 的 结果 , 不 能 再 加 改善 ， 而 级 数 (C) 的 情况 则 不 相 
同 : 这 里 所 提 到 的 条 件 决 不 是 必要 条 件 . 对 于 这 种 情形 , 我 们 还 要 举 出 上 面 没有 包括 
的 另 一 充分 条 件 . 

3° 如 果 差 数 Aq = 9, 一 gv+1 随 着 2” 增 大 而 单调 减 小 , 则 台数 f(x) 是 非 负 的 
并 且 是 可 积 的 [级 数 (C) 是 它 的 傅 里 叶 级 数 ]. 

对 部 分 和 ， 

Cn(z) = 5 十 > qucosvx (zx >0) 


v= 二 1 


作 阿 贝尔 变换 [383]. 考虑 到 (1), 求 得 


1 {局 | 1 | 1 
Cn{(z) = Adu : sin "十 可 儿 并 十 gn sin nt+3 rr?. 
0 


2 sin 37 v= 


再 对 所 得 和 式 作 阿 贝尔 变换 . 如 果 为 简单 起 见 , 令 Ag, - Adw+i = Ad 并 考虑 到 


mm 
1 1— 1 
Dsin (s+ 3) = N+, 


1 
v=0 2Sin 一 
Sin pi 


则 Cn(z) 化 成 下 列 形 式 : 


了 一 2 
> A2g (1 — cos(v + 1)x) 
2 


— 冯 v 二 0 
2 


Cn (x) = 


4sin 


m (n+ 3) 
1 — cosnz Sm +3 T 
十 Adn -1 1 十 qn: TT 
4sin a7 2 sin 37 
因为 当 ”一 +co 时 ,上 式 最 后 两 项 趋 近 于 零 , 所 以 在 取 极 限时 ， 即 得 用 非 负 的 
连续 函数 所 作成 的 了 (x) 的 展开 式 : | 


oo 

> 工 一 Cos(Z 十 1 二) 
f(z) 一 A?2g, » 1 +t Ds 

v=0 4sin2 37 


(由 假定 , 系数 A2z 是 非 负 的 ). 由 此 可 见 , 函数 f(z) 也 是 非 负 的 . 
为 了 证 明 这 函数 的 可 积分 性 , 我 们 利用 第 518 目 中 的 推论 , 以 及 将 该 推论 换 述 
为 级 数 情形 所 作 的 说 明 . 只 要 下 面 的 级 数 收敛 , 则 可 写 出 


™ ~ 1— 上 +1 
| f(ar = DA 1/ 1— cosv + Dr, 


I 
4sin? = 
SIn oT 


1692] 83， 补 充 


因为 


. 1 
2 SI AL 十 一 2 也 3 
1—cos(v + 1)z ( ;) 1 
= 一 = 》 5+2 COS AZ ，， 

4sin” 二 2 HL=0 28Sin 一 忆 LL=0 A 和 =1 

2 2 
则 直接 可 得 . ， 
一 cog(z 十 jz Ty 41) 
0 :2 1 2 
4 sin 37 


[参考 309,5)(6)], 因此 


三 f(z)dr = yuw + 1)A?g,. 
0 2 2 一 0 
现在 还 只 需 证 实 上 式 右 端的 级 数 收 敛 , 

在 375,3) 中 , 我 们 已 经 看 到 如 果 有 单调 减 的 正 项 级 数 


> 
v=0 
收敛 , 则 条 件 
va,— 0 
必须 成 立 . 由 此 还 可 知 , 级 数 
> (+l(ov - ai) = yw + 1)Aa, 
2 一 0 v=0 


收敛 且 与 级 数 (4) 有 相同 的 和 数 : 此 点 可 由 恒等式 
如 一 n—l1 
> 二 1)(@y ~ Qav+1) = > QnNan 
v=0 v=0 


看 出 . 现在 如 果 取 av = Aw, 则 有 


D+DAg = 》 Ag = go， 


Z=0 v=0 
最 后 得 ， | 
/ f(x)dz = F390. 
定理 便 已 得 证 . 
例如 , 级 数 


oo 
COSNT 


n=2 Inn 


" 385 : 


:386 . 第 十 九 章 储 里 叶 级 数 [693] 


适合 于 这 定理 中 的 条 件 ; 这 个 例子 所 以 值得 注意 是 由 于 对 于 它 不 能 应 用 定理 2", 因 
为 级 数 


发 散 [367,6)]. 


附注 如 果 在 级 数 (C) 与 (S) 中 , 将 变数 xz 换 成 z + m 则 得 系数 变 号 而 其 绝对 
值 减 的 级 数 . 对 于 这 类 级 数 , 已 证 明 的 各 定理 还 是 保持 有 效 . 


693. 三 角 级 数 借 助 于 复 变 量 解析 函数 的 求 和 法 ”在 许多 情形 下 ， 当 研究 形 如 
(OC) 或 (5) 的 级 数 之 系数 时 , 能 证 明 这 些 级 数 收敛 (可 能 除去 若干 个 别 的 点 ), 且 为 其 
和 的 健 里 叶 级 数 (可 参考 前 目 ), 但 在 所 有 这 些 情形 下 , 自然 要 产生 下 一 问题 : 怎样 求 
出 这 些 级 数 的 和 ? 或 者 更 正确 地 说 , 如 果 级 数 的 和 一 般 地 可 用 初等 函数 表示 为 有 限 
的 形状 , 则 怎样 将 它们 表示 成 为 这 种 形状 呢 ? 早 在 欧 勒 (与 拉 格 朗 日 ) 就 已 成 功 地 应 
用 了 复 变 量 解析 函数 求 出 三 角 级 数 的 有 限 形 和 , 欧 勤 方法 的 思想 将 叙述 如 下 . 

设 对 于 某 一 组 系数 {gq,}, 两 级 数 (C) 与 (S) 在 区 间 f0,2r] 上 (可 能 除去 若干 个 
别 的 点 ) 处 处 收敛 于 函数 f(z) 与 g(z). 现 考虑 具有 同样 系数 , 且 用 复 变量 z 所 作成 
的 寡 级 数 : 


1 OO 
5% + 2 gz". (5) 
v=1 


由 假设 , 在 单位 圆 的 圆周 |z| = 1 上 , 即 当 z = ei? 时 , 除 在 若干 个 别 的 点 外 , 这 级 数 
收敛: 


1 — 1 ec 
5% 十 De =3% 十 2 (eos + isinvx) 


= f(x) + ig(7). (6) 
在 这 种 情形 下 , 由 熟知 的 寡 级 数 的 性 质 , 当 |z| < 1 时 , 即 在 单位 圆 内 , 级 数 (5) 显然 
收敛 , 且 在 那里 定 出 某 一 复 变 量 函 数 p(z). 利用 已 知 的 初等 复 变 函数 的 展开 式 [参考 
第 十 二 章 ,45], 我 们 常常 能 将 p(z) 化 为 这 些 隐 数 . 于 是 对 于 z = retz(r < 1), 就 有 
v=1 
又 由 阿 贝尔 定理 [456], 只 要 级 数 (6) 收敛 , 它 的 和 可 以 作为 极限 
f(7) +ig(7) = lim plre™”) (7) 


而 求 得 . 通常 这 极限 就 等 于 yp(e 他 ), 由 此 可 以 计算 出 函数 f(z) 与 g(x) 的 有 限 形 状 . 


[693] 8$3， 补充 ,387 


例如 , 设 给 出 级 数 


> COS LT 及 PD Sin vz 
Uv 


v=1 
由 前 目 中 所 证 明 的 断 语 可 得 结论 : 这 两 级 数 收敛 (第 一 个 级 数 除去 在 点 0 与 2r 外 )， 
并 且 是 它们 所 和 定 出 的 函数 f(x) 与 g(z) 的 傅 里 叶 级 数 . 可 是 这 些 函 数 究 竟 是 什么 呢 ? 
要 回答 这 问题 , 作出 级 数 


OO 2 
由 于 这 级 数 与 对 数 级 数 [458] 相似 , 不 难 求 得 其 和 为 
p(z)=—In(l1~z)= In 1 一 (|z| < 1), 
因此 
1 


pz) +ig(z)= jn Ts (x # 0, 27). 


由 简单 的 计算 , 得 


1 1 1 . sinz 


1 一 et (1 一 cosz) 一 ;sinz 2 + ?30 — cos) 


= (3-H) tisin (3 -3)], 


9 一 
Sin 5 


所 以 这 表示 式 的 模 数 是 一 一 二, 而 辆 角 是 全. 故 


2 sin 一 
2 


1 .TX .A 一 zy 
ns = -in2sins +i 5 » 


因此 , 最 后 求 得 


f(z) = -In2.sin3, g(x) = 一 (0 < zx < 27). 


我 们 已 经 知道 了 这 些 结果 [690,14) 与 3)], 并 且 过 去 有 一 次 也 是 用 “复数 的 ” 推 
理 求 得 的 [461,6)(6)]; 但 以 往 我 们 是 从 函数 与 9 出 发 的 , 而 现在 是 从 解析 函数 w 
出 发 的 . 在 这 里 两 个 级 数 本 身 是 我 们 讨论 的 起 点 . 读者 可 以 在 下 一 目 中 找到 另 一 些 
类 似 的 例子 . 

再 次 强调 指出 : 必须 预先 确 知 , 级 数 (C) 及 (5) 收敛 , 我 们 才能 够 应 用 极限 等 式 
(7 ) 但 由 等 式 厂 清 极限 行 在 ， 个 能 断定 两 级 数 收敛 . 为 了 要 用 例 


oo 


,So 与 sinvs. 
v=1 v=1 


.388 . 第 十 九 章 傅 里 时 级 数 [694] 
但 是 如 果 作 出 与 它们 相对 应 的 级 数 

1 之 ,1 1 

512 -I 


则 当 点 z = rei? 沿 着 单位 圆 的 半径 趋 近 于 圆周 上 的 点 ez 时 , 这 级 数 的 和 有 完全 确 
定 的 极限 


1 1 _. sinz 
1_-exs 3 21 cosx) 
如 果 预 先 不 能 断定 级 数 (C) 与 (S) 收敛 , 则 等 式 (7) 只 能 看 作 一 种 导入 法 : 先 由 
这 等 式 求 得 函数 /与 g, 然后 计算 它们 的 健 里 叶 系 数 , 只 有 当 这 些 系 数 与 已 知 级 数 
的 系数 一 致 时 , 才 可 应 用 我 们 所 已 知 的 健 里 叶 级 数 收 敛 性 判别 法 . 


694. 例 在 下 面 所 有 各 题 中 , 请 读者 证 明 所 设 级 数 的 收敛 性 . 
1) 求 下 列 各 级 数 的 和 : 


(0 < zx < 27). 


cosZ | COS 27 COS nz 

(a) 工 十 + 二 二 
Sin sin2zx Sin nz 
oe + 和 1 


2 人 =1+》 三 =e@ 
z2 一 1 
所 以 


cos ri+isinz cosw| 


ple”®)=e 一 e cos(sin z) + isin(sin 2)]. 
由 此 得 
(a) f(x) = ec cos(sin 2), g(x) 一 es sin(sin 2). 


2) 求 下 列 级 数 的 和 : 


COST cos37 Cos 5 . 6 Sin sin3z sin5z . 
(2) -了 to; (0) BT 
Cos27 cos4dzx sin27 sin4dx sin6zx 
©) 1 DD ama 


,2 2 2 . 
snz 二 村 一 可 十 可 一 ; 
在 情形 (8)、(r) 下 , 它 等 于 
2 4 
cosz=1 一 下 十 而 一 …: 


利用 将 复 变 量 的 正弦 及 余弦 分 解 为 实 虚 两 部 分 的 展开 式 [459] : 
sin(a + Bi) = sin achfb + icos oshp, 
cos(a 十 Pi) = cos achp — isin oshp. 
中 我 们 保持 上 目 中 的 记号 . 


[694] 83.， 补充 


答 (a) sin(cos zjch(sin z)， (6) cos(cosz)sh(sin x), 
(B) cos(cosz)ch(sin z)， (r) sin(cos z)sh(sin z)， 
3) 求 下 列 级 数 的 和 : 
1+ ey; (© > ey; 
(8) > "加 Coa nz ， (r) > D" 吕 sinnz. 
(可 2 1)™ Tcos nzi (e) 和 Cn 二 
COS nz > nl sinnz 
> 0 TDRTO © 2 1 mint 


(a),(6). 解 ”与 这 两 情形 相对 应 的 级 数 


I Sin nz; 


2 3 
不 能 直接 求 出 已 知 的 初等 晴 数 , 但 是 如 果 利 用 显明 的 等 式 
1 ll 
nn+l1) n ntl 
将 级 数 变 换 如 下 : 
z2 2 A 22 23 
14 {2- 和 后 + 生 一 …)+- 儿 + 邱 ~ 委 +…， 


则 由 对 数 级 数 [458] 不 难 求 得 
ef(z) 二 1 十 In(1 十 zz) 十 Thn( 十 2) 一 zz] 二 (1 十 2) In(1 + 2). 
现在 在 这 里 代入 zx = ezz 二 cosz isinz. 即 有 


工 十 z 一 (1 +cosz) +isinz =2cos3 (cos3 +isin3), 


因此 (对 于 0 < z <7) 这 表示 式 的 模 数 是 2cos 3 二 , 其 辐 角 是 3 , 并且 


In(1 十 2) = In 2cos < 了 十 这 
最 后 得 
ofe=) = [(1 十 cosz) -isinz]. [In2co0s3 十 河 ] . 
由 此 对 于 一 x < z < mr 
Z 1 . 
f(x) = (1 + coszx) In2cos + 5Zsin 7， 


9(z) = 32(1 + Cos x) — sin x ln 2 cos 3 


. 390 ， 第 十 九 章 傅 里 叶 级 数 [694] 


(gj~(a) 提 示 “ 在 所 有 各 情形 下 , 利用 对 应 的 等 式 


1 1 1 1 了 1 1 1 
n2—1 =3 (7 77) n2—1 = 了 (二 + HT)， 
1 1 1 
(mimtd) ntl nro 

就 不 难 化 为 对 数 级 数 的 问题 . 

答 6 (cosz 二 cos2z)In2cos 3 十 3 (sing 十 Sin 2x) ~— cosZ, 

(3) (sin z + sin 27) In 2 cos 了 一 5(cos 2Z 十 cos27) — sinz. 
| 关于 (B)~(e) 参考 690,21) .] 

4) 求 下 一 级 数 的 和 : 

CD cos(2n — 1)z 


也 
n=1 


提示 w(z) = ln(1 十 22). 
答 限制 在 区 间 0<z< x 上 ,有 


cosx ln2cosz + zsinz, 对 于 0 < z <3， 
f(z) = 


cosz ln2|cosz|+ (x — x)sinz, 对 于 了 <ZEN 


5) 求 下 列 级 数 的 和 : 


COS 守 上 2os 37 cos4z 十 


(a) 2.3 3.4 ’ 
二 COS 3 COS 47 


(6) 7 ta3.413.4.51 
提示 和 前 
LT 及 1 
(7 一 1 (nC— 1)n(nt 1) 
的 “简单 分 数 ” 展 开 式 , 则 化 为 Im 了 z 的 问题 . 


答 ”在 两 种 情形 下 , 关于 0 La Z < < 27, 


(a)} {1 — cos zx) In2sin < 一 sin z+ cosz; 


2 
(6) (1— coszx)ln2sin 3 十 Teosz 一 > 
6) 求 下 列 级 数 的 和 : 
00 加 国 De 
(a) > 1 on 了 (6) > _1)"! en )z 


(s) > TD"- :和 i 


(a),(6). 解 ”作出 级 数 


0 2n—1 
~ nl 之 
2 )” 


[694] 


83. 


补充 “391 ， 


于 其 中 可 看 出 反正 切 函 数 


arctgz 一 


的 展开 式 ; 除去 z = 士 ; 外 , 这 展开 式 关 于 |z| < 


在 这 里 令 z = e*”, 并 且 限 于 区 间 0 系 x 


工 十 好 
工 一 这 


因此 这 表示 式 的 模 数 为 |tg (了 一 三)|, 其 辐 角 


=m| 


1 
1— zi 


In 


并 且 


和 .1 
arctgz 一 士 玫 十 全 


这 样 ， 


且 关 于 这 些 x 的 值 ， 
1 nt 
g(x) = 3 In | 的 


(a) 提示 “合并 刚才 所 得 的 结果 及 习题 4 


~ 3(cos zn2cosz+ 


4 
7) 求 下 列 级 数 的 和 : 


(a) cos z 十 1 Se 


1 sin3z 
6 二 
( ) sinz + 3 3 


lecos3z 
2 .3.4 


1. 
2 . 
1 
2. 


Cos oz 
5 


1.: 
2 . 二 
1.3sin5z 
2.4 5 
1.3 cos 5 
2.4 5.6 
(1) sinz 1 sin3z 1:3 sin5z 

1.2 23.4 2.45.6 
解 ” 关 于 情形 (a) 及 (6) 


COS 全 


(3) -3 


2. 


Qn — 3)1 
(2m 一 


三 低沉 


p(z) = 


[459]. 其 次 , 关于 0 < 


TNA 


arcsine'” 一 arcsin 


和 XT, 但 除去 点 z = 


CosZ 
1 十 Si 


十 一 


-二 一 (coszln3| cosz| 十 (z — 7) sin 2), 


3 . 
4 
.3. 
4. 
1.3.5cos7z 
4. 


cosz 
V1li+sinz 


1 In 工 十 这 
27 1 一 这 
1 成 立 [459]. 


. 则 有 


nr 


馈 ( 了 一 


了 或 > > 了 而 定 ， 所 以 


3)|+3 


中 -和 人 


中 的 结果 , 求 得 


7 sin 2), 


5 coSs 72 
.6 7 
5 Sin 7 


7 


6 


6 7.8 


n—1 


3)1 22 


一 arcsin 之 
2)1 2m 一 1 


+iln(V1 sinz + Vsin 27). 


.392 . 第 十 九 章 傅 里 叶 级 数 [695] 


知道 了 表示 式 右 端的 正弦 实际 上 等 于 e*, 则 易于 验证 此 点 .1 又 由 方程 
sinwchyvy = cos xz, cosvushyv = sin 


求 得 wv, 就 不 难 推出 上 面 的 表示 式 . 这 样 ， 
Coszx 


Vi+sinz’ (Og<zx<&”). 
g(z+) = In(vV1 + sinz + Vsin x) 


关于 情形 (a) 及 (r), 得 级 数 


f(x) = arcsin 


[460]. 因此 关于 0g<z<&n, 


f(z) =arcsin -一 ce 十 V2sin cos (3 十 7) — COS 0 


V1i+sinz 
g(7)=In(V1 + sinz + Vsinz) — V2sinz sin (3 十 7) 十 Sin Z. 


695. 傅 里 叶 级 数 的 复数 形式 ”重新 考虑 以 2x 为 周期 且 在 任 一 有 限 区 间 上 绝 
对 可 积 的 任意 函数 f(z), 并 考虑 与 这 函数 相对 应 的 傅 里 叶 级 数 


OO 
f(z) ~ 了 十 > am COS MZ 十 bm Sin mz. (8) 


m=1 


级 数 的 系数 由 下 列 公式 确定 : 


om 人 f(w cosmudu (m=0,1,2,..), 
bm =3 {fl sinmuau (m = 1,2,...). (9) 
现在 如 果 将 cos mz 与 sin mz 用 纯 虚 变量 的 指数 函数 表示 式 来 代替 [457]: 
cos mz = se™ + e ™®’), 
snme = 工 ena ome) -Ecom ena) 


14) 右 端 并 非 简单 地 是 Arcsinz 的 一 个 值 , 而 即 是 用 arcsin z 表示 的 主 值 , 这 样 一 件 事 可 从 主 值 的 
定义 立即 得 出 [参看 459]. 


[695] §3， 补 充 . 393 ， 


则 得 级 数 
f(z) ~ 了 十 二 l(a 一 bmi)e em 十 5(onm 十 bmi)e ™™. 
此 式 可 简单 地 写成 : 
f(z) ~ 3 Cke ee (10) 
天 一 一 Co 
其 中 
-3 = 2 bm? = bmi 一 1,2 11 
co 一 540， cm = 3 (am 一 m2), Cm = 3(am+ ni), (m= 1,2,...) (11) 
因此 
C_m = Tm (12) 


圭一 表示 式 是 函数 f(z) 的 傅 里 叶 级 数 的 复数 形式 . 
如 果 级 数 (8) 收敛 于 函数 f(z) 的 充分 条 件 成 立 , 则 级 数 (10) 也 收敛 于 同一 和 
数 , 不 过 只 要 (由 求 得 级 数 的 方法 可 知 ) 将 求 和 的 手续 了 解 为 求 对 称 的 部 分 和 


nn 
S Ce 


7 一 一 亿 


在 n 一 二 oo 时 的 极限 . 然而 如 果 级 数 


分 别 收 敛 , 则 上 面 所 说 的 极限 可 由 这 两 级 数 的 和 相 加 而 得 . 
如 果 考 虑 到 欧 勒 - 侍 里 叶 公 式 (9), 则 由 公式 (11) 所 确定 的 展开 式 (10) 的 系数 
cm 可 一 律 写成 : 


1 ™ ; 
cn = 去 / f (we "idu (mm == 0, 土 1, 士 2，. .). (13) 


如 果 设 孙 数 J ) 能 展开 为 级 数 (10)( 因 此 能 用 = 代替 ~ 小 我 们 用 e-"”i 乘 等 式 的 两 
端 , 再 从 一 x 积分 到 7 并 在 等 式 的 右 端 逐 项 积分 ， 则 也 可 直接 求 得 这 些 系数 , 而 与 
系数 om 及 | bm 相似 [678]. 
如 果 有 复 清 数 
f(z) = fi (2x) + if2lz), 
其 中 有 及 fo 为 属于 所 考虑 类 型 的 实 消 数 , 则 函数 的 传 里 叶 级 数 很 自然 地 称 为 函 
数 所 与 2 的 健 里 叶 级 数 的 形式 和 , 而 预先 须 用 i 乘 f 的 健 里 叶 级 数 的 各 项 . 在 复 
@ 请 回忆 , 如 果 z 是 复数 , 则 符号 z 表示 与 它 相 共 罗 f 的 复数 . 
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数 形式 下 , 函数 f 的 伟 里 叶 级 数 有 (10) 的 形状 , 其 中 系数 c, 和 刚才 一 样 , 可 用 公式 
(13) 表示 出 来 (但 在 一 般 的 情形 下 , 当然 不 能 肯定 系数 cm 与 c_m 的 共 罗 f 性 ). 

有 时 很 自然 就 直接 得 到 函数 的 傅 里 时 级 数 展开 式 的 复数 形式 . 作为 一 例 , 回忆 贝 塞 尔 函数 的 
母 函 数 及 其 展开 式 [395,14)]; 


不 难看 出 , 这 展开 式 对 于 不 等 于 零 的 一 切 复 值 z 党 成 六 在 这 里 , 令 z = e”, 则 得 
eisine 一 5 Jn (a)e™™’, (14) 
复 函 数 
erisinz 一 cos(asinz) 十 isin(asinz) (15) 


就 已 被 展开 为 (10) 型 的 级 数 , 此 级 数 对 于 z 一 致 收敛 宇 ( 由 于 寡 级 数 的 性 质 ), 并 且 因 此 显然 为 此 
复 函 数 的 傅 里 时 级 数 ， 
回忆 
JJ-m(a) = (—1)™ Jm(la) 
[395,14)], 将 求 得 的 展开 式 改写 为 下 列 形式 : 


Jo) + ,Jnlo)le™™ 十 (me 


m=1 


oo Ce 
=Jo(0) + 2 Jor(a) cos2kz + 2 Joan-1(0) sin(2k 一 1)z， (16) 
k=1 天 一 上 


分 别 比较 表示 式 (15) 及 (16) 的 实数 与 虚数 部 分 , 即 得 有 趣 的 展开 式 : 


oo 
cos(asinx) = Jo(a) +2 > J2k(Q) cos 2kz, 
k=1 


oo 
sin(a sinz2) = 2 > J2k—1(0)sin(2k 一 1)z， 
k=1 


在 此 处 将 x 换 成 > 十 3 还 能 得 到 另外 两 个 展开 式 : 


oo 
cos(acos7x) = Jo(a)+2 (~D*Jor(0) cos 2kz, 
k=1 


sin(acos xz) = 2 >》 (-D" Jak -li(a) cos(2k — 1)z, 


k=1 
最 后 , 如 果 应 用 公式 (13) 来 计算 展开 式 (14) 的 系数 , 则 得 熟知 的 贝 塞 尔 函 数 的 积分 表示 式 : 
h(a) = 去 / elo sinz—ne)igy 一 二 cos(a sinz — nz)dz, 
这 公式 我 们 已 经 遇 到 过 好 几 次 了 . 


@ 我 们 分 别 考察 两 级 数 立 呈 ,与 苹 - ，， 


[696] 83， 补 充 . 395 . 
696. 共 二 级 数 ” 具 有 任意 实 系 数 的 三 角 级 数 


oo 
Qa ， 
也 十 》 Qm CoOS MZ 十 bm sin mz (17) 


m=1 


可 以 在 形式 上 当 作 复 变 数 > 的 寡 级 数 
2 十 2 (om — bmi)z™ (18) 


在 z= e?i 时 的 实数 部 分 . 事实 上 , 这 时 


Zz = Ee? ~ cos mz + isinmz 


并 且 
(am — bmi)z™ = (am Cos mz + bm sin mz) + i(—bm Cos mz 十 am sin mz). 


级 数 的 虚数 部 分 也 可 在 形式 上 表示 为 级 数 
> (—bm cos mz + am sin mz). (19) 
m=1 

级 数 (19) 称 为 与 级 数 (17) 共 罗 . 

与 某 一 (以 27 为 周期 并 且 绝 对 可 积分 的 ) 函数 f(z) 的 储 里 叶 级 数 相 共 轿 的 级 
数值 得 特殊 注意 . 与 传 里 时 级 数 (17) 本 身 收敛 性 问题 相 平行 , 特别 能 提出 共 思 级 数 
的 收敛 性 的 问题 . 但 是 在 这 种 情形 下 , 由 于 事先 不 能 自然 地 预料 到 共 斩 级 数 的 和 是 
什么 , 所 以 产生 了 额外 的 困难 . 

与 在 第 681 目 中 一 样 , 我 们 开始 先 作出 在 z = zo 处 级 数 (19) 的 部 分 各, (xo) 
的 适当 表示 式 . 将 系数 ao, al 六，…… ,am, bm,…， 用 它们 的 积分 表示 式 来 代替 [参考 
(9)], 则 逐步 求 得 : 


n 
~ 1 三 . . 
Sn(z0) = > = / f (2){— sin mu cos mzo + cos mu sin mzo]ldu 
mm 二 1 一 开 


= 广 f(u) > sinm(u ~ zo)du. 
一 下 mm 二 1 


如 果 用 公式 
n | cos3t— cos (n+ 5) 
>》 sinmt = I 
m=1 2 sin zt 


外因 为 我 们 不 知道 这 级 数 是 否 收敛 , 所 以 这 里 只 能 说 在 形式 上 . 
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变换 积分 号 下 的 和 式 , 则 各 (zo) 的 表示 式 取得 下 列 形式 : 
1 rr cos3(u — 20) ~ cos (n+2) (u— zo0) 
Go = 让 OOOO 
—7™ sin 3 一 20) 
这 积分 与 狄 利克 雷 积 分 相似 . 
换取 区 间 [zo 一 ,zo 十 如, 并 利用 代 换 ww 一 xo = 与 第 681 目 中 一 样 , 求 得 


1 1 
COS 一 上 一 COS n+3 t 


au(zo)=- 均 广 f(xo 上 一 一 一 一 人 
一 下 Sin ~t 
2 
COS 一 2 一 COS [多 十 一 
-去 人 w(t) ( 下: 一 一 一 一 一 沙 (20) 
sin 一 2t 
其 中 为 简单 起 见 , 已 令 
wt) = f(zo +t) ~ f(xo—t). (21) 
如 果 假 定 积分 
页 = - 交 | dt (22) 
7 ?teat 
收敛 , 即使 不 是 绝对 收敛 , 则 可 写 出 : 
] Ar COS (n 十 ;) t 
‘Sn(X0) ~ So0=— [ 的 一 一 一 一 于 
”70 2sin 5 


并 能 设法 证 明 此 积分 当 n 一 +eo 时 趋 近 于 零 : 这 时 5o 就 是 级 数 (19) 的 和 . 我 们 只 
指出 按照 迪 尼 判别 法 [684 型 式 建立 的 关于 级 数 (19) 有 和 5 的 充分 条 件 : 


如 果 积 分 ， 
wl (h>0) 
O 


存在 , 则 与 函数 f(z) 的 傅 里 叶 级 数 巷 的 级 数 在 点 zo 处 收敛 于 和 数 50. 
由 于 


1 t 工 ， 
2tgt test 
则 由 所 作假 定 , 首先 推出 积分 (22) 绝对 收敛 . 同样 可 证 明 积 分 
"wD 


0 9sin=t 
记忆 
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为 绝对 收敛 , 由 此 根据 第 682 目 中 的 引 理 , 则 有 名,(zo0) - 5 一 0, 这 就 是 所 需要 证 明 
的 . 
显然 , 我 们 只 需 假定 两 积分 


Met He) f(zo)| 7 及 fe f(zo o)| 7 
t 


分 别 存 在 , 或 者 更 特别 地 只 需 假定 利 普 希 茨 条件 
[f(xzoi+t)}— f(xo)| < Ct (0<ax1) 
成 立 就 够 了 . 
注意 在 所 有 这 些 条 件 中 ， 都 要 假设 函数 f(z) 在 点 zo 处 连续 , 或 至 少 两 极限 
f(zo 土 0) 相等 . 但 在 一 般 情形 下 , 当 消 数 f(z) 在 所 考虑 的 点 zo 有 一 跳跃 , 即 当 条 件 


f(zo+0)— f(xzo —0)z0, 


成 立时 , 可 以 证 明 共 思 级 数 (19) 在 这 点 显然 发 散 , 因此 假定 函数 f(x) 在 点 zo 处 
连续 是 必要 的 . 在 此 处 可 看 出 级 数 (17) 与 (19) 的 情况 有 特殊 的 差别 : 实际 上 , 对 于 
傅 里 叶 级 数 (17), 仅 有 跳 路 存在 并 不 足以 妨碍 级 数 的 收敛 . 

我 们 对 于 与 侍 里 叶 级 数 共 固 的 级 数 不 再 作 更 详细 的 研究 . 

697. 多 重 傅 里 叶 级 数 ”我 们 也 能 考虑 多 元 函数 的 傅 里 时 级 数 ， 为 了 作出 这 种 
表示 式 , 只 需 限 于 考虑 二 元 函数 的 情形 . 

设 对 于 一 切实 值 z 与 y 给 出 函数 (x,y). 我 们 假设 它 对 z 及 对 y 都 有 周期 27， 
并 且 它 在 正方 形 

(@) = 三 mm ~7, A] 

上 可 积分 ( 常 义 或 非常 义 ). 仿照 展开 式 (10), 写 出 二 重 级 数 


十 co 
f(z, y) ~ », yme Ts tm) (23) 


?7 一 一 OO 


与 它 相对 应 , 其 中 系数 ,是 由 类 似 于 (13) 的 公式 确定 : 
Yn = Ta =//, fz, We teidrdy (v,k = 0,+1,+2,.…). 


这 就 是 孙 数 f(z,y) 的 复数 形式 的 伟 里 叶 级 数 . 如 果 在 上 面 写 出 的 关系 式 中 , 我 们 将 
符号 ~ 换 为 =, 再 用 ez+moi 乘 “ 等 式 ” 两 端 , 并 且 在 矩形 (8) 上 积分 , 而 对 级 数 
则 逐 项 积分 ， 则 能 由 通常 的 方法 求 得 傅 里 叶 级 数 的 系数 ， 

@ 显 然 积 分 (22) 也 发 散 ! 
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这 时 实数 形式 的 传 里 叶 级 数 十 分 复杂 , 如 果 在 复 级 数 中 集合 各 共 轿 项 , 则 得 


oo0 


f(z,Y) ~ >», [an,m cosmz cos my + bn,m cos72Z Sin my 
n,m=0 


十 cnm Sin nz cos mYy + dn,m Sin nz sin my), (24) 


其 中 


1 
40,0 二 到 / f(x, y)drdy, 
Qn,0= 本 = /|, f(x,y) cosnzrdrdy (n= 1,2,.…); 
Qom = 373 5 f(x,y) cosmydrdy (m= 1,2,..); 


bo,m = z /| f(x,y)sinmydrdy (m= 1,2,...); 


Cn 一 -一 _ ry)sinnzdrdy (n= 1,2,...). 
,0 Ey 7 ) Si ( ; ) 
并 且 ， 最 后 得 : m,n = 1,2,.… 讨 ， 


1 
anm = 一 元 foo) f(z,Y) cosnz cosrnydzqy， 


1 - 
bn,m = 3 {eo zy cosnz sinmydzrdy, 


; (5 
com 二 讽 [Jo f(z,Y) sinnz cosmydrdy, 
1 . ， 
dn,m = 元 JJ f(x,Y) sinnz sinmydrdy. 
但 通常 将 级 数 (24) 写成 下 列 形式 : 
f(z,Yy) ~ >》 Mn,m[an,m COS Nz Cos mY + bn,m COSNz sin my 
n,m=0 
十 cnum Sin nz cos my + dn,m Sin nz sin my), (24*) 


其 中 乘 数 Xum 当 n = m = 0 时 为 四 分 之 一 , 当 指 标 n,m 中 只 有 一 个 等 于 零 时 为 二 
分 之 一 ， 当 n,m 都 不 等 于 零 时 为 一 . 而 系数 n,m bn,m, Cn,m; dam 都 可 由 公式 (25) 计 
算出 来 . 

级 数 (24)[ 或 (24*)] 的 收敛 的 问题 可 以 由 研究 它 的 部 分 和 5%,m(zo, yo) 来 解决 . 
对 于 这 种 部 分 和 能 得 到 类 似 于 狄 利克 雷 积分 的 积分 表示 式 : 

sin (n+ 3) usin (mm 二 二) 
Snm(zo,zo) = m//, Hat 
了 sin pia sin 2 
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我 们 不 研究 这 个 问题 . 而 只 说 明 , 如 果 下 列 条 件 成 立 , 则 函数 f(z,y) 在 点 (zo,%o) 处 
显然 可 展开 为 传 里 叶 级 数 : 1) 偏 导数 用 和 帮 处 处 存在 并 且 有 界 , 2) 在 所 给 点 的 邻 
域内 二 级 导数 /hv (或 14) 存在 , 并 且 在 所 给 点 处 连续 . 1 


84. 傅 里 时 级 数 的 收敛 特性 


698. 对 于 基本 引 理 的 几 点 补充 “ 当 转 而 研究 传 里 叶 级 数 本 身 的 收敛 特性 时 , 我 
们 首先 讨论 这 种 级 数 一 致 收敛 的 充分 条 件 . 

要 研究 这 个 问题 , 必须 先 将 第 682 目 中 的 第 一 基本 引 理 加 以 补充 . 这 就 要 在 该 
目 所 讨论 的 积分 中 引入 不 同 的 参数 , 现在 研究 对 于 这 些 参 数 积分 一 致 趋 近 于 零 的 问 
题 . 

le 设 函 数 g(t) 定义 在 区 间 [4, B] 上 并 且 在 这 区 间 上 绝对 可 积 , 此 时 如 果 变 数 
a 与 5 取 区 间 [4, B] 上 的 任何 值 , 则 两 积分 


b b 
/ g(t) sin ptat, / g(t) cos ptdt 


当 p 一 +oo 时 对 于 a 与 一 致 趋 近 于 零 . 
我 们 只 要 讨论 上 列 第 一 个 积分 就 够 了 . 由 于 函数 


t 
/set 

A 

一 致 连续 , 对 于 给 出 的 。 > 0, 能 用 点 
4=7m<T< <<TH< :< 人 一 了 
将 区 间 [4, B] 分 得 充分 小 , 使 得 
Tit1 
[ lot)ladt <e (i=0,1,.…,n—1). 


又 因 形 如 , 
[ g(t) sin ptdt (i,j = 0,1,2,... ,1) (1) 


的 积分 只 有 有 限 个 , 所 以 能 求 出 共同 的 A > 0, 使 得 对 于 p > A, 所 有 的 积分 的 绝对 值 
都 小 于 e. 但 不 难看 出 不 论 a 与 5 如 何 , 积分 


/ | g(t) sin ptadt 
与 (1) 中 某 一 积分 之 差 (对 于 任意 的 p) 小 于 2e. 因此 当 p > A 时 , 不 论 a 与 5 如何 ， 
这 积分 的 绝对 值 小 于 3e. 这 就 是 需要 证 明 的 . 
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2° 其 次 可 以 断定 积分 
/ g(x + t) sin ptdt, / l g(x 土 t) cosptat 
当 一 +co 时 对 于 参数 wb 及 z 一 致 趋 近 于 零 , 只 要 其 中 各 参数 造 合 条 件 
Agz+ia, z+b<gB. 
事实 上 , 例如 对 第 一 个 积分 作 代 换 
z+ 土 t 二, 
则 可 以 写成 


2 士 b 
/ g(u) sinp(u — 2)du 
z+a 

z+b 


z+b 
一 COS pz / g(u) sin pudu — sin pz / g(u) cos pudu, 
2 士 w z+a 
因此 问题 化 为 前 一 情形 (1°). 


3° 最 后 , 如 果 在 积分 号 下 的 表示 式 中 还 引入 在 区 间 [4,B] 上 有 有 界 变 差 的 任 
意 乘 数 y(t), 则 积分 


5 5 
/ 9(Z 土 办 7( sin ptdt, / g(z 土 t)y(t) cosptat 


当 p 一 二 oo 时 也 一致 趋 近 于 零 ， 
因为 y(t) 可 写成 两 个 单调 增 函 数 的 差 的 形状 , 所 以 我 们 只 要 假设 y(t) 本 身 是 增 
函数 就 够 了 . 在 这 种 情形 下 , 由 第 二 中 值 定理 [306]， 


b 
/ 9(zZ 土 加 7 人 (sin ptat 
T b 
=7Y(a) / 9(zZ 土 胃 sin ptdt + 70) / g(xz 土 tjcosptdt (a 人 <0b). 


由 于 函数 y(t) 有 界 , 在 这 里 问题 也 化 为 已 经 考虑 过 的 情形 (2°). 
现在 转 到 第 二 基本 引 理 ; 我 们 对 于 它 只 补充 说 明 如 下 : 
4 设 史 数 g(t) 在 区 间 [A, B] 上 连续 并 且 单 调 增加 , 而 区 间 [oa, 引 人 钨 在 [4, 了] 
的 内 部 . 则 积分 ， 
[ gs +t) Td 
0 


(其 中 0<hsa-4A 及 BB-0b) 当 p 一 二 oo 时 对 于 在 区 间 [a,8] 上 的 z 一致 趋 近 于 
极限 9(2). 
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依照 第 685 目 中 的 证 明 并 使 其 适合 于 这 里 所 设 的 情形 . 现 将 第 685 目 (13) 中 


的 第 一 个 积分 写作 
(x) sf 于 下 ~ yo 广 于 :dz 


由 于 g(z) 有 界 , 所 以 这 积分 对 于 在 [o 引 上 的 x 一 致 趋 近 于 极限 人 g(z). 在 男方 
图 罗 和 和 oe) 在 [A] 上 到 连续 所 以 如 二 忆 给 的 > 0 我 条 这 出 号 -在 
从 a 到 5 的 范围 中 变化 ) 无 关 的 数 5 > 0, 使 得 


lg(z+t)} ~ gz)| <e 当 0<t 乏 0 
分 解 第 685 目 (13) 中 第 二 个 积分 (与 在 那 目 中 一 样 ) 为 和 数 五 + 五 , 我 们 有 不 仅 与 
Dp 无 关 而 且 也 与 x 无 关 的 估计 值 685 目 (14). 最 后 , 由 3", 12 对 于 z 一 致 趋 近 于 零 . 
总 之 , 由 此 可 推 得 所 需要 的 结论 . 
699. 傅 里 叶 级 数 一 致 收 全 性 的 判别 法 ”现在 不 难 作出 一 些 适当 的 判别 法 来 判 
断 傅 里 叶 级 数 在 某 一 区 间 [外 上 是 否 一 致 收敛 于 f(z)， 当 然 首先 要 假定 这 函数 在 
所 述 区 间 上 连续 [参考 431]. 现 先 作出 形状 改变 了 的 


迪 尼 判别 法 ”已 给 在 区 间 [a, 有 上 的 一 连续 函数 f(z)、 如 果 取 定 菜 一 有 > 0, 对 
于 在 [oa 中 上 的 一 切 z, 积分 
h 
[Lla 四 
o +t 


存在 , 并 且 对 于 z 一 致 收 伊 ( 当 t=0 时 ), 则 函数 f(x) 的 傅 里 叶 级 数 在 区 间 [a,8] 上 
一 致 收 仇 于 这 函数 . 
我 们 回忆 在 这 种 情形 下 ， 
pt) = f(z + + FL-t) — 2f(7) 
并 且 
加 -7 = 于 人 0 一 人 一 必 (3) 


由 所 作假 定 , 对 于 任意 给 出 的 s > 0, 有 一 与 ?无 关 的 数 5 > 0 存在 , 使 得 对 于 在 


[a,0] 上 的 一 切 x， 
6 
[ La <E. 
0 t 


.402 . 第 十 九 章 傅 里 叶 级 数 [699] 


这 时 积分 (3) 可 表示 为 和 数 二 尼 + 二 Jr 的 形状 . 并 且 显然 不 论 n 为 何 信 ， 


sin{ 


6 
/0 一 一 下 一 <1[ 0! . 2! dt < 3/ dt < 
0 2 sin at 


sin 一 了 


这 式 对 上 述 所 有 的 值 z 一 致 成 立 . 
转 到 积分 


由 前 目 3", 可 见 积 


i/ x jz 士 四 sin (n+ 2) td 


当 n 一 oo 时 对 于 在 [a,8] 上 的 z 一 致 趋 近 于 零 . 由 于 本 数 f(z) 在 区 间 [ac 已 上 
界 , 这 个 结果 对 于 积分 


Ef 一 sin (n+ 5) tat 


Sin —t 
2 


2 sin 3t 


也 成 立 . 由 此 可 见 有 一 个 与 z 无 关 的 数 N 存在, 使 得 当 n > N 时 ,不 论 z 是 [wb 上 
的 何 数 , 积分 (3) 的 绝对 值 变 为 < e. 至 此 证 明 完 成 . 

由 此 可 特别 推出 

利 普 希 茨 判 别 法 “如果 在 某 一 比较 [oa, 引 更 宽 的 区 间 [4,B] 上 (4A4<a<b<B), 
条 件 

(f(z) — f(r) < Clz’ -zl 

成 立 , 其 中 miz' 是 [4,B] 上 的 任意 点 ,C 与 a 是 正常 数 (a < 1); 则 函数 f(z) 的 傅 
里 叶 级 数 在 区 间 [o, 中 上 一 致 收效 于 这 函数 . 

事实 上 , 如 果 选 取 h 为 两 数 Bb 与 a 一 4 中 较 小 的 一 数 , 则 对 于 在 [中 上 一 
切 z 的 值 , 积分 (2) 小 于 下 一 收敛 积分 : 


h 
[ 2C 
ti~—o 
0 


。 2 所 
sinz > ~—z (0<z< 5). 
元 2 


@ 利 用 不 等 式 


[699] 84， 傅 里 叶 级 数 的 收敛 特性 . 403 . 


如 果 函 数 f(z) 在 比 [w 引 更 宽 的 区 间 上 有 有 界 的 导数 六 (z), 则 显然 利 普 希 茨 条 
件 (在 ac=1 时 ) 成 立 , 因此 函数 f(z) 的 傅 里 时 级 数 在 [w, 引 上 一 致 收 化 于 这 有 函数. 
而 且 这 条 件 是 下 一 判别 法 的 一 个 特殊 情形 : 
狄 利 克 雷 - 若 尔 当 判别 法 ”如 果 在 某 一 比 [w 引 更 宽 的 区 间 [4,B] 上 函数 f(zx) 
连续 并 有 有 界 变 差 , 则 函数 f(z) 的 傅 里 叶 级 数 在 区 间 [a, 引 上 一 致 收 伍 于 这 函数 ， 
依照 第 686 目 中 的 论证 , 将 积 
， 1 
sin (n 十 ;) t 


sn(Z) = [Vet +f(z-t)———— dt 


2sin 一 上 
sin = 


表示 为 积分 的 和 ~ = 必 十 二 = 及 ,其 中 正 数 h 要 选 1 得 小 于 a -4 与 已 - 忆 且 与 [w 中 上 
z 的 值 无 关 . 由 35, 显然 上 面 第 二 个 积分 当 n oo 时 对 于 x 一 致 趋 近 于 零 . 在 第 一 
个 积分 中 , 令 


2 sin 3t 
首先 从 第 一 个 积分 中 分 出 一 部 分 : 
1 /? 1 1 
= [f(r+t)+f(2-0)|—— -|sinlnt+= |)tdt, 
foe 


又 由 3°, 这 部 分 一 致 趋 近 于 零 .® 
最 后 回 到 积 


Sin (n+ 3)t 
2 


i [f(s+D+ fod 
因为 在 区 间 [4, B] 上 函数 f(x) 可 以 表示 为 两 个 连续 增 函 数 之 差 的 形状 : 
f(z) = f1(x) — folz), 


所 以 对 这 两 函数 分 别 应 用 命题 4*， 便 能 断定 上 面 的 积分 一 致 趋 近 于 极限 二 . Z 
2j(z) = f(z). 证 明 至 此 完成 . 
特别 ,如 果 在 区 间 [一 ml] 上 给 出 一 连续 并 有 有 界 变 差 的 函数 f(z), 且 适 合 条 件 


f(—7) = f(7), 


中 参考 第 690 目 3) 的 脚注 . 


* 404 ， 第 十 九 章 傅 里 叶 级 数 [700] 


则 它 的 傅 里 叶 级 数 在 整个 区 间 上 一 致 收 化 于 这 未 数 . 
为 了 要 证 明 这 定理 , 只 需 以 2r 为 周期 , 按 周 期 规则 在 整个 数 轴 上 延 拓 此 函数 ， 
然后 任 取 一 包含 [-m, +T] 在 其 内 部 的 区 间作 为 [4, B1. 


700. 傅 里 叶 级 数 在 不 连续 点 附近 的 性 质 ; 特殊 情形 ”现在 研究 函数 f(x) 的 传 里 叶 级 数 在 
这 函数 的 不 连续 点 附近 的 性 质 . 我 们 开始 考虑 一 个 特殊 的 级 数 . 这 级 数 有 一 种 有 趣 的 现象 , 能 够 
最 简单 明了 地 表现 出 来 . 


我 们 知道 级 数 
2 sk — De 一 DD _» {sing + 到 3 上 5 4 } (5) 
收敛 于 和 式 
了 5， 如果 0 < z < mm 
cz) = 0 如 果 z = 0, 士 T， 
-3 如 果 一 Xn<x<0 


[参考 690,4)]; 在 点 z = 0 的 左 方 及 右 方 , 函数 有 跳跃: 
o(+0) — o(0) = pe o(0) ~ o(—0) = 
我 们 将 研究 级 数 部 分 和 
oo li 人 © = Qk— Ds 
的 性 质 . 因为 它 是 奇 函 数 , 所 以 只 要 在 区 间 0 了 上 考虑 它 就 够 了 . 此 外 , 显而易见 的 恒等式 
指出 on-1(z) 关于 点 x = 5 为 对 称 : 


因此 可 以 限于 在 区 间 |0, 了 | 上 进行 研究 . 
不 难 求 得 o2%_1(x) 的 表示 式 : 


oz2n_1(7) = 2/ [cosv + cos3u + :+t cos(2n — 1)uldu = [ 2 2 (6) 
0 0 Sinw 


或 者 , 如 果 令 2nw = 二 即 得 : 


四 二 工 2 gint . 四 
O02n~1(X) 一 on 0 一 。 


中 显然 a2n(zT) = o2n_1(7). 


[700] §4， 傅 里 叶 级 数 的 收敛 特性 * 405. 


这 表示 式 可 写成 和 式 的 形状 : 


oh 


其 中 = Bs (2). 对 于 i 二 0,1,… ,n 一 1, 一 般 地 令 


(i+1)n > T » 
1 sint il Sinz 加 
支 / — d= (-) 去 / (vw, 
2T Sl ————— 
27 


Sin 一 一 
27 


我 们 显然 有 
2 > 0 及 Vitl < Vi. (9) 
因此 , 最 后 得 : 
a2n-1(Z) 二 Vo 一 V1 十 … 十 (—1)* lvp_1 十 (—1)*%, (8"”) 
其 中 用 (1)*w 表示 最 后 的 一 个 “不 规则 ”项 ; 它 的 符号 是 (一 1)*, 而 其 绝对 值 小 于 vw. 
由 此 立即 推 得 关于 和 式 cn_i(z) 的 性 质 的 一 系列 结论 . 如 果 固 定 n, 而 x 从 0 变 到 3 则 
1) 和 式 gzn-_1(7X) 为 正 , 且 只 在 二 0 处 为 零 ; 
2) 它 在 点 
Tm 一 了 (m= 1,2,... ,n) 
处 有 极 值 : 当 mm 是 奇数 时 有 极 大 值 , 是 偶数 时 有 极 小 值 . 事实 上 , 由 (8*) 可 见 在 区 间 [m 辫 
(十 防区 | 上 , 函数 nan-i(z) 当 m 是 偶数 时 为 增 函 数 , 当 m 是 奇数 时 为 碱 函 数 . 吕 
最 后 , 由 极 值 的 表示 式 


go2n-1(Tm) = v0 一 2 十 .十 (一 上 7 


并 且 考虑 不 等 式 (9), 可 知 : 
3) 当 xz 在 区 间 [o 5 上 变化 时 ,oan_i(z) 的 极 大 值 从 左 向 右 减 小 而 极 小 值 则 增 大 . 
所 有 这 些 断 语 都 表现 于 图 133, 在 这 图 中 描 出 了 函数 o11(z) 的 图 解 作为 例子 . 
现 讨论 函数 ozn_1(x) 的 最 大 的 极 大 值 , 即 从 z = 0 计算 起 的 第 一 个 极 大 值 , 它 就 是 函数 在 点 


处 的 值 , 其 大 小 等 于 [参考 (7)] 


1 ” sint 

MY me) = Ea 
2 Jo sin 一 
2n 


中 考虑 导数 
” a 了 (z) = sin 2nz 
dz 2 一 sinz 


时 , 也 容易 得 到 关于 函数 cn-:(z) 的 极 值 的 论断 2)[ 参 考 (6)]. 


* 406 . 第 十 九 章 傅 里 叶 级 数 [700] 


20OTTTTTTTITTITTITTDI [TD 
三 [ [| 
[人 
门 大 器 x 
1.5 F147 二 2 ]) 一 了 
2 | 
| | | | 
[| 
[ 
10HTTP 图 
[| 
面 [| 
[| [| 
[二 
osHEEFH HE 
[| 
三- 加 
上 HH 十 二 | | 
HITT 下 TD 
0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5x 
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在 这 里 我 们 取 n 作为 指标 , 因为 现在 打算 要 研究 当 n 变化 时 函数 的 性 质 ， 显然 当 n 增 大 时 ,zx 外 
单调 减 小 , 并 且 当 n 一 co 时 趋 近 于 零 . 为 了 简化 对 于 MA” 的 大 小 的 研究 起 见 , 将 它 的 表示 式 


换 写 为 下 列 形式 : ， 


MI™ = 三 zt dt. 
0 sin py 
因为 当 ” 增 大 时 , 被 积分 式 中 的 第 二 个 因子 随 着 n 的 递增 而 一 致 (关于 加 递减 @ 趋 近 于 1, 所 以 
M(" 也 显然 递减 趋 近 于 极限 : 
lim Mn = [ Hm (10) 
0 t 


用 一 十 oo 


由 此 得 : 

4 浮 数 oan_i(z) 在 值 zx 二 zm 处 达到 第 一 个 (最 大 的 ) 极 大 值 , 当 nn 无 限 增 大 时 , x 和 ) 单 
调 减 趋 近 于 零 ， 而 极 大 值 ML 本身 则 单调 减 趋 近 于 公式 (10) 所 表示 的 极限 1. 

一 般 说 来 , 对 于 函数 的 第 天 个 (k 固定 !) 极 值 也 能 作 类 似 的 断 语 :函数 在 值 


zt 一 有 一 (n>k 
5 元 (n> ) 


处 达到 它 ; 当 n 一 co 时 zf) 趋 近 于 0, 而 第 己 个 极 值 的 大 小 ML"), 则 单调 趋 近 于 极限 


sr sint 
Hk 一 [ ds 
0 


如 果 所 讲 的 是 极 大 值 (k 为 奇数 ) 则 Mt") 减 小 ; 如 果 是 极 小 值 (k 为 偶数 ) 则 MI(”) 增 大 . 
为 了 说 明 起 见 , 我 们 作出 了 图 134, 在 其 中 将 前 六 个 和 式 oz2n_1(n = 1,2,3,4,5,6) 的 图 解 加 
以 比较 . 


@ 我 们 在 此 处 应 用 到 这 个 事实 : 当 > 从 0 增 大 到 了 


[700] 84， 傅 里 时 级 数 的 收敛 特性 * 407 、 


| | | 
| 1 1 1 
[| | | 
| | 1 11 LIN 
[NI 
8 二 HH 
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由 第 478 目 中 所 作 的 推理 , 显然 数 jv 比 起 数 
sint 和 
—dt=— 
/ 
来 , 依次 交互 一 大 一 小 . 差 数 pk = jw 一 5 有 下 列 各 值 : 
pl = 0.281; © pa = —0.153; ps = 0.104; pa = —0.073; ps = 0.063;... (11) 


现在 我 们 已 能 充分 完满 地 说 明 级 数 (5) 的 部 分 和 ozn_1(z) 收敛 于 和 式 o(z) 这 一 特性 ; 为 了 
明确 起 见 , 我 们 的 讨论 限于 在 区 间 [0, x] 上 . 

如 果 用 任意 充分 小 的 邻 域 [0,6) 及 (x 一 6,7] 划 出 不 连续 点 x 二 0 及 xz = 7, 则 由 前 目 所 证 
明 的 结果 , 级 数 在 余下 的 区 间 [6,r - 8] 上 一 一 致 收 全 换 句 话说 , 当 n 充分 大 时 , 部 分 和 can_i(z) 
的 图 解 在 这 区 间 的 整个 范围 就 向 着 直线 2 一 二 了 任意 充分 靠拢， 在 点 z = 0( 及 zx = r) 附近 , 函 
数 从 值 了 变 到 值 0, 即 有 一 跳跃 ; 在 这 里 ， 自然 不 可 能 有 一 一 致 逼近 的 性 质 , 因为 oz%_1(7x) 从 在 
z= 5( 或 7 一 处 接近 于 了 的 值 以 连续 的 方式 变 为 在 x = 0( 或 x) 处 的 值 0. 

然而 很 值得 注意 的 是 : 一 致 近似 性 之 所 以 不 能 成 立 的 原因 不 仅 在 此 ; 我 们 要 提醒 读者 注意 这 
个 事实 . 在 y 轴 右 侧 附近 , 当 函 数 o2,_1(x) 的 图 解 突然 趋 近 于 原点 (0, 0) 以 前 , 它 围绕 着 直线 
y= 了 振动 , 而 且 振动 的 振幅 当 m” -oo 时 一 点 没有 无 限 减 小 的 趋势 . 反之 , 如 我 们 所 看 到 , 在 这 个 
直线 上 面 的 第 一 个 峰 , 也 就 是 最 高 的 一 个 峰 的 高 度 在 这 时 趋 近 于 数量 pl = 0.281, 随 着 第 一 个 峰 ， 
其 余 的 谷 与 峰 当 n 增 大 时 从 右 向 左 推移 , 并 向 y 轴 密 集 , 而 且 当 ”一 ce 时 , 它们 的 顶点 与 直线 
y= 的 距离 分 别 趋 近 于 序列 (11) 中 其 余 的 数量 pz, ps,.… 等 等 . 在 直线 x = 7 的 左 侧 邻 近 , 也 
有 类 似 的 图 形 . 在 y 轴 左 侧 附 近 也 是 一 样 , 应 重新 作出 同一 图 形 ; 不 过 要 将 所 有 考虑 过 的 数量 变 号 . 


@ 参 考 412 目 ,4)， 


“408 ， 第 十 九 章 傅 里 叶 级 数 [701] 


了 y 可 以 说 对 于 曲线 y = o2n-1(7x), 当 n 一 co 时 ， 
到 画 在 图 135,a 上 的 折线 不 是 “极限 的 几何 图 形 ”( 不 
是 如 我 们 自然 料想 到 的 那样 !), 而 应 取 图 135,6 中 
0 Tt x x 的 折线 作为 极限 图 形 , 其 中 重 直 的 线段 分 别 延长 了 
约 0.281 : 二 18%. 
-于 有 6) 在 19 世纪 的 末年 , 吉 布 斯 (J.W.Gibbs) 首先 
也 是 在 一 个 三 角 展开 式 的 特例 上 注意 到 这 种 收敛 性 
135 的 缺点 ， 因 此 我 们 称 它 为 吉 布 斯 现象 . 现在 将 看 到 
在 某 种 意义 下 , 这 种 现象 在 一 般 情况 下 也 要 产生 . 


701. 任意 函数 的 情形 ”考虑 以 2r 为 周期 并 具有 第 一 种 孤立 不 连续 点 z = xo 的 绝对 可 积 
函数 f(x). 则 在 某 一 区 间 [zxo 一 A, xo 十 A] 上 (A > 0), 没有 其 他 不 连续 点 ; 为 了 简单 起 见 , 假定 
函数 在 这 区 间 上 有 有 界 变 差 , 

现 引 用 消 数 c(z 一 zo), 它 与 上 目 中 所 研究 的 函数 的 差别 只 是 在 于 向 右 平移 了 xo, 利用 它 作 
出 函数 


Plo) = fo) — H+ D+ fo 0 


zlf(zo +0) ~ f(zo ~ Oo(z — zo0). 


如 果 在 不 连续 点 z = zo 处 , 约定 取 并 加 十 寺 人 30 一 及 作为 信 f(zo), 则 容易 证 实 : 
p(xo+0)= yp(zo —0)= p(x0)=0. 


这 样 , 函数 g(x) 在 点 x = zo 处 就 是 连续 的 : 利用 函数 o 能够 补救 函数 有 的 不 连续 性 ! 如 果 取 
人 <, 则 函数 p 在 区 间 [zxo 一 人 ,zo 十 A] 的 其 余 各 点 处 也 连续 ; 而 且 函 数 yp 也 与 函数 及 
一 样 , 在 这 个 区 间 上 也 有 有 界 变 差 . 

现在 可 写 出 


flz) = f(zo) + lf(z0 + 0) ~ f(zo — Olo(z ~ 0) + pz). 


在 这 里 , 将 函数 a(x 一 zo) 及 2(z) 用 它们 的 傅 里 叶 级 数 展开 式 来 代替 , 我 们 显然 就 得 到 已 给 函数 
的 傅 里 叶 级 数 展开 式 . 它 的 部 分 和 sm(z) 可 表示 为 下 列 形式 : 


f(zo+0) ~ f(ro—0), 


sm 人 z) = f(z0) + = 


(zt — 0) + pm(z). 


在 这 里 ， 当 m 一 2n 一 1 或 2n 时 ， 
snls 10) = YR De — zo) 


2k—1 
天 一 1 


一 2 3 [cos Xo sin(2k — 1)7 — sin xo cos(2k 一 1)zZ]， 
而 pm(z) 则 表示 yp 的 级 数 的 相应 部 分 和 . 


因为 p(xo) = 0, 并 且 函 数 yp(z) 在 z = zo 处 连续 , 所 以 当 A 充分 小 时 ,p(z) 在 区 间 
[zo 一 A,zo 十 A] 上 的 一 切 值 可 任意 小 . 同时 om(z) 在 这 区 间 上 一 致 趋 近 于 2(z), 因此 当 m 充 
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分 大 时 ,pm(z) 的 值 可 任意 小 . 这 样 , 和 式 sm(z) 的 性 质 基本 上 已 由 和 式 cm(z - zo) 的 已 知性 质 
所 确定 ;pm(z) 一 项 的 出 现 只 会 有 不 重要 的 改变 , 而 当 x 愈 接近 于 zo 及 m 愈 大 时 , 则 改变 愈 小 . 
如 果 对 于 奇数 m = 2n 一 1, 令 
TT -_ 工 
ém = To 二 = Xo+ 
而 对 于 偶数 m = 2n: 
Ly Ly 
和 二 Zo 十 太一 2Z0 十 一 ， 
27m mm 
则 


lim Em 一 Xo. 
7 一 CC 


如 果 同 时 考虑 到 (10), 则 


f(zo+0)— f(zo— 0) 
0 0 .及 


im sm(ém) 一 f(zo) 十 1, 


因为 当 m 一 ce 时, 显然 


pmlém) = [pm(ém) — plém)] + plém) 一 0. 


用 了 十 pi 代替 Ai, 并且 引 用 跳跃 量 D = /zo 十 0) 一 f(xo 一 0), 可 将 所 得 结果 改写 为 : 


lim sm(ém) = flzo+0) 十 三 (12) 
同样 , 按照 m 是 奇数 或 偶数 , 令 


一 nn nT 
m0 而 TI 或 -元 


lim sm(En) = f(zo —0) — pr (13) 


这 样 , 在 所 考虑 的 一 般 情形 下 , 和 式 sm(z) 在 不 连续 点 zo 的 邻 域内 之 振幅 的 极限 值 比 较 函 
数 f(x) 的 跳 牙 量 |D| 大 
32 
i 
即 大 18%. 在 这 里 , 要 得 到 和 式 sm(z) 的 图 解 的 极限 几何 图 形 ,只 对 曲线 y = f(z) 附加 在 垂直 
线 z = zo 上 连接 纵 坐标 为 f(xo 一 0) 及 f(xo 十 0) 的 两 点 的 线段 是 不 够 的 , 还 必须 把 这 线段 相应 
地 向 上 下 两 方 延长 . 可 以 说 对 于 任意 的 函数 都 有 吉 布 斯 现象 


附注 对 吉 布 斯 现象 的 研究 还 可 得 到 其 他 有 趣 的 结论 . 譬如 , 利用 这 种 研究 , 对 于 有 有 界 变 
差 的 函数 f(z), 则 能 由 它 的 傅 里 叶 级 数 直 接 求 出 确定 它 在 任意 点 xo 处 的 单 侧 极 限 f(xo 土 0) 及 
跳 牙 量 的 公式 , 为 了 这 个 目的 ,例如 , 可 应 用 公式 (12) 与 (13): 将 它们 两 端 相 减 , 求 得 

D= 5 ,lim [sm(ém) 一 sm(Em)), 


Hl 也 一 co 


然后 确定 f(zo 土 0) 便 容易 多 了 . 这 种 类 型 的 公式 都 是 由 费 耶 (L.Fejér) 求 得 的 . 


. 410 . 第 十 九 章 全 里 叶 级 数 [702] 


702. 傅 里 时 级 数 的 奇异 性 质 . 预先 的 说 明 在 连续 函数 的 傅 里 叶 级 数 的 一 切 
收敛 判别 法 中 , 除了 连续 性 本 身 以 外 , 总 还 需要 加 上 某 些 条 件 : 有 时 是 某 一 积分 存在 ， 
某 一 不 等 式 成 立 , 或 有 限 的 导数 存在 ; 有 时 是 函数 有 有 界 变 差 或 逐 段 单调 . 因而 很 自 
然 地 发 生 了 下 一 问题 : 要 传 里 叶 级 数 的 收敛 , 仅 有 产生 这 级 数 的 函数 连续 这 一 性 质 
是 否 就 够 了 呢 ? 早 在 1876 年 , 杜 . 布 瓦 - 雷 蒙 (P.du Bois-Reymond) 已 经 对 这 问题 作 
了 和 否定 的 答复 , 他 作出 了 一 个 连续 函数 的 例子 , 其 傅 里 叶 级 数 在 若干 点 发 散 ， 

勒 贝 格 (H.Lebesgue) 在 1906 年 作出 了 一 连续 函数 的 例子 , 其 傅 里 叶 级 数 处 处 
收敛 , 但 是 并 不 一 致 收敛 . 

在 这 里 , 我 们 要 依照 费 耶 所 指出 的 方法 , 作出 具有 “ 杜 : 布 瓦 - 雷 蒙 奇异 性 质 ” 及 
“ 勒 贝 格 奇异 性 质 ” 的 一 些 例子 . 

在 这 两 种 情形 下 , 都 要 用 下 列 有 限 三 角 多 项 式 (m 与 ”表示 自然 数 ) 作为 作法 
的 要 素 : 


cosmz cos(m+1)z cos(m+n—1z7rx 
| mt De ,oulm tn De 
n nl1 1 
EB: n+1)z 二 cos(m 十 2mn — 1)z cos(m + 2 | 
1 nO—1 n 
sinmz sin(m+ 1)z sin(m+ nm—1)zr 
Qn(z) = | | 
nO—1 1 
四 Be t+ 1)z 二 m+ 1)z + s(n + 2 | | 


事先 推出 这 些 多 项 式 的 若干 性 质 
1。 第 一 , 不论 变数 z 及 指标 m 及 nn 的 值 是 怎样 一 定 有 一 个 常数 M 存在 , 使 


得 
[Pn,n(7z)| <M 及 |[Qm,n(z)| < M. (14) 


为 了 要 证 明 这 性 质 , 变换 多 项 式 P 与 8, 合并 其 中 具有 相间 系数 的 各 项 . 这 样 ， 
在 第 一 个 多 项 式 中 , 令 ( 当 v = 1,2,… ,n 时) 


cos(m + 一 IT cos(m + 十 Z)Z = 2sin(m+ no 
我 们 将 它 化 成 下 列 形式 : 


Pnn(7z) = 2sin(m + n)z 》， 


v=1 


Sin vx 


同样 ， 
QGmn(z) 一 一 2 cos(m 十 n)z 》、 Sin Z2Z 


Vv 
v= 二 1 
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因为 在 这 里 两 种 情形 下 , 所 出 现 的 和 式 的 乘 数 显然 有 界 , 所 以 问题 归结 为 和 式 本 身 
的 有 界 性 . 我 们 过 去 已 将 这 和 式 表 成 下 列 形式 [690,3)]: 


n 


sinvz 也 T 1 1| . 1 (n+$)r sinw 
2 y =-3+/ [an (nt) +/ du 
在 这 里 , 右 端的 第 二 项 当 n 一 ce 时 一 致 趋 近 于 零 , 所 以 它 有 界 [698,1°]; 又 因 积分 
人 du 收敛 , 所 以 第 三 项 也 有 界 . 由 此 推 得 所 需要 的 结论 . 

2" 多 项 式 P 及 Q 的 部 分 和 ( 即 在 多 项 式 中 从 第 一 项 起 任意 个 相连 各 项 的 和 ) 
的 情况 则 有 所 不 同 . 如 果 取 多 项 式 Pnn(z) 前 n 项 的 和 , 则 当 xz = 0 时 , 它 的 值 是 


1 1 
翡 n = 二 1 十 ~ 十 …: 十 一 ， 
2 n 


即 随 着 mn 一同 发 散 于 无 穷 大 [365,1)]. 因为 , 显然 ， 
Z 十 1 
>>/ Tin(v+l) -ny, 
所 以 可 求 得 五, 的 下 一 熟知 的 估计 值 
H,, > Inn. 


当 z = 0 时 , 多 项 式 Qm,n(7z) 的 部 分 和 全 都 等 于 零 . 但 是 如 果 我 们 计算 多 项 式 的 前 


n 项 在 靠近 于 零 的 ( 当 m 及 n 很 大 时 ) 点 x = pp 处 的 和 , 则 得 
(m+ n) 


n 


isn(T -A |) 
Ov 2 2(m+n)/ 


根据 熟知 的 不 等 式 sn z > 22 (0 < z < 二), 这 和 式 比 


| 1 n 
(2- ) = 总 - >lInn~—1 
pA m+n m+n 


更 大 , 并 且 也 随 着 n 无穷 增 大 . 实际 上 在 这 里 已 经 包含 着 ( 杜 . 布 瓦 - 雷 蒙 及 勒 贝 格 
的 ) 两 种 奇异 性 质 的 胚胎 了 . 

3° 如 果 我 们 取 任 意 正 数 es, 限制 变量 z 在 区 间 [e,2r 一 e] 上 变化 ,@ 则 两 多 项 
式 的 一 切 部 分 和 (的 绝对 值 ) 都 以 同一 与 m 及 n 无 关 的 常数 L(e) 为 界 , 只 需 关 于 表 
示 式 


和 cos(Dp 土 入)Z 人 sin(p+ A)z (15) 
入 一 1 和 : A=1 和 | 


@ 或 取 从 2kr+e 到 2(k 十 1)r 一 e 的 区 间 (其 中 由 为 任意 整数 ), 像 这 样 并 没有 什么 不 同 . 
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证 明 此 点 就 够 了 , 因为 容易 看 出 在 一 般 的 情形 下 , 各 部 分 和 可 写成 两 个 类 似 表示 式 


的 差 . 
现 取 表示 式 


人 cosp + 入 )2Z 
A=1 
为 例 , 并 且 为 了 求 它 的 估计 值 须 应 用 阿 贝尔 引 理 [383]. 当 标 数 和 增 大 时 , 因子 3 减 
小 , 但 总 是 正 数 . 至 于 因子 cos(p 十 入 )z, 则 其 任意 个 的 和 

1 1 
Xo sin (Dp 十 Xo 十 =jz 一 sinlp 十 二 | z 
》 ”cos(p 十 X)jz = ( ) 元 

Sin = 


入 =1 2 


+ _ 由 此 可 作 结论 : 


.EE 
Sin = 
2 


的 绝对 值 不 超过 常数 


1 
gin 
2 


, cos(p++ A)z 


2 


入 =1 


作为 上 述 的 


回 


对 于 (15) 中 其 他 的 表示 式 , 这 个 结论 还 是 成 立 . 这 样 , 可 以 取 常 数 一 
. SI 3 


界 L(e). | 
所 有 这 些 性 质 在 下 款 中 都 要 应 用 到 . 


703. 奇异 性 质 的 作法 ”现在 取 正 数 序 列 {ax}, 使 得 级 数 Ba 收敛 , 又 取 两 个 
无 穷 增加 的 自然 数 序列 {mx} 及 {nx}, 作出 两 级 数 


dan Prnins (2) = ®(7) 人 


》 Qk mimni (TF) 一 亚 (2). (ID 
k=1 

则 因 根 据 (14), 这 两 级 数 都 以 收敛 级 数 Maj 为 强 函 数 , 所 以 它们 绝对 且 一 致 收敛 
因此 [431] 函数 B(x) 及 V(x) 显然 连续 . 

我 们 先 取 ax ,mx 及 nw 使 其 适合 下 列 两 个 要 求 : 

1) mp41 > mzx + 2nx( 关 于 = 1,2,…)， 

2) 当天 一 oo 时 ,a Innk 一 十 oo. 例如 可 令 
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两 个 不 同 的 三 角 多 项 式 we Prnsm (z) 或 akQmins (x) 分 别 在 级 数 四) 或 (1T) 中 
出 现 , 由 1), 它们 不 包含 具有 x 的 相同 倍数 的 项 . 如 果 现 在 简单 地 依次 一 一 写 出 (DD) 
或 (ID 中 的 多 项 式 序 列 的 一 切 项 , 即 去 掉 所 有 括号 , 则 得 两 个 三 角 级 数 (一 个 是 余下 
级 数 , 另 一 个 是 正 弱 级 数 ), 就 是 函数 惠 (z) 及 亚 (z) 的 傅 里 时 级 数 . 事实 上 , 例如 如 果 
用 cospz 乘 等 式 (1) 的 两 端 并 从 0 到 2r 积分 , 则 由 级 数 的 一 致 收敛 性 , 能 够 进行 级 
数 的 逐 项 积分 法 . 然后 将 每 个 积 


27 
/ ak ns (TF) CoS prdz 
0 


用 有 限 个 积分 的 和 来 代替 , 则 除了 在 akP ,ni (z) 中 舍 cos pz 项 的 情形 以 外 , 一 切 积 
分 都 是 零 , 由 此 可 知 cos pz 的 系数 是 健 里 叶 系 数 . 
现在 研究 这 些 傅 里 时 级 数 收 和 敛 及 其 收敛 的 特性 问题 . 如 果 限 制 z 在 区 间 [e,2r 

一 e] 上 变化 , 则 这 两 级 数 也 与 级 数 (IT) 及 (II) 一 样 , 是 收敛 的 , 并 且 甚 至 是 一 致 收敛 
的 . 这 是 因为 (例如 ) 函数 B(z) 的 健 里 叶 级 数 的 任 一 部 分 和 , 与 级 数 (TD) 的 某 一 部 
分 和 i 

> ， Qk Fm ng (2) 

k=1 
的 差 只 是 三 角 多 项 式 

asPm, ,ns (¥) 


中 的 某 一 部 分 和 , 而 由 702,3°, 这 一 部 分 和 的 绝对 值 不 会 超过 asL(e). 并 且 当 s 无 
穷 增 加 时 一 致 趋 近 于 零 . 

由 于 s 的 任意 性 , 因此 就 保证 了 函数 B(x) 与 亚 (z) 的 傅 里 时 级 数 在 (0,2r) 内 
的 一 切 值 > 处 收敛 . 然而 第 一 个 级 数 在 z = 0( 或 2r) 处 发 散 , 即 有 “ 杜 . 布 瓦 - 雷 蒙 
奇异 性 质 "! 实际 上 , 如 果 一 般 地 用 sm(z) 表示 它 的 第 m 个 部 分 和 , 我 们 有 
COS mg 二 cos(mpg 十 ng 一 2 | 


Smx + Nk—1(2) 一 Smk-1(Z) = OK | 去 了 


因此 [参考 702,2?] 
Smx+ne—1(0) — smi-1(0) = ar Hn > a In nx, 


结合 要 求 2), 此 式 证 实 了 级 数 收敛 的 基本 条 件 [376,5°] 不 能 成 立 . 
至 于 函数 亚 (z) 的 健 里 叶 级 数 则 仅 含 正弦 , 所 以 当然 它 在 > = 0( 或 2r) 处 也 收 
敛 . 但 是 这 时 在 点 x = 0 的 邻 域内 ,收敛 性 不 是 一 致 的 , 因而 我 们 在 这 里 体现 了 “ 惑 
贝 格 奇异 性 质 ”! 为 了 要 证 实 这 一 点 , 一 般 地 用 5%(z) 表示 它 的 第 m 个 部 分 和 , 并 且 
计算 在 点 z = 5 处 的 差 数 
(mg 十 ng) 


时 


国 _ sin 7 天 人 sin(mx 十 9 一 
Smi+ng—1(T) 一 Smx—1(X) 一 Qk ee 十 …… 十 ( 了 ) | 
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由 702,2°, 它 比 


ax(lInnx — 1) 


还 大 , 并 且 随 着 增加 到 无 穷 大 . 

将 作法 加 繁 , 则 能 确定 以 2r 为 周期 的 连续 函数 B(z), 使 得 它 的 储 里 叶 级 数 在 区 
间 [0, 27] 的 任 一 部 分 有 发 散 点 . 

然而 直到 现在 为 止 , 关于 连续 函数 的 傅 里 时 级 数 是 不 是 可 能 处 处 发 散 的 问题 还 
没有 解决 .115) 的 确 , 处 处 发 散 的 傅 里 时 级 数 曾 由 柯 尔 莫 戈 治 夫 院士 用 精密 的 方法 作 
出 了 一 例 , 但 是 他 的 例子 已 与 性 质 较 复杂 的 函数 有 关 , 并 且 利用 了 较 通 常 更 普遍 的 
( 勒 贝 格 的 ) 积分 定义 . 


85. 与 函数 可 微分 性 相关 的 余 项 估 值 


704. 函数 与 其 导数 的 傅 里 叶 系 数 间 之 关系 ”考虑 以 2r 为 周期 并 有 直到 阶 
(k > 1) 导数 的 函数 f(x)， 当 然 , 前 有 一 1 个 导数 是 连续 函数 ; 而 假定 第 阶 导 数 为 
(绝对 ) 可 积 . 与 在 前 面 一 样 , 我 们 用 aj, bm 表示 函数 f(x) 的 健 里 叶 系 数 ; 对 于 导数 
f(z)(i = 12 月 , 则 用 a 入 ,5 名 表示 其 傅 里 时 系数 . 

分 部 积分 ， 求 得 (对 m= 1,2,…) 


: 
Sin mr 


1 /™,, . 
_ 一 元 / (Z) sin mzdz, 


Tam = 三 f(z) cosmzdz = f(z) 


因此 
b 
Qm 一 ——2; 
mm 
同样 , 
bn = Se. 
mm 


如 果 将 所 得 公式 应 用 到 系数 i,,,, 则 得 用 ,WW 表示 它们 的 式 子 , 将 这 些 式 子 代 
人 Cr bm 的 公式 中 ， 则 有 


继续 应 用 这 种 方法 , 我 们 分 别 偶 数 与 奇数 的 情形 , 归纳 作出 最 后 的 公式 : 


内 
当 大 = 驴 时 :om = (CD*2s，bm = (~ Un， (la 


(k) 
当 包 = 二 2h 十 1 时 :am = (Dri 加 二 (Da (16) 


115) 所 述 问 题 的 否定 解答 由 工 . 卡尔 列 逊 (L.Carleson) 于 1966 年 发 表 的 论文 中 得 到 . 


[705] §5， 与 落 数 可 微分 性 相关 的 余 项 估 值 .415 ， 


我 们 提出 的 问题 是 : 在 对 阶 可 微分 函数 的 阶 导 数 加 上 若干 条 件 时 , 利用 上 
列 公 式 求 出 这 函数 的 傅 里 时 级 数 的 余 项 估 值 . 在 前 一 节 的 开始 , 我 们 研究 了 健 里 叶 
级 数 的 一 致 收敛 性 的 问题 , 即 它 的 余 项 一 致 趋 近 于 零 的 问题 ; 的 确 , 在 这 里 , 在 更 严 
格 的 假定 下 , 利用 函数 的 可 微分 性 求 出 余 项 的 无 穷 小 阶 后 , 我 们 甚至 能 估计 这 种 趋 
705. 在 有 界 函 数 情 形 时 部 分 和 的 估 值 ” 现 只 假定 函数 f(z) 有 界 : 
|f(z)| < M, 


在 这 里 , 例如 , 可 把 M 了 解 为 f(z)| 的 上 确 界 . 我 们 预先 要 给 出 伟 里 叶 级 数 的 部 分 
和 sn(z) 以 及 与 它 共 思 e 的 级 数 的 部 分 和 54(z) 的 估 值 
由 熟知 的 公式 [参考 681,(4) 
1 
A sin[ln++=it 
oO- 工人 Ue td)+ fe la 


2 sin 一 
sm st 


由 此 逐步 有 : 


sso < / 
i 


0 


1 1 
sin (n+ ;) : x |sin (n 十 ;) :| 
Bac/ 2 Nao 
2 sin at 0 


nt) sin ! m3)r du 
-uf nda < tM fe 
=M lit (nt3)7| < Mnn+t1+In2n). 
如 果 将 4 理解 为 一 充分 大 的 常数 , 则 ( 当 n > 2 时 ) 在 最 后 一 个 括号 中 的 表示 
式 比 Alnn 小 , 因此 最 后 得 
lsn(z)| < AMInn® (n>2). (2) 
转 到 共 罗 级 数 , 我 们 回忆 [696,(20)] 


1 1 
] rr cos3t— cos (n+3)t 
5n(2) = 一 = / f(z+0) -fo— dt. 
0 2 sin at 
中 参考 699 目 迪 尼 判 别 法 下 的 脚注 . 
加 例如 可 以 取 


但 是 这 当然 不 是 常数 4 所 能 取得 的 最 好 值 . 
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因此 
| 
x |cos 一 上 一 CosS [n+ t 
Ba) < 2 2 ( 2) dt 
TT Jo 2sin =-t 
1 1 . 十 1, 
AM rr lsin at. sin— AM /sn 
一 一 dt < / T dt. 
TT vo 2 sin at EA 2sin~t 
再 与 以 上 同样 进行 推理 , 我 们 得 到 类 似 的 估 值 : 
sn(z < 4Minm (n> 2), (3) 


其 中 4 是 新 的 常数 , 一 般 说 来 与 前 面 的 4 不 同 , 但 是 与 它 相 似 的 是 这 个 4 也 与 函 
数 f(x) 的 选取 无 关 . 然而 当然 能 在 两 种 情形 下 采用 同一 常数 一 一 即 两 数 中 较 大 的 
一 数 . 

差 式 Ra(z) = f(x) 一 sn(z)[ 只 有 当 sn(z) 收敛 于 函数 f 时 , 它 才 是 傅 里 叶 级 数 


Ra(z < AMInn (n> 2) 


) 


事实 上 ， 
[Ra(z)| < |f(z)|+ |sn(z)| < M+ AM Inn, 
因此 只 要 适当 地 增 大 常数 4, 即 得 所 需要 的 不 等 式 . 

对 于 随 着 n 增加 到 无 穷 大 的 数量 在 不 等 式 右 端 这 个 事实 , 读者 不 必 感 觉 惊讶 . 
的 确 , 我 们 知道 对 于 若干 有 界 (甚至 于 是 连续 的 , 参考 703) 函数 f(z), 量 R,(z) 确 
乎 能 够 无 穷 增 大 , 而 我 们 的 不 等 式 则 必须 对 于 一 切 有 界 可 积 的 函数 都 成 立 . 

706. 函数 有 阶 有 界 导数 时 余 项 的 估 值 ”现在 再 转 而 考虑 以 2r 为 周期 并 有 
直到 阶 (k > 1) 导数 的 函数 f(x), 而 且 这 次 假定 阶 导 数 有 界 : 


Mo < Me 
并 且 有 常 义 积分 . 


我 们 将 证 明 S.N 伯 恩 施 坦 院士 所 发 现 的 重要 结果 :在 已 作 的 假定 下 , 有 一 个 绝对 
常数 4 存在 , 使 得 (对 于 n 之 2) 
lInn 


Rn) < AMk i (4) 


在 证 明 时 , 我 们 将 分 别 为 偶数 及 奇 数 两 种 情形 . 
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1 设 开 = 2h. 如 果 利用 公式 (1a), 则 可 将 函数 f(z) 的 储 里 叶 级 数 的 余 项 的 表 
示 式 中 
R, = R(x) = 和 am CoS7n20 十 pm sin mz 


72 一 纪 十 工 


写成 下 列 形式 


Oo 
Rn = (-1)" > pC cosmz + bl) sin mz). 
m=n+1 


在 括 绝 中 , 我 们 有 函数 f(%(z) 的 傅 里 叶 级 数 的 第 m 项 ; 引用 这 个 级 数 的 部 分 和 
Om 一 am(Z)， 则 可 用 Om — Om—1 来 代替 此 项 : 


=(-D” > -元 (om 一 om 


?2 一 于 十 1 


除去 括 弧 并 换 一 种 方式 集合 诸 项 [参考 383], 我 们 得 到 级 数 


On 1 1 
(一 Rn 一 nie 十 2 ( 志 一 ry ) Om.: (5) 
可 以 这 样 变换 的 理由 是 
这 是 由 不 等 式 


lom| < AMx: Inm (6) 


推出 的 , 而 这 个 不 等 式 则 是 将 不 等 式 (2) 应 用 于 函数 1 (z) 而 求 得 的 . 由 (5) 及 (6) 
推 得 估 值 


[Ry _ AlInn ( 记 1 ) 
Mz < (n+ Dr 十 4 > Cm +1) inm. 


最 后 和 式 重新 变换 为 下 列 形 式 加 才 371]: 


In(nt 1) 1 


如 果 利 用 不 等 式 1 1 
in(m+l) -mm=Im(1+ 二 ) < 亏 


及 oo 


1 1 1 
> mri Ek nk 


在 已 作 的 假定 下 , 健 里 叶 级 数 处 处 收敛 于 函数 f(z)[684. 


. 418 . 第 十 九 章 健 里 叶 级 数 [707] 


[参考 373,a)], 则 逐步 求 得 它 的 估 值 : 
In(n + 1) 3 1 In(n + 1) 
Dt, 2 mm ny 


OO 
1 Inn 1 1 1 lnn++2 
+ 2 mei ne TATE RE ne 


7 一 多 十 工 
回 到 |R%|, 关于 它 的 大 小 我 们 得 到 这 样 一 个 估 值 : 


2Alnn+24 
nk 


| 有 | < Me (n > 2), 


当然 ,适当 改变 4, 由 此 容易 推出 (4). 
2° 现 假定 大 = 2h 十 1. 依靠 公式 (16), 我 们 改写 RR 为 : 


Rn = (一 1) > 二 (a sin mz 一 Bo cos mz). 
这 次 我 们 看 出 在 括号 内 的 表示 式 是 与 函数 六 9 (z) 的 仿 里 叶 级 数 共 轿 的 级 数 的 第 mm 
项 [696]. 因为 我 们 有 它 的 部 分 和 6m = Gm(z) 的 估 值 


Gm| < AM; Inm 


其 考 (8)], 所 以 其 余 的 推理 与 上 面 已 说 过 的 没有 什么 不 同 . 
707. 函数 有 有 界 变 差 的 人 阶 导数 的 情形 ”首先 考虑 以 2r 为 周期 且 在 区 间 
[-m 可 上 其 本 身 有 有 界 变 差 的 函数 f(z). 转 用 新 还 尔 切 斯 积分 并 应 用 分 部 积分 的 公 
式 [577], 我 们 将 函数 f(z) 的 系数 on 表 成 下 列 形式 : 
an = £68) 人 f(a 


nn 


- /2) _- L(g) 人 sinnzdf (2), (7) 
积分 号 外 的 一 项 为 零 , 至 于 最 后 一 个 积分 , 则 用 通常 对 斯 蒂 尔 切 斯 积分 所 应 用 的 方 


法 [582,2°] 来 估 值 , 我 们 得 到 


< max |sinnz|. Vf (2). 


三 sinnzaf (2) 


这 样 , 如 果 用 V 表示 函数 f(z) 在 区 间 [7,7] 上 的 总 变 差 , 最 后 得 
lax,| < 2 “ 元 


系数 如 的 估 值 也 是 这 样 . 
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如 果 与 同一 变量 有 关 的 两 变量 a 及 8 具有 下 述 性 质 , 即 它 们 的 比值 保持 有 界 : 
Bb 潍 - 
四 < M (M = 常数 )， 
则 用 下 列 方式 写 出 这 个 事实 : 
B= O(a).0 
应 用 这 符号 , 我 们 能 表示 出 有 界 变 差 函数 的 健 里 叶 系 数 on, bn 的 已 证 明 的 性 质 如 下 : 


1 1 
m=0(3), m=0(a): 
现在 对 于 以 27 为 周期 的 通 数 f(z), 设 其 天 阶 (k 之 1) 导数 FLD(z) 存在 并 在 区 
间 [7,7] 上 有 有 界 变 差 ; 则 对 于 函数 f(z) 的 傅 里 叶 系数 , 估 值 
lanl bn] < Fr 
为 真 , 其 中 诉 是 函数 Fo(z) 在 区 间 [7,7] 上 的 总 变 差 . 
比较 刚才 所 证 明 的 结果 与 第 704 目 中 的 公式 (1a) 及 (16) 立即 得 到 上 述 命题 . 


因此 , 这 一 次 ， 
m=0 (Rr), m=0 (Hr) (8) 


知道 了 傅 里 叶 系 数 的 阶 次 , 现在 就 不 难 估 值 傅 里 时 级 数 的 余 项 : 在 同样 的 假定 
下 , 对 于 函数 f(x) 的 傅 里 时 级 数 的 余 项 R(x), 我 们 有 不 等 式 


(n= 1,2,.…) 


Vx 
[Rn(z)| < 未 
事实 上 ， 


[Rn (7)| < > (laml + lbml) 


m= 二 n+1 
2 似 宁 1 2W% 1 Wh 


< < 一 一 . 
mk+1 kn ne ~ ne 
m=n++1 


这 样 , 对 于 函数 的 第 阶 导数 加 上 某 些 较 严格 的 条 件 (与 上 目 中 的 条 件 比 较 )， 
则 可 引导 出 余 项 R,(z) 的 较 好 的 估 值 : 在 估 值 的 分 子 中 , Inn 不 再 出 现 . 


附注 我 们 再 次 强调 在 本 目 与 前 目的 推理 中 , 函数 f(z) 及 其 导数 的 周期 性 起 着 
主要 的 作用 . 如 果 函 数 预先 只 是 在 区 间 [-7, 7 上 被 给 出 , 则 必须 有 下 列 条 件 成 立 : 
f(T) = f(D, (-7) = Fn), fH 7) = fn). 


在 这 里 各 导数 理解 为 单 侧 导 数 . 只 有 这 时 才能 保证 周期 地 延 拓 出 的 函数 有 连续 的 逐 
级 导数 , 而 且 上 面 所 作出 的 估 值 也 才能 成 立 . 


中 比较 这 个 符号 与 我 们 在 第 60 目 中 所 引用 的 符号 o(a). 
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708. 函数 及 其 导数 的 不 连续 性 对 于 傅 里 时 系数 的 无 穷 小 阶 的 影响 “我们 已 看 
到 如 函数 有 一 系列 连续 导数 , 则 能 保证 其 傅 里 叶 系 数 迅 速 减 小 , 并 且 因 而 能 保证 伟 
里 叶 级 数 迅 速 收敛 . 

然而 在 数学 的 应 用 上 , 时 常 要 遇 到 这 种 情况 : 在 从 -x 到 x 的 范围 中 , 由 若干 个 
在 各 自 的 区 间 有 一 定 个 数 导数 的 函数 “接连 ”而 得 一 函数 , 要 把 这 函数 展开 为 傅 里 
叶 级 数 . 这 样 , 在 “接连 ”点 处 , 这 函数 本 身 以 及 它 的 各 级 导数 都 有 跳跃. 这 种 不 连 
续 性 降低 了 储 里 叶 系 数 的 无 穷 小 阶 , 并 且 不 难 了 解 , 同时 也 降低 了 傅 里 叶 级 数 的 余 
项 的 无 穷 小 阶 . 我 们 来 详细 研究 这 个 问题 . 

1 设 除去 “接连 点 ” 

6 (9) 
外 , 函数 j(z) 在 区 间 [7,7) 上 连续 , 而 它 在 各 “接连 点 ”处 有 第 一 种 不 连续 , 即 具 
有 跳跃 
6 = f(és +0)— és —0) (p=1,2,..,m). 
如 果 差 数 
6 = A(-r+0) -Ar 一 0) 

不 等 于 零 , 在 不 连续 点 中 , 还 必须 加 入 点 如 = -m, 因为 周期 地 延 拓 函 数 时 , 在 这 点 
出 现 了 不 连续 性 . 

又 假定 只 除去 在 所 指出 的 各 点 外 , 有 限 的 导数 f(z) 处 处 存在 , 并 假定 它 在 区 间 
[和 可 上 绝对 可 积 . 对 于 函数 f(z) 的 系数 a 的 表示 式 , 我 们 重新 应 用 斯 蒂 尔 切 斯 


积分 与 分 部 积分 法 [参考 等 式 (7)]. 如 果 在 最 后 一 积分 中 分 出 与 函数 f(x) 的 跳跃 相 
对 应 的 项 [579,(15)], 则 得 


ou f(x) cosnzdz 
Tx 


1 ™m 1 nT 
-记忆 各 mm- 南 rlsinnede 


或 较 简单 地 
Qn = 本 一 (10) 
其 中 已 令 
An = -= >》 dl0) sinné,, (11) 
k=1 
并 与 以 前 相同 , 用 &%, 表示 函数 f'(z) 的 健 里 叶 系 数 . 同样 能 断定 ， 
Bn a 
bn = +t (12) 
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其 中 
Bn, = = >》， 600) cosnéy, (13) 
LH=0 
而 a 同样 也 表示 f'(z) 的 健 里 叶 系 数 . 
现在 我 们 假定 导数 f'(z) 在 区 间 [ni,7] 上 有 有 界 变 差 . 因为 在 这 个 假定 下 , 它 
的 傅 里 叶 系 数 有 阶 O (2) [707], 所 以 也 能 将 公式 (10) 与 (12) 写成 这 样 : 


A 1 
B 1 
m= 他 +0 (去 )- (15) 


这 些 公式 明白 指出 : 如 果 函 数 有 不 连续 点 , 则 虽然 在 其 余 一 切 点 导数 存在 , 传 里 叶 系 
数 的 无 穷 小 的 阶 仍 是 怎样 立即 降低 . 

反之 , 现在 设 已 知 某 一 函数 f(z) 的 傅 里 叶 系数 有 (14) 与 (15) 的 形式 , 而 且 
4 Bn 的 大 小 由 公式 (11) 与 (13) 所 确定 , 其 中 {64} 是 已 给 的 一 组 m 二 1 个 数 . 
则 函数 f(z) 就 在 点 (9) 处 一 定 有 第 一 种 不 连续 , 并 且 有 跳 降 ， 且 其 跳跃 分 别 等 于 
640) (4 = 1,2,… ,m); 此 外 , 对 于 这 函数 , 极限 f(x 十 0), f(x 一 0) 存在 @ 并且 它们 
的 差 是 80. 在 其 余 各 点 处 , 函数 连续 . 

为 了 要 证 实 此 点 , 例如 用 (&,,&j+1) 内 的 线性 函数 作出 补助 函数 F(z), 使 得 它 在 
所 指定 的 点 恰好 有 所 指定 的 跳跃 . 与 (14) 及 (15) 类 似 , 对 于 它 的 伟 里 叶 系 数 我 们 有 : 


其 中 4 与 B。 有 前 述 的 值 . 这 时 差 数 f(z) - f(z) 有 如 下 列 形式 的 展开 式 


1 CO 
一 Qo 十 >》 (an cosnz + Pn sinnz), 


2 n=1 
其 中 
ao 人 
即 
Ion,lasls 二 (K = 常 数 ) 


四 在 这 里 以 及 在 后 面 -我 们 总 是 认为 
Fen) = 3If (én + 0) + flén — 0)], 
同时 


fF(-7) = fm = U(r +0) + f(r ~ 0)}; 
从 而 一 切 不 连续 点 都 是 正则 的 [参考 684] 
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这 个 级 数 以 收敛 级 数 2K 了 二 为 强 琢 数 , 它 处 处 一 致 收敛 . 由 此 已 可 见 , 差 数 
f(z) 一 了 f(z) 表示 以 2r 为 周期 的 连续 函数 , 从 而 f(x) 也 与 f(x) 在 相同 的 点 处 有 相 
同 的 跳跃 . 

2° 除去 已 述 过 的 假定 以 外 , 现在 还 假定 一 阶 导数 f'(z) 有 极限 值 

f'(—7 +0), f'(é + 0), f'(r—0) 
而 且 二 阶 导数 f(z) 处 处 (“接连 点 ”除外 ) 存在 , 并 在 区 间 [7,7] 上 有 有 界 变 差 . 

利用 已 经 证 明 的 结果 , 则 可 断言 这 时 


4 及 A 1 
1 


n n n ， 
B!’ 7 B’ 

岂 = 守 + 生 = 闻 +0( 广 )， 
n n n n 


此 处 用 44, B4 表示 类 似 于 (11) 及 (13) 的 量 


Ta) . 
A = -二 > 6 ) sin né,, (16) 
1 je (n = 1,2, ), 
_ 1 
B’ = 7 oon (17) 


而 且 


5D = (6 +0)— f(y -0) (p=1,2,.,m), 
6 =f(-r+0) -f(r -0). 


将 这 些 a 与 忆 的 表示 式 代入 公式 (10) 及 (12), 则 对 于 所 考虑 的 情形 , 最 后 得 


ll: An B! 1 
n=- 健 - 囊 +0( 襄 )， (18) 

Ba 4 1 
六 = 全 +0( 坊 ) (19) 


在 这 里 同样 可 证 明 在 某 种 意义 下 的 逆 断 语 . 设 函 数 f(z) 的 傅 里 时 系数 有 如 (18) 
及 (19) 的 形式 , 其 中 4 Bu 4 B% 的 大 小 由 公式 (11),(13),(16),(17) 所 确定 , 而 
{6t0)} ,fo 则 为 先 给 出 的 一 组 数 . 可 以 断言 函数 f(z) 在 区 间 (一 x,7) 内 除去 点 &， 
外 处 处 连续 并 且 有 连续 导数 f'(z), 而 在 点 总 处 , 函数 及 它 的 导数 有 跳跃 , 且 其 跳 牙 
分 别 等 于 5640) 及 6; 此 外 


f(-x+0)— f(r—0)= 6 


并 且 
f(-r+0) -f(r-0)=60. 
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与 上 面相 仿 , 也 要 作出 补助 函数 F(z) 来 证 明 这 断 语 . 在 这 次 能 用 二 次 函数 作 补助 
函数 , 使 得 它 与 它 的 导数 就 在 所 指定 的 点 有 所 指定 的 跳 由 . 容易 看 出 差 数 f(z) - f(z) 
将 展开 成 为 有 O (三 ) 阶 系数 的 傅 里 叶 级 数 . 这 时 不 仅 这 个 级 数 , 而 且 由 它 逐 项 全 
分 所 得 的 有 O ( 三 ) 阶 系数 的 级 数 , 均一 至 收敛 , 从 而 差 数 f(z) - f(z) 与 它 的 导数 
同 是 周期 的 (以 2r 为 周期 ) 及 连续 的 . 由 此 推 得 所 需要 的 断 语 . 

3。 在 一 般 情形 下 , 设 户 户 … ,74- 在 [7) 上 除去 点 所 (= 0,1，… ,mm) 
外 连续 , 而 在 点 &, 处 , 这 些 函数 有 跳跃, 且 其 跳 路 分别 等 于 


6(0), 650),... , (7-1) (4 =0,1,...,m). 


此 外 , 假定 导数 /5 处 处 (“接连 点 ”除外 ) 存在 , 并 且 在 区 间 [-x,7#] 上 有 有 界 变 差 . 
引用 符号 : 
4 = -1 PD sinne,, 
(=0,1,. ,hk ln=1,2,...) 
BO = 元 六 0 6 cosné,. 


则 当 为 奇数 及 偶数 时 , 下 列 公式 分 别 成 立 : 


(k—1) 
kl A 1 
A» 万/ A BB” +(—1) 3 nk 十 O (i) ， 
om 二 一 一 有 一 有 十 2 十 (20) 
n Nn n n (k—1) 
gk Bn 1 . 
+(—1)3 7 十 Fer 


1 BY 1 
+(-D) 全 一 +0 (Ei)， 
也 n 
六 二 2 ... (21) 


n n2 n3 n4 AK-1) 1 
豚 十 1 入 


如 果 已 知 类 似 的 公式 成 立 , 则 反之 , 关于 函数 本 身 及 其 大- 1 个 导数 的 不 连续 点 
与 跳跃 量 可 以 (如 上 所 述 ) 作出 结论 . 

709. 在 区 间 [0,7] .上 给 出 函数 时 的 情形 ”如 我 们 所 知 , 如 果 函 数 Flz) 只 从 0 
到 r 给 定 , 则 当 适 当 的 条 件 成 立时 , 可 将 它 在 这 区 间 上 展开 成 余弦 级 数 


f= 和 + Dancosn (0<z&7), (22) 
也 可 展开 成 正弦 级 数 


f(z) = > bnsinnz (0<z<7) (23) 
1 
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[689]. 在 实用 上 最 常 遇 到 这 种 展开 式 . 上 目的 结果 也 能 应 用 到 所 考虑 的 情形 , 如 果 
设想 将 函数 ffz) 用 下 列 方式 延 拓 到 区 间 [-- rr, 0) 上 的 话 : (a) 用 偶 的 方式 一 一 为 的 
是 得 到 余弦 级 数 ; 或 者 (6) 用 奇 的 方式 -一 - 为 的 是 得 到 正弦 级 数 . 
设 
0< 和 < 所 < .< 和 去 工 


是 在 区 间 (0, 7) 内 的 点 , 函数 与 它 的 一 直到 (k 一 1) 级 导数 在 这 些 点 处 都 有 跳跃 , 并 
且 与 在 前 面 一 样 , 用 


60), 60),.. , 6K 1) (4 = 1,2,.… ,nm) 


表示 跳跃 量 . 

在 用 偶 的 方式 延 拓 函数 的 情形 下 , 在 点 -总 处 也 重新 产生 点 &j 处 的 跳跃 , 但 其 
符号 相反 ; 当 用 奇 的 方式 延 拓 这 个 隐 数 时 , 在 点 -&j, 处 产生 跳跃 , 而 其 符号 不 变 . 又 
对 于 偶 函 数 ， 

j(+0) -AI-0=0，jF-Tr+0-Ar-0)=0， 


对 于 奇 函 数 , 跳跃 


f(+0) ~— f(-0)=2f(+0), 
f(-r+0)~ f(r -0)=~2f(r—0) 


一 般 地 可 能 异 于 零 . 最 后 , 我 们 还 注意 当 微 分 时 , 偶 函 数 变 为 奇 函 数 , 而 奇 函 数 变 为 
偶 函 数 . 如 果 考 虑 到 所 有 这 些 说 明 , 则 关于 我 们 的 函数 的 余弦 或 正弦 展开 式 的 系数 
an 与 bn, 分 别 得 到 形 如 (20) 及 (21) 的 公式 , 但 4 与 B®8 则 有 这 样 的 数值 : 


2、m ei) ， 
A 一 -+ Dl 6 人 sinnéy, 


， ， _ ， 24 
Br = 2{2 6i cosnéj + fO(+0) — cosnn: fOr — 0)}. 24) 


(n= 1,2,...) 


与 这 些 公式 相关 , 我 们 作出 下 一 重要 的 说 明 . 设 在 整个 区 间 [0, 7] 上 , 函数 f(z) 与 它 的 直到 
(k 一 1) 阶 导数 连续 ; 此 外 , 设 有 阶 导数 也 存在 . 并 且 在 这 区 间 上 有 有 界 变 差 .然而 一 般 说 来 , 对 于 
展开 式 (22) 与 (23) 的 系数 an 与 bn, 不 可 能 断定 它们 的 阶 是 O (a ) [再 参考 707 公式 (8)!] 
实际 上 , 虽然 在 这 种 情形 下 一 切 和 数 4 名 是 零 , 但 是 不 可 能 说 和 数 


BO = 1O(0) ~ cosnr -10(n)} 


也 是 这 样 . 用 奇 的 方式 扩充 函数 , 在 x = 0 处 人 为 地 造成 了 不 连续 性 , 或 破坏 了 函数 与 它 的 偶数 
级 导数 的 周期 性 ; 而 用 偶 的 方式 扩充 函数 , 则 使 得 奇数 级 导数 也 是 这 样 ! 
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因此 , 如 果 需 要 完全 利用 函数 的 可 微分 性 , 将 所 述 函 数 f(z) 在 区 间 [0, 7] 上 展开 成 迅速 收敛 
的 级 数 , 则 为 了 这 个 目的 , 用 下 列 条 件 所 确定 的 (2k 一 1) 次 多 项 式 r(z) 将 函数 延续 到 区 间 [一 ,0) 
上 : 


r(0) = f(0),7"(0) = f°(0),… re (0) = je (0)， 
r( 一 T) = fn),r (7) = fn) rn) = 了 (mr 
[例如 可 用 在 第 257 目 中 所 指出 的 方法 作出 这 种 多 项 式 .] 用 这 种 方法 , 我 们 使 函数 在 整个 的 区 间 
[ze,7] 保持 可 微分 性 . 
设 对 于 0 < z gr f(z) = x 和, 为 了 作出 这 个 函数 的 有 O (二 7) 阶 系数 的 展开 式 , 我 们 用 
多 项 式 
12 > 30 20 


Y(Z) 一 2 5 + | z z ] = 


12 5 30 4 20 
TT4 TF3 TF2 2 


A4 7 
扩充 它 . 如 果 对 这 样 扩 充 出 的 函数 作出 通常 的 傅 里 时 级 数 , 则 对 在 区 间 0 上 的 函数 f(z), 就 
能 得 到 所 求 的 迅速 收敛 的 展开 式 : 


240 窜 1 12 1440 1 . 
A 2 ke 一 1)4 72(2v— | cos(2 A 2 (2 Sin 2vx. 
这 里 叙述 的 是 马 立 叶 夫 所 指出 的 方法 . 


710. 分 离奇 异性 质 法 ” 设 函 数 f(x) 在 区 间 [0,7] 上 是 由 >z 的 倍 角 的 余弦 级 数 
(22) 或 正 弱 级 数 (23) 所 给 出 , @ 而 且 这 些 展 开 式 的 系数 有 如 (20) 或 (21) 的 形式 , 其 
中 A 名 ,BW 是 由 公式 (24) 所 确定 . 这 些 级 数 收敛 得 较 慢 , 并 且 我 们 知道 函数 与 它 的 
导数 的 不 连续 性 是 造成 这 种 现象 的 原因 . 对 于 这 种 情况 , 克 雷 洛 夫 院 士 提出 了 首创 
的 分 离奇 异性 质 法 , 应 用 这 种 方法 可 以 改善 级 数 的 收敛 性 . 

”实在 说 来 , 这 种 方法 的 本 质 已 经 包含 在 前 面 的 叙述 中 . 它 在 于 用 熟知 的 三 角 展 
开 式 作出 ( 逐 段 为 多 项 式 的 ) 补助 浮 数 f(z), 使 其 好 似 吸 收 了 已 给 函数 f(z) 的 展开 
式 中 所 明白 表 出 的 奇异 性 质 . 从 函数 f(x) 中 减 去 这 个 补助 函数, 并 且 相 应 地 从 已 给 
函数 的 展开 式 中 减 去 补助 函数 的 展开 式 , 这 样 我 们 就 分 离 了 已 给 展开 式 的 收敛 得 较 
慢 的 一 部 分 , 从 而 余下 的 级 数 已 经 迅速 收敛. 

然而 ， 如 果 利 用 已 知 的 展开 式 , 知道 能 直接 求 收敛 得 较 慢 的 部 分 的 和 , 则 可 最 简捷 地 获得 上 述 
结果 . 

1? 设 已 给 余弦 级 数 (22), 并 且 


TT 
Tr 十 了 二 


其 中 _ 
An = -2 », cu Sinnép. (25) 
4L=1 


@ 实 用 上 时 常 遇 到 的 情况 是 : 展开 式 是 在 区 间 [0,1] 上 用 的 倍 角 的 余弦 或 正弦 作出 的 , 这 种 
情况 可 由 课文 所 考虑 的 情况 中 简单 地 将 z 换 成 而 得 . 
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给 出 点 
0O<& < <<Em < 


并 且 给 出 一 组 数 {c,,}. 直接 确定 级 数 的 和 
9g(z) = >》 各 cos nz. 
n=1 


用 简单 的 变换 可 引导 出 下 面 的 结果 : 


9 = DE et ,le) 
HL=1 n=1 n=1 HL=1 
其 中 和 式 
on) = 3 sin "GE- 如) > Sinn + én) 


是 容易 算出 的 , 如 果 我 们 回忆 到 熟知 的 [690,2)] 展开 式 


coe 
》、 SIN NZ 
也 


n=1 


的 话 , 这 展开 式 的 和 当 0 < z < 2r 时 是 工 2 而 且 当 -2# < z < 0 时 显然 是 -一 这 样 ， 


TI- 总 rz 一 名 


5 3 一 一世 十 &， 对 于 z < 6 


en(z) = 
Tt 对 于 z > 已. 
2 
于 是 在 每 一 区 间 (€p, Epti) (8 一 0， 1 ,mm) 的 内 部 ,2 g(7) 一 常数 人 而 在 点 各 一 
1,2,…, m) 处 , 它 有 恰 等 于 cv 的 跳 获 . 因此 我 们 有 ,一 1 = cx， 从 而 


天 
Yn 三 To 十 》， CA; (26) 
A=1 
又 因为 pj(0) = 一 x 十 所 以 
Y=—g(0) = DE(-r+) = 二 》 ot Do (27) 
w=1 HL=1 LK=1 
这 样 , 函数 g(x) 便 完全 确定 了 . 
例如 , 设 我 们 有 展开 式 
9(z) = > 一 COs nz. 
n= 二 1 

在 这 里 

An = _260, sinn， 

下 2 


@ 为 方便 计 , 我 们 令 &0 = 0, m+1 = 不 . 
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而 且 ci = 7&1 = 了 这 时 


开工 . 工 . 工 , 工 _ 工 
7 一 一 了 了 + 
或 者 直接 有 _ 
% sinn— ce 了 
2 _ 人 0 _7. 
"=90= 2 n AT 4 
然后 
7 
?1 三 ?7o 十 cl 一 4: 


因此 , 最 后 求 得 函数 g(z) 当 0< z < 时 等 于 工 , 当 本 <z < 时 等 于 一 二 
2” 现在 考虑 余弦 级 数 (23), 而 


b= +0 (十 )， 
nn nn 
其 中 
Bn = A 位 cu Cos néi 十 co — Cm+1 COS "| * (28) 


HA=1 


但 在 这 次 我 们 的 目的 是 直接 求 级 数 


h(x) = >》 至 Sin ?2 人 
n==l1 


的 和 . 我 们 有 
C sinn(z+t) Csinn(r—é ) 
| 
2co sinnz cmii [sinn(z +7) sinn(z—7) 
ti a tn 
= Er) + P(r ) -ple), 
HL=1 
而 且 
Pp(7) = Tt -一 扣 一 如 - -= 关于 一 切 本 19 
T 二 多 十 如 ) T+ én) 关于 z < 总 ， 
|] es 
A— (zx T(z 
5 上 < 十 3 一 Xn 一 XxX， 关于 x>&. 


h(+0) 二 Co0， h(x 一 0) 一 Cmz 十 1; 
Pi 六 +0) 一 jp 名 0)=c (p=1,2,..,m). 
116) 所 指 的 是 = € (一 rz) 
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同时 导数 有 (x) = 常数 = 7 处 处 (除去 不 连续 点 外 ) 存在 , 其 中 


7 二 二 (~ 一 Co - ， 
LL=1 
函数 h(x) 在 每 一 区 间 (&,,, &j+1) 内 都 是 x 的 线性 函数 , 其 中 z 的 系数 是 让: 
当 z FTW,h(z) =yr+t6n (k=0,1,..… ,m), 


而 且 
0 一 co，0=c 二 cl 和 三 co 十 cl 十 :十 cm 
容易 作出 函数 hz) 的 图 解 (图 136). 连接 点 


(0,co) 及 (« Cm+1 -> 


1 


的 直线 显然 有 角 系 数 y. 余下 的 作法 可 以 从 图 上 看 出 . 


Co=2, cl 一 -2, C=3, C3=2, C4=1. 


图 136 图 137 
例如 , 设 
%_ cosn= 
2 2 . 
h(z) = 一 人 
(2) 2 sin nz, 
因此 
Bn = —o cosn3, co 一 cz 一 0， ci 一 一 1， = 


因此 , 在 这 里 (图 137) 


1 

二 2 当 0<z< 了 时 ， 
h(x) = 的 

ls_1= 工人 站 ， 当 工 zz 七 贡 时 . 

nt i 2 


为 了 改善 级 数 _ 
2 nt 
f(x) = 一 一 cosn= sinnz 
nt 2, 2—1 
的 收敛 性 , 我 们 要 应 用 这 一 结果 .因为 
n _1 1 1 1 
n2—1 m 1 工 元 十 了， 


[710] 


(30) 


(31) 
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所 以 在 所 给 的 情形 下 ， 下 
AT Nn Ls 2 n(n 一 了 


如 果 从 函数 f(x) 中 减 去 刚才 求 得 的 函数 h(x), 则 得 差 数 f(z) 一 h(z) 的 展开 式 


TT 
_2 >》， 2 sin nz 
TA n(n2 — 1) ， 
它 的 系数 已 经 是 O (三 ) 阶 
3? 回 到 余弦 级 数 (22), 我 们 现在 假定 


“人 -各 +0( 坟 ) 
其 中 4 是 由 公式 (25) 表 出 , 而 B4 则 由 (28) 中 将 常数 co, c1,.… , cm+1 换 成 其 他 常数 6,c1，… ， 
cm+1 而 得 . 因为 我 们 会 [参考 1?] 分 离 三 角 级 数 中 与 系数 展开 式 的 第 一 阶 诸 项 相关 的 部 分 , 所 以 
我 们 转 到 第 二 阶 诸 项 . 

设 (为 了 简化 符号 , 用 B。 代替 B;) 


oo 二- > 过 cosnz， 
n=1 
显然 ,gli(z) 是 z 的 连续 函数 . 逐 项 微分 这 级 数 , 得 到 新 级 数 
gi(zx) = > 他 sin nz. 
我 们 已 经 会 求 这 级 数 的 和 [2°]. 因为 在 区 间 [0, 7] 的 任 一 个 不 含 区 间 端 点 及 不 连续 点 的 闭合 部 分 
上 , 新 级 数 一 致 收敛 ,下 所 以 (除去 这 些 点 外 ) 实际 上 它 的 和 表示 函数 g1(x) 的 导数 . 因此 , 由 2°， 
g1(Z) = yz+6h 关于 6 <z<ét (k=0,1,..,m) 
其 中 y 及 6 是 由 公式 (29) 及 (30) 确定 的 . 积分 后 , 求 得 (考虑 到 连续 性 !): 
g1(7) = 3 + our + eh 关于 &, <z<é (p=0,1,. ,m). 
函数 gli(z) 在 分 点 &+1 处 的 值 可 同时 由 两 个 公式 求 得 , 所 以 
了 二 多 人 十 = BES + uniéoti + pr 
由 此 (如 果 回 忆 到 6j41 = 5% 二 cut): 
Eptl = Ep — Cptiépt1: 
如 果 已 知 so, 则 由 这 公式 可 逐步 得 到 sl, … , em. 至 于 eo, 则 由 等 式 
wp 


e0=g1(0)=— 7 


n=1 


@ 这 是 由 级 数 并 2 的 熟知 的 性 质 推 出 的 . 
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确定 . 这 级 数 的 和 也 能 求 出 为 有 限 的 形状 , 只 要 回忆 到 Bn 的 表示 式 , 并 且 利 用 已 知 的 [690,9)] 
展开 式 


~ COS NT 3z2 一 6rz 十 272? 
一 (0 < wx < 27). 


一 12 
例如 , 如 果 已 给 
ce 1—cosno 
(Z) = », 3 3 cosnz, 
n= 二 1 
则 在 这 里 
Bn = —1+ cosns, co 7 cl =， c2 = 0， 所 = 
Y=0，50=-F， 抽 一 0 
为 了 确定 
2 1 2 Cosns 
50 一 2 nz na ， 
n=1 n=1 
2 
我 们 在 上 述 展开 式 中 先 令 = = 0, 然后 令 > = 5; 结果 求 得 co = 了 3. 这 时 el = eo~c1&1 一 一 襄 
最 后 得 
Tn 57 Tn 
37+ -36， 如 果 0 <z < 3， 
g1(2) = 。 
nn n 
一 式 人 I 芝 
pv 如 果 FTE 
4 现在 在 正弦 级 数 (23) 中 , 令 
Bn A 1 
加 = 训 + 侣 +0 (高)， 


其 中 Bn 与 前 面 一 样 , 是 由 公式 (28) 所 表 出 , 而 4% 则 按照 (25) 的 形式 作出 一 一 但 将 c 换 成 
c. 在 这 里 , 只 讨论 第 二 阶 的 项 就 够 了 . 
考虑 级 数 (又 用 hn 代替 A4%) 


hi(x) = >》 从 sin nz, 
n=1 
它 显然 表示 连续 函数 . 微分 : _ 
ji(Z) = > 名 cosnzx = g(x) 
n=1 


[参考 1?]， 与 以 上 同样, 不 难 证 实 ( 除 在 区 间 的 端点 及 点 & 外 )g(z) 实际 上 是 hu(z) 的 导数 
由 1°， 

pi(z)= Yn 关于 6 <z<én (4=0,1,...,m), 
其 中 yw 是 由 公式 (26) 及 (27) 所 确定 . 因此 


(2) = Yr to SF 6 < so < Er. 
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而 且 bo = 0[ 因 为 h1(0) = 0], 其 余 的 5 则 由 函数 hi(zx) 在 点 对 +1 处 的 连续 性 的 条 件 所 逐步 
确定 : 
Yuéptit op = Yuptiépt1 t+ pt1 (4=0,1,.… ,m ~ 1), 
由 此 得 
Outl = Op 一 Cptiéptl. 


例如 , 设 已 给 级 数 


hi(x) = sinzx— jsin3z+ 工 sin5r 一. ， 


25 
它 可 表 成 下 列 形式 : i 
% Sin 了 一 
hi(x) = 》， sin nx. 
n=1 
在 这 里 ， 
元 元 元 元 元 
和 = 了，c 一 -7o=T，，Y=-T oo=0 = 三 


[参考 1° 中 的 例 ], 因此 


I 如 果 0<zs<， 
Pi(Z) 一 
Tn nt nT Tn 
一 一 — 一 一 一 一 世 < . 
了 2 十 了 I(T Zz)， 如 果 3 <TEN 


5” 用 适当 的 方式 , 对 于 三 角 级 数 , 也 能 求 出 与 其 系数 展开 式 中 较 高 阶 项 相关 的 部 分 的 和 . 现 
不 建立 一 般 的 方法 , 而 在 所 给 的 每 个 具体 情形 下 , 进行 在 上 面 考虑 一 般 形 式 的 级 数 时 所 做 过 的 手 
续 , 更 为 实际 . 
为 了 举例 , 我 们 重新 回 到 级 数 (31); 在 这 次 令 
n 1 1 1 


osnT.— 1 
2 n 7 2 nn A 3 n3(n2 一 二 


0 COSNA 
g(7) = -2 2 3 2 sin mnz. 
微分 两 次 , 我 们 得 到 
2 、COS 也 广 
g (z) = -2 》， 3 2 cosnz, 
n=1 


. 432 . 第 十 九 章 傅 里 叶 级 数 [711] 


最 后 的 函数 只 与 h(z) 相差 一 符号 : 


一 一 2， 如 果 0 和 zz 苹 工 ， 
1 2 
9 (7) 
一 二 (x 一 7)， 如 果 了 STE 
由 此 积分 , 得 
2 + yo, 关于 0gz 芝 工 ， 
1 27 2 
9 (2) = 1 
- 充 (? 7")?+N 关于 了 <z<n 


令 此 处 所 得 的 g (3 ) 的 两 个 值 相等 , 得 yi = Yo. 在 g(x) 的 展开 式 中 直接 令 z = 0, 容易 确定 
?7o 的 值 : 7o = 去 再 积分 一 次 , 并 且 注 意 g(0) = g(27) = 0, 我 们 得 到 


一 工 za 十 oz， 关于 0<z< 
67 2 
g(7) 
-BE(? 一 7 十 9qo(z 一 7)， 关 于 了 STAD 
这 样 , 函数 g(xz) 就 完全 确定 了 , 并 且 我 们 最 后 有 
jz) = h(x) + g(x) 十 PC)， 
其 中 函数 p(z), 虽然 其 有 限 形式 我 们 不 知道 , 但 是 能 由 展开 式 
元 
COS n= 


_ 2 二 2 ， 
wo(Z) = 7 


给 出 , 其 中 系数 已 是 0 ( 广 5 ) 阶 , 并 且 显 然 迅 速 碱 小 


86， 傅 里 叶 积 


711. 傅 里 叶 积分 作为 全 里 时 级 数 的 极限 情形 ”在 这 里 我 们 要 在 实质 上 作出 傅 
里 叶 对 于 他 的 积分 公式 所 作 的 讨论 , 这 种 讨论 虽然 不 严格 ,可 是 因 其 简洁 所 以 值得 加 
以 注意 .@ 

如 果 在 有 限 区 间 [一 ,中 上 给 出 函数 f(z), 则 在 确定 的 条 件 下 (我 们 在 这 里 不 研 
究 这 些 条 件 ), 可 在 这 区 间 上 将 它 用 三 角 级 数 表示 出 来 : 


TT 


mT 
bm 
台 十 二 Qm cosw 二 十 sin 7 


@ 取 此 处 所 得 9 ( 过) 的 两 值 相等 , 又 得 到 mo = 二 
@ 柯 西 也 曾经 不 供 葵 传 里 叶 而 独立 推出 过 这 公 起 


[711] 86， 傅 里 叶 积 分 .433 . 


其 中 


mm 


i 
Qm 一 i;/ f(u) cos du (m = 0, 1, 2,.…), 
-1 


mTUu 


l 
bm =}/ flWsin Dds (m=1,2..) 
-1 


[参考 688]. 将 om 与 bm 用 它们 的 表示 式 来 代替 , 则 级 数 可 改写 成 下 列 形式 : 
1 7 oo 1 I 
19=5) ft DF) ,fe Da (1) 


现 设 函数 f(z) 被 定义 在 整个 无 穷 区 间 (-co, +co) 上 . 在 这 种 情形 下 , 不 论 z 是 
怎样 ,对 于 任意 的 1 > |zl, 相应 的 值 f(z) 由 展开 式 (1) 表 出 . 在 这 里 取 1 一 +co 时 的 
极限 , 我 们 设法 求 出 这 展开 式 的 “极限 形式 ”. 

关于 等 式 右 端 的 第 一 项 , 自然 可 设 它 趋 近 于 零 .@ 回 到 无 穷 级 数 , 我 们 能 将 余弦 
符号 后 的 因子 人 看 作 某 一 (从 0 连续 变 到 +oo 的 ) 参数 z 所 取 的 间断 的 数值 


TT 27 mT 
7 四 的 一 Se 


并 且 当 1 一 +o0 时 , 增 量 


TT 
Azm = Zm+t+1 一 tm 一 了 


{ 
显然 趋 近 于 零 . 用 这 这 符号 , 级 数 可 改写 成 : 
1 之 / 
元 2 Azm-_1 [ jw) cos zm(u — T)du. 
它 好 像 是 区 间 [0, +col 上 的 z 的 函数 


十 co 
l 人 f(u) cosz( 人 一 Z)du 


TT 


的 积分 和 . 取 1! +oo 时 的 极限 , 我 们 得 到 的 是 积分 而 不 是 级 数 ; 用 这 种 方法 就 得 到 
傅 里 叶 积分 公式 : 


1 十 co 十 ce 
jz) = :/ dz / Ju) cosz(u — zr)du. 
展开 差 角 余 弦 的 表示 式 , 可 表 这 公式 成 下 列 形式 : 


f(z) = /oa cos zx + b(z) sin zx]dz, 


@ 例 如 如 果 假 定 积分 让 (wjdu 收敛 , 则 这 结果 就 成 为 明显 的 了 . 


.434 . 第 十 九 章 傅 里 叶 级 数 [712] 


其 中 ,jo jo 
a(z) = =/ jw) cos zudu， b(z)= :/ f (u) sin zudu. 


在 这 里 显然 发 现 与 三 角 展 开 式 相似 之 点 : 只 要 将 取 自 然 数值 的 参数 m 换 成 连续 变 
化 的 参数 z, 而 将 无 穷 级 数 换 成 积分 . 系数 a(z) 与 5b(z) 的 构成 也 与 傅 里 叶 系数 相像 . 

当然 , 所 有 这 些 讨论 都 只 有 导 和 人 法 的 性 质 ; 还 需 说 明 侍 里 叶 公 式 成 立 的 实际 条 
件 . 但 是 当 作出 严格 的 推理 时 , 我 们 将 要 依照 对 传 里 叶 级 数 推理 的 基本 步 又 . 


712. 预先 的 说 明 ” 现 假定 函数 f(z) 在 无 穷 区 间 [00, 二 00] 上 绝对 可 积 . 在 这 
个 假定 下 , 考虑 积分 


A 十 co 
一 ;| a f(u) cosz( — To)du, 


其 中 4 是 任意 的 有 限 正 数 , 而 zo 是 z 的 任 一 固定 的 值 . 这 个 积分 与 傅 里 叶 级 数 的 
部 分 和 相似 : 对 它 取 4 一 +eo 时 的 极限 , 则 得 到 健 里 叶 积分 : 


二 dz 三 flu) cosz(u — zo)du. (2) 


因为 对 于 任 一 有 限 的 B > 0, 函数 f(z) 在 区 间 [-B, BI 上 也 绝对 可 积 , 故 由 第 
510 目的 定理 4*, 我 们 有 


[ dz 广 flu) eoszlu = m0)du= flu) uf cosz(u — zo)dz 


=-/ HO) a (3) 
但 积分 jo 
人 f(u) cosz(u — zo)du (4) 
以 根据 假定 为 收敛 的 积 ,os 
|f (lau 


为 强 函 数 , 所 以 积分 (4) 在 它 的 值 的 任 一 区 间 上 对 于 z ( 当 w= + 及 w= 一 oo 
时 ) 一 致 收 敏 . 这 样 , 积分 六 f(w) cosz(w 一 zo)du 当 B 一 +00 时 一 致 趋 近 于 极限 
(4). 因此 , 在 等 式 (3) 中 取 B 一 +co 时 的 极限 , 则 在 左 端的 积分 中 可 在 积分 号 下 取 
极限 [第 506 目的 定理 1].® 由 此 , 关于 J(4) 得 到 形 如 积分 


十 ce sin 4(uw 一 
7 = 工人 TA a 


TT 也 一 0 


中 参考 第 508 目的 定理 IV, 在 那里 我 们 假定 被 积分 函数 是 连续 的 . 在 这 里 我 们 不 作 这 样 的 假定 . 


[713] §6. 傅 里 叶 积 分 . 435 ， 


的 表示 式 , 它 与 犹 利克 雷 积分 相像 [681], 而 且 实际 上 也 正 是 起 着 同样 的 作用 , 应 用 
初等 变换 , 容易 将 它 化 成 以 下 形式 : 


十 co 
1A)=2/ fot 


sin At 
t 


at 


也 笠 (5) 


十 oo 
-+/ [f (xo +t) + f(zo ~—)] 


为 了 以 后 的 叙述 起 见 , 对 于 第 682 目的 基本 引 理 , 必须 作 显 而 易 见 的 补充 如 下 : 
如 果 史 数 g(t) 在 无 穷 区 间 [a, 十 00] 上 绝对 可 积 , 则 


十 co 
lim g(t) sinptdt =0 
p>+00 人 
(同样 
十 oo 
lim ‘g(t) cosptdt = 0). 


p+o0 fo 
证 明 可 仿照 第 682 目 中 的 引 理 (在 函数 f(z) 有 奇异 点 的 情形 下 ) 的 证 明 . 
713. 充分 判别 法 ”用 常数 So[ 积 分 (2) 的 假定 值 ] 乘 等 式 


2 /™ sinAt 
1-2/ Ng (4>0) 


的 两 端 , 从 等 式 (5) 的 两 端 碱 去 这 个 结果 . 如 果 也 与 第 683 目 中 一 样 , 为 了 简便 起 见 ， 
令 


pt) = f(t0+t) + f(xo—ét) — 250, 
我 们 便 得 到 


于 入 用 (6) 


1(4) -80-3 v0 


在 这 里 , 我 们 也 只 限于 两 种 情形 : (a) 函数 f(z) 在 点 zo 处 连续 , 或 (6) 在 这 点 
两 侧 只 可 能 有 第 一 种 不 连续 . 而 且 我 们 假定 


在 情形 (a) So = f(z0)， 
在 情形 (6) So = {e+ 0) fo 0, 


在 这 种 假定 下 , 我 们 现 有 
迪 尼 判别 法 如 果 对 于 某 一 h > 0, 积分 


[ la 
o 


收 和 化, 则 通 数 jz) 的 傅 里 叶 积分 在 点 zo 处 收 化 并 且 有 值 50. 


.436 . 第 十 九 章 傅 里 时 级 数 [713] 


把 积分 (6) 表 成 两 积分 的 和 |: 


1 fc 1/* 1/” 

:| :| +17/ . 
由 第 682 目 中 的 基本 引 理 , 两 积分 中 的 第 一 个 当 4 一 +oo 时 趋 近 于 零 . 至 于 第 二 
个 积分 , 则 将 g(t) 的 展开 式 代 入 , 我 们 又 分 解 这 积分 为 两 项 : 


OO _ oo 本 
=/ jzo 十 让 十 jzo 一 浊 sin Atdt — 250 / sin At 
Th t T js t 


由 于 假定 函数 f 绝 对 可 积 , 函数 


f(zot+t) + f(zo— 
t 
也 绝对 可 积 . 由 上 目 末 对 于 基本 引 理 所 作 的 补充 说 明 , 前 式 第 一 项 当 4 一 +oo 时 趋 
近 于 零 . 最 后 , 直接 根据 反常 积分 的 定义 , 积分 


oo _， co ， 
/ sin At = / sinz 2 
h t Ah 


于 是 , 与 第 684 目 中 一 样 , 可 得 一 些 较 简单 的 特殊 判别 法 . 作为 一 例 , 我 们 提出 : 
函数 在 点 zo 处 有 有 限 的 导数 或 至 少 有 两 个 有 限 的 单 侧 导 数 , 就 足够 了 . 

对 于 健 里 叶 积 分 , 我 们 也 可 应 用 

狄 利克 雷 - 若 尔 当 判别 法 “如果 在 以 zo 为 中 点 的 某 一 区 间 [zo 一 hh,zo 十 月 上， 
肖 数 f(z) 有 有 界 变 差 , 则 函数 f(z) 的 傅 里 叶 积分 在 点 zo 处 收 化 , 并 且 有 值 50. 

如 果 把 积 


in At 
~ Ht 


A 


1 /1* 1/™® 
a 
To Th 


则 刚才 已 证 实 第 二 个 积分 当 4 一 oo 时 趋 近 于 零 . 而 第 一 个 积分 趋 近 于 


表 成 两 积分 的 和 : 


2 Sf(eo+0)+ f(z0—0)]= 5 
一 这 次 是 根据 第 685 目的 基本 引 理 . 实际 上 , 函数 f(zo +)+f(zo -日 在 值 的 
区 间 [0, 旭 上 有 有 界 变 差 , 从 而 可 表示 为 两 个 增 函数 之 差 的 形式 , 对 于 每 个 增 函数 可 
分 别 应 用 引 理 


[714] 86， 傅 里 叶 积分 437 ， 


714. 基本 假设 的 变形 ”直到 现在 为 止 , 我 们 的 推理 建立 在 第 712 目 开 始 所 作 的 假定 上 : 函 
数 f(z) 在 从 一 00 到 十 co 的 整个 无 穷 区 间 上 绝对 可 积 . 然后 在 所 讨论 的 点 ze 的 近邻 , 对 函数 的 
性 质 加 以 各 种 补充 的 条 件 , 我 们 得 到 了 函数 在 这 点 可 用 健 里 叶 积 分 表 出 的 若干 充分 判别 法 .， 

然而 在 实用 上 有 时 嫌 上 面 所 指出 的 基本 假定 过 于 狭隘 , 而 只 假定 : 

1l? 函数 f(x) 在 每 个 有 限 区 间 上 绝对 可 积 , 至 于 无 穷 大 的 条 件 则 换 成 下 面 的 条 件 . 

2° ”对 于 |z| > 豆 , 函数 f(z) 是 单调 的 ,四 而且 


-70 


我 们 记得 到 第 712 目的 推理 中 , 积分 (4) 
十 oo 
f(u) cosz(u — zo)du 


一 Ge 


当 卫 三 十 oo 及 4 二 一 00 时 对 于 > 的 一 致 收敛 性 起 着 实质 上 的 作用 . 因为 关于 z>a>0 


对 
feos al aso) < 二 
FH 


< 
yo’ 


所 以 由 第 515 目 2* 的 判别 法 , 我 们 现在 就 能 断定 这 个 积分 对 于 z 一 致 收敛 , 但 是 如 我 们 就 要 看 
到 的 , 在 这 次 只 有 对 于 值 z > a 的 一 致 收敛 性 , 其 中 a 是 任意 的 , 但 是 固定 的 正 数 . 这 样 使 我 们 不 
得 不 考虑 积分 


1 A 十 co 
J(4,a) = 元 / a | f(u)cosz(u— zo)du (A>a > 有 D0), 


而 不 考虑 积分 J(A), 取 这 积分 当 4 一 十 oo 及 a 一 0 时 的 二 重 极 限 , 即 得 傅 里 叶 积 分 . 完全 与 在 
第 712 目 中 所 做 的 一 样 , 已 可 得 积分 J(4, a) 的 表示 式 


sin 人 at 


7(4,9)=E /Ueo+td + flo- 
0 


sin 1 


于 etd + fd (8) 
0 


因此 
1(4,0) — 50—1 [ PO a— 人/ votD+ feo -Ea 9 
首先 我 们 要 证 明 
lim /i feotD) + fro eat = 0. (0) 
把 我 们 的 积分 表 成 下 列 形式 : 


A ro 
Lh 
0 JA 


其 中 A 在 任 一 情形 下 都 假定 是 充分 大 , 使 得 zo 一 A' < -已 ,zo 十 A > 瑟 . 现在 立刻 显而易见 


六 


正确 地 说 来 , 对 于 z > 互 与 z 科 -已 它 分 别 是 单调 的 ， 


人 
<a [ [f(zo + DI + f(z0 ~ as, 
[9] 


:438 ， 第 十 九 章 傅 里 叶 级 数 [714 


因此 不 论 A 是 怎样 , 积分 人 当 a 一 0 时 趋 近 于 零 
转 到 第 二 个 积分 , 根据 第 二 中 值 定理 [487], 并 考察 到 关系 式 (7), 我 们 有 


广 fro 4a = fro A) 广 sinatg, - f(go + A) 广 2g, (A'> A). 
A t A t aA 包 
因为 在 这 里 第 二 个 因子 是 有 界 量 (我 们 已 经 不 止 一 次 提 到 此 点 ); 而 由 (7), 增 大 A 时 能 使 第 一 个 
因子 任意 小 , 所 以 整个 表示 式 也 是 如 此 , 这 样 证 明了 关系 式 (10), 并 且 与 从 前 一 样 , 表示 式 (8) 或 
(9) 的 性 质 也 只 与 含 4 的 积分 有 关 . 

从 前 我 们 依靠 函数 /在 无 穷 区 间 上 的 绝对 可 积 性 , 证 明了 极限 等 式 


oo 


im /fotd+ fj 时 江 


at=0 
一 十 oo h t 


(其 中 h 是 某 一 固定 的 正 数 ). 利用 我 们 的 新 假定 也 能 证 明 此 点 . 事实 上 , 取 A > h, 我 们 有 


oo A oo 
人 -人 人 
h h A 
我 们 能 与 处 理 含 参 变 数 a 的 类 似 的 积分 一 样 来 处 理 右 端 第 二 个 积分 ; 由 第 682 目的 基本 引 理 , 第 
一 个 积分 当 4 一 十 oo 时 趋 近 于 0. 
现在 已 经 显然 ,在 对 于 函数 f(z) 所 作 的 新 假定 下 , 所 尼 及 狄 利克 雷 _ 若 尔 当 判 别 法 [713] 还 是 
由 整个 以 上 所 述 , 特别 , 得 到 这 样 一 个 应 用 全 里 叶 公 式 的 条 件 : 如 果 函 数 f(x) 在 整个 无 穷 区 
闻 [一 00, 十 oo] 上 有 有 界 变 差 , 而 且 极限 等 式 (7) 成 立 , 则 在 每 点 zo 处 , 傅 里 时 积分 收敛 并 且 有 值 
So. 
实际 上 , 在 所 作假 定 下 ,可 表示 函数 f(z) 成 两 个 有 界 增 函数 之 差 的 形式 ,并 且 这 两 函数 当 
Zz 一 十 00 及 zz 一 -co 时 有 相等 的 [由 (7)] 极限 : 


fi(+00) = fa(+00) =c， fi(-%)= 户 (-oo) = c 
现 引用 函数 


(z) = (7) 一 0c， 关于 zy>0， 人) = 记 (7) 一 <， 关于 zx 0， 
全 及 (2) 一 ， 关 于 x<0， P2 f(x) 一 oo， 关于 zx<0 


来 代替 有 及 户 . 则 与 从 前 一 样 ， 
jz) = p1(7) 一 pa(zh)， 
但 是 在 这 次 


lim li(z) 一 lim gz2(7x) = 0, 
2Z 一 土 oo 


一 土 oo 
因此 对 于 函数 yp1, ps 中 每 一 个 , 条 件 1) 及 2) 成 立 ; 此 处 显然 在 任 一 点 对 这 两 函数 可 应 用 狄 利克 
雷 - 若 尔 当 判别 法 . 


[715] 86， 傅 里 叶 积分 .439 ， 


715. 傅 里 叶 公 式 的 各 种 形式 ”假定 可 应 用 传 里 叶 公式 的 充分 条 件 成 立 , 为 了 简 
单 起 见 , 我 们 设 函 数 f(z) 在 所 考察 的 点 z 处 连续 , 如 果 不 连续 , 则 设 条 件 


LE ODED 
成 立 , 即 设 所 考虑 的 点 是 正则 的 [684j. 在 任 一 情形 下 , 得 

1 Co 十 ce 

一 一 4 一 化 a > 
:/ d / f(u) cosz(u 一 Z)du (11) 
由 于 内 层 积 分 显然 是 z 的 偶 函 数 , 所 以 也 可 将 这 公式 换 写 为 
f(x) = 本/ dz fs ju cosz(u — z)du (12) 
又 容易 证 明 在 第 712 目 [或 第 714 目 ] 对 于 函数 f(z) 所 作 的 一 般 假定 下 , 积分 
十 co 


f(u) sinz(wu 一 Z)du 


也 存在 . 而 且 , 这 积分 是 z 的 连续 函数 ,中 并 且 显 然 是 奇 郴 数 . 虽然 不 可 能 保证 这 函 
数 从 -ce 到 +ee 的 反常 积分 存在 , 但 是 它 在 主 值 的 意义 下 [484] 一 定 存在 , 而 且 


十 co 和 
vo a / )sin z(u 一 Z)au = 0. 


用 元 乘 这 等 式 , 并 且 再 与 (12) 相 加 , 便 得 关系 式 


的 ( ) 
ez UT 
= 元 去 / ie du, (13) 


其 中 外 层 积 分 是 被 了 解 为 在 主 值 意义 下 的 积分 . 柯 西 首先 将 公式 表示 为 这 种 形状 . 
回 到 公式 (11), 我 们 将 它 写 作 下 列 形式 : 


f(z) =- cos zZQz 三 f(u) cos zudu 
+ 人 sin zxdz 三 f(u) sin zudu. 
如 果 f(w) 是 偶 函 数 , 则 


十 co co 十 ce 
/ flu) coszudu = 2/ f (u) cos zudu, / f(u) sin zudu = 0, 
一 co 0 


一 Oo 


中 如 果 以 第 714 目 中 的 假定 为 基础 , 则 只 有 在 z = 0 处 可 能 有 例外 . 
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而 我 们 得 到 只 含 余弦 的 简化 了 的 公 早 

f(z) = 2 / oo0s zzdz [ flu) cos zudu. (14) 
同样 , 在 f(z) 为 奇 防 数 的 情形 下 , 我 们 得 到 只 含 正 芒 的 公式 : 

f(z) = [ sin zedz [ ~ flu) sin zudu. (15) 


现在 设 函数 f(z) 只 是 在 区 间 [0, +o0) 上 被 给 出 , 并 且 在 这 区 间 上 满足 的 条 件 与 
以 前 对 于 整个 区 间 (-o0,+oo) 所 加 的 条 件 相 类 似 , 利用 等 式 (z > 0): 
f(-z)=f(z) 或 -本 = 一 ja 

延 拓 函 数 到 区 间 (oo0,0), 则 在 第 一 种 情形 下 , 我 们 得 到 在 区 间 (~oo0, +co) 上 的 偶 了 
数 , 在 第 二 种 情形 下 , 得 到 村 函数 . 因此 , 对 于 正 值 z( 当 相应 的 充分 条 件 成 立时 ), 我 
们 既 能 应 用 公式 (14), 又 能 应 用 公式 (15). 

如 果 假 定 函数 f(z) 在 点 z = 0 处 连续 , 则 在 这 点 也 能 应 用 公式 (14), 因为 用 偶 
的 方式 延 拓 出 的 函数 在 这 点 保持 连续 性 .一 般 地 在 点 z = 0 处 不 能 应 用 公式 (15): 只 
有 在 f(0) 是 零 的 情形 下 , 它 才 能 给 出 这 个 值 . 

这 些 讨论 完全 与 第 689 目 中 对 于 传 里 叶 级 数 所 述 的 相 类 似 

716. 傅 里 时 变换 ”我 们 假定 传 里 时 公式 (12) 可 能 除去 在 有 限 个 点 外 , 关于 = 
在 区 间 (一 co,+co) 上 的 一 切 值 成 立 . 可 设想 这 公式 是 由 下 列 两 公式 释 加 而 得 : 


十 co 十 co 
F(z) = 雇 人 Ju)etzadu， f(r)= 志 人 F(z)e zdz.D (16) 


汤 数 下 (z) 根据 第 一 个 公式 与 吕 数 f(z) 对 照 , 称 为 后 者 的 傅 里 叶 变 换 . 而 根据 第 二 个 
公式 , 函数 f(z) 是 函数 F(z) 的 傅 里 叶 ( 逆 ) 变换 (区 别 在 i 的 符号 !). 我 们 注意 , 一 
般 说 来 , 即使 当 了 取 实 数值 时 , 函数 FF 取 复 数值 , 然而 在 这 里 可 假定 原始 函数 了 也 
取 复 数值 . 

当 函 数 f(z) 已 给 时 , 等 式 


1 1% —izz 
可 当 作对 于 (在 积分 符号 后 的 ) 未 知 函 数 F(z) 的 积分 方程 . 方程 的 解 由 公式 


十 oo 
F(z) = 启 人 fodu 
给 出 , 自然 , 我 们 也 可 更 换 这 两 个 等 式 的 次 序 . 
G 如 果 只 对 函数 f(z) 作 上 面 所 说 到 的 假定 , 则 最 后 的 积分 被 了 解 为 在 主 值 意义 下 的 积分 
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现在 回 到 公式 (14); 如 果 除 去 前 述 的 例外 值 外 , 它 对 于 一 切 正 值 x 成 立 , 则 能 表 
示 它 为 下 列 两 个 (在 这 次 是 实 值 的 并 且 是 完全 对 称 的 ) 公式 的 全 加 : 


F.(z) = V2 f (u) cos zudu, 


(17) 
f(x) = VE 这 F(z) cos Tzdz. 
同样 , 公式 (15) 也 能 分 解 为 两 个 公式 : 
Fs(z) = V2 ju) sin zudu, 
~ (18) 


f(z) = V2 F(z) sin zzdz. 
函数 到 (zZ) 及 玉 (z) 分 别称 为 函数 f(z) 的 傅 里 叶 余弦 变换 或 正弦 变换 . 如 我 们 所 看 
到 , 由 (或 及) 求 得 函数 f 与 由 f 求 得 Fh.(Fs) 完全 一 样 , 换 名 话说 , 函数 f 与 
下 (了 ) 互 为 余弦 (正弦 ) 变换 . 柯 西 将 函数 对 f 与 或 与 分 别称 为 第 一 种 或 
第 二 种 共 辊 范 数 . 在 这 里 ,(17)[ 或 (18)] 中 的 每 个 等 式 又 可 当 作 为 积分 方程 , 其 中 积 
以 外 的 函数 是 已 给 的 , 而 积分 号 后 的 函数 是 要 求 的 ; 方程 的 解 由 男 一 等 式 给 出 ， 
比较 函数 忆 五. 及 五, 可 叙述 如 下 . 在 f(z) 是 偶 函 数 的 情形 下 , 我 们 有 


(用 偶 的 方式 延 拓 孙 数 F(z) 到 值 * < 0), 而 在 f(x) 是 奇 函 数 的 情形 下 : 
F(z) = iF,(z) 
(用 奇 的 方式 延 拓 琐 数 五 (z) 到 值 > < 0). 在 一 般 情形 下 , 将 函数 f(x) 分 解 为 偶 函 数 


与 奇 函 数 加 » 
lo) -LOLICD, ps) = {Of 


的 和 . 因而 
F(z) = Ge(z) + iHs(z).® 


由 于 这 种 情况 , 我 们 只 举 出 余弦 及 正弦 变换 的 例子 就 够 了 . 
1) 设 函 数 f(z) = ez(a > 0,z > 0); 则 函数 


Fe(zZ) 一 V2/ © "” COS ZZXdz 一 V2 
0 a 


是 它 的 余弦 变换 , 而 函数 


2 /> 2 Zz 
Fs(7) 一 V2/ © sin zxdz 一 V2 
0 a 


@Ge(z) 表示 因数 g(x) 的 余弦 变换 , 而 瑟 ,(z) 表示 函数 h(z) 的 正弦 变换 . 
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是 正弦 变换 . 
因为 e-"” 在 区 间 [0, 十 co] 上 可 积分 , 所 以 下 列 相互 的 关系 式 一 定 成 立 : 

20 f/f™ 一 az 
se 

与 2 Oo 四 

n —azx 

2/ d=e (z > 0)， 

或 


coszZ 1 -az ”zinzz _R a 
o 2 二 22 Ta 0 2 十 22 一 22 
在 这 些 积分 中 我 们 可 看 出 已 知 的 拉 普 拉 斯 积分 [522,4°]. 
因此 , 在 下 列 函数 对 的 形式 下 : 


一 oz V2 Q 及 一 az V TX 
2 V TQ2 十 22 YYTa2 十 2Z2 


我 们 在 这 里 有 ( 柯 西 的 ) 第 一 种 与 第 二 种 共 力 函 数 的 例子 . 如 果 不 知道 拉 普 拉 斯 积分 , 则 上 述 的 理 
论 指出 了 计算 它 的 方法 . 
2) 现在 考虑 由 下 列 等 式 所 定义 的 函数 : 


1， 关于 0g&z<a,， 


1 
f(z)=4 3 关于 z=0, (a>0). 
0 


， 关于 x>a 
在 这 种 情形 下 ， 
F(z) = v2/ COs zrdz 一 VE 
To TR Zz 
如 果 为 了 要 在 这 个 例子 上 证 实 傅 里 叶 公式 , 求 出 所 得 函数 的 余弦 变换 , 则 得 到 狄 利克 雷 的 “不 
连续 乘 数 ” [497,11)] 
2 f/f/® sinaz 
一 [ 一 一 一 Cos zxd2, 
0 Zz 


实际 上 它 的 值 与 原始 函数 f(z) 一 致 ! 同样 ， 
2f°. 21— cosaz 
Fs(X) = V2/ sin zzdz = V2 
等 等 . 


读者 将 在 第 718 目 中 找到 传 里 叶 变 换 的 许多 例子 . 


717. 傅 里 时 变换 的 若干 性 质 ”从 对 函数 f(x) 的 种 种 假定 出 发 , 研究 它 的 传 里 
叶 变 换 F(z) 的 性 质 . 
首先 ,如 果 函 数 f(z) 在 区 间 [一 00, 十 oo0] 上 绝对 可 积 , 则 函数 
1 


十 co 
FO- fe (19) 


[718] 86. 傅 里 叶 积 分 ,443 ， 


在 整个 区 间 上 连续 , 并 且 当 z 一 士 co 时 趋 近 于 零 ， 
函数 的 连续 性 是 由 于 所 写 出 的 积分 以 不 含 参数 x 的 收敛 积分 


十 co 
人 Holau 


为 强 函 数 , 从 而 当 w = 土 %o 时 , 它 关 于 z 一 致 收敛 . 证 明 仿 照 第 518 目的 定理 1 与 
第 520 目的 定理 2, 并 参照 第 510 目的 定理 (代替 第 506 目的 定理 1)， 至 于 函数 
五 在 无 穷 大 的 性 质 , 则 建立 在 第 712 目 最 后 说 明 的 基础 上 . 

现在 假定 Zn jz) 也 在 区 间 [一 co, 上 +ool 上 绝对 可 积 , 其 中 n 是 自然 数 ， 则 函数 
了 F(z) 有 了 个 逐 阶 导数 

F’(z),.…. , PI (7), 

它们 当 z 一 士 oo 时 都 趋 近 于 零 ， 

在 积分 号 下 逐次 对 参数 > 求 积分 (19) 的 微分 , 我 们 得 到 

2k 

V27 
这 个 积分 关于 z 一 致 收敛 , 因为 有 强 积 


FE) (zx) = 


十 co 
/ f (wuteisu du (k= 1,2,... ,n). 


十 oo 
人 |f (uu ldu 


存在 , 于 是 我 们 可 应 用 莱 布 尼 茨 规则 . 证 明 仿 照 第 520 目 定理 3 的 证 明 , 并 参照 第 
510 目的 定理 3*( 代 替 第 507 目的 定理 3). 在 这 里 , 导数 在 无 穷 大 的 性 质 是 借 第 712 
目 最 后 的 说 明 来 建立 的 . 

因此 , 函数 F(z) 的 微分 性 质 主要 是 由 肾 数 f(z) 在 无 穷 大 的 性 质 所 确定 , 反 过 
来 说 , 由 函数 f(z) 的 微分 性 质 能 在 某 种 程度 上 判断 函数 F(z) 在 无 穷 大 的 性 质 . 这 
就 是 说 : 如 果 函 数 f(z) 与 它 的 前 nn 一 1 个 导数 当 z 一 廿 oo 时 趋 近 于 零 ,而 见 阶 导数 
Jo(z) 在 区 间 [-oo,+ool 上 绝对 可 积 , 则 


im 2ZF(Z) = 0. 
这 点 可 直接 由 F(x) 的 表示 式 


1 i ~ t% n 人 人 也 
F(z) = 机 (2) /. 天 )(w)e du 
推出 , 而 这 表示 式 是 逐步 用 分 部 积分 法 求 得 的 . 


718. 例题 与 补充 “1) 证 明 函 数 e-3* ”的 余弦 变 换 与 这 函数 本 身 相同 . 实际 上 , 由 第 519 


目 6), (a) 的 公式 : 
oo 
V2/ e-$* cos zrdz = V2. V Ze- = e- 志 2 
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对 于 z 微分 这 等 式 , 我 们 得 到 另 一 结论 : 函数 ze-3*” 的 正弦 变换 与 这 函数 本 身 恒 等 . 
2) 证 明 公 式 

(a) 2 广 si < Cos 2zXQz 一 { 1~z， 如 果 0 < xz< 1 

To 2 0， 如 果 z > 1. 

(6) 2 | mE ena 二 -一 (x > 0). 

提示 “计算 右 端 所 列 出 的 x 的 函数 的 余弦 变换 , 并 利用 两 函数 的 共 斩 性 (适用 健 里 叶 公式 的 
条 件 成 立 !). 

3) 关于 下 列 两 种 情形 : 


(a) -1 2 sina 关于 0g<z&n, 


0， 关于 之 7X; 
或 
COs 关于 0&z<7 
(6) f(s) =4 -3 关于 z= 
0， 关于 z > T， 
解 积分 方程 _ 
/ 9(z) sin zzdz = jz)， 
9 
提示 “函数 V 37 的 正弦 变换 是 它 的 解 .117) 
答 (a ) ms; (6 ) sm. 
4) 证 明 函 数 大 同时 是 它 本 身 的 余弦 变换 及 正弦 变换 
例如 , 我 们 有 
v2 dz = 一 V2 .点 三 号 dt = - 启 E622， ,5°]. 
5) 利用 函数 
-3 十 1 
的 正弦 变换 求 新 的 积分 ， 


根据 第 519 目 8)(6) 的 公式 , 所 述 的 变换 是 


1 /1 1 
Vr (2- e3 二 

117) 因 此 这 里 可 能 会 发 生 3) 题 中 积分 方程 求解 的 唯一 性 问题 . 如 果 从 一 开始 我 们 即 约定 仅仅 考虑 
使 形 如 (15) 的 傅 里 叶 公 式 成 立 的 函数 g(z), 答案 将 是 肯定 的 . 在 一 般 情 况 下 可 以 证 明 : 对 3) 题 中 
积分 方程 右 端 的 无 论 怎 样 的 f(z), 其 两 个 解 gl(z) 与 92(z)( 关 于 其 中 每 一 个 仅 假定 3) 题 中 积分 方 
程 左 端的 反常 积分 存在 ) 仅 相 差 一 个 等 价 于 零 的 函数 [参看 733]. 这 一 论断 在 完全 一 般 的 情况 下 ， 

由 A., 奥 福特 (A. Offord) 在 1940 年 证 明了 , 这 已 超出 了 本 书 的 范围 ; 特别 , 由 此 立即 推出 上 述 积 人 

方程 可 能 有 不 多 于 一 个 的 连续 解 . 
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因为 原始 函数 满足 于 适用 健 里 叶 公 式 的 条 件 , 所 以 它 是 刚才 所 引 的 函数 的 正弦 变换 . 


oo ， 
[es 0 
0 


oo » 
Sin Xz Ne ee "® 
壮 -到 dz 一 了 了 了 一 下 1 

0 6€2—e 2 2 erz 十 ET 


的 值 , 由 此 容易 得 到 


或 最 后 用 另外 的 记号 ， 
| PE dns (>0) 
6) 证 明 函 数 
1 1 
ev 1 Vary 
的 正弦 变换 恒 等 于 这 函数 本 身 . 


提示 “利用 第 519 目 8)(a) 的 公式 . 
7) 关于 函数 cos jz? 及 sin 122, 证 实 传 里 叶 公 式 (14).( 顺 便 指出 , 这 两 函数 不 适合 我 们 推演 
传 里 叶 公式 时 所 假定 的 条 件 ]) 


我 们 有 
Vz/ COS 52 COS 2GQZ 
1 fm 1 ” 1 
- 遍 记 COS (32 22) + |/ COS (52 + zs] a 
人 0 0 
1 /+™ 1 2 
一 一 -一 cos | 一 2 一 02 jadz 
V2 / (3 ) ， 
或 者 令 z = zz 十 久 并 且 考 虑 到 已 知 的 弗 烈 内 尔 积分 的 值 [522,5°]: 
十 co 
专 / COS 了 (2 一 zZ2)du 
Ro 
| 全 1 。 3 { sind) 
一 COS 二 人 COs ~u’ du 十 Sin 二 人 Sin ~u’ du 
/DT 2 _ww 2 2 wo 2 


(eos 3 十 Sin 5) - 


Co 
V2 1/ sin L122 Cos Tzdz 一 工 (cms 工 za 一 sin 5?) . 
FT/ 2 V2 2 2 


现在 已 经 显而易见 所 得 函数 的 余弦 变换 就 是 原始 函数 , 而 这 点 与 傅 里 叶 公 式 的 正确 性 等 价 . 
8) 证 实 (a) 关于 函数 


同样 ， 


f(x) = ciz = -/ erat 
(积分 余弦 ) 的 健 里 叶 公 式 (14) 成 立 


(6) 关于 函数 
9(Z) = Siz = / at 
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(积分 正弦 ) 的 公式 (15) 成 立 . 
对 于 这 些 公式 是 否 适 用 , 我 们 所 建立 的 条 件 没有 讨论 到 . 
(a) 解 ” 根据 第 497,23)(a) 公式 : 


一 EL 关于 z > 1， 

2 2 

Fe(Z) = -V2 ~ coszudy 三 rat = 1 /元 
入 To 0 一 3V 2， 关于 2 一 了 
0， 关于 z<1 


其 次 


2 /™ ™ cos zz cost 
v2/ Fe(z) cosZzdz = 一 / —— dz = -/ ——dt = cix. 
TJo 1 4 : 


(6) 提示 利用 497,23)(6). 
9) 关于 函数 二 I -, 证 实 两 个 傅 里 叶 公式 (14) 及 (15), 其 中 0 < s < 1 


由 539,3)， 
V2/ COS ZZ z= VT 02 一 1 
不 2 2T(s)cos 


然后 


rah cosze | 1 A Ts 
= sy 
re cos 二 Zs T(s) cos py 2 T(1 — s) cos 0 s) 


这 就 等 于 sia TT 函数 的 余 元 公式 531, 5°). 
同样 可 证 实 公式 (15). 
10) 关于 有 零 指标 的 贝 塞 尔 函 数 0(z), 证 实 健 里 叶 公 式 (14). 
在 524,5) 中 , 我 们 有 过 


广 0， 当 z > 1 时 ， 
Jo(z) cos zxdz = 1 
， 当 zz<1 时 . 
° V1i— 2x? 


因此 


工 


2 广 cos uzdu [ Jo(z) cos zudu 2 了 Ce du 2 广 cos(zsin p)dyp 
— 0 一 一 一 一 ， 
To 0 TJo vi—v To 


这 实际 上 等 于 Jo(z)[ 参 考 695]. 
11) 考虑 由 等 式 
f(z) = | (1 一 2)"”3， 关 于 0gz<1, 
0， 关于 >1 
所 确定 的 函数 f(z)(n = 0, 1,2,… ). 它 的 余弦 变换 等 于 


1 
Fe(Z) 一 2 (1— 7) COS ZXdz, 
To 


[718] 


[718] 86， 傅 里 叶 积 分 “447 ， 


或 者 展开 余弦 为 级 数 并 且 逐 项 积 


F(z) = EE [ 2 (1 — 22)" -3dz. 


v=0 


但 由 534,1)， 


1 a 1 开 1 
22x(1 — 22) "$dy 1 @ + 3) (n+ 3) (2v — 1)!i(2n 一 DJ 
0 “2 IT(v+n+1) tnti(y +n)! 和 


因此 , 回忆 到 有 指标 n 的 贝 塞 尔 函 数 的 展开 式 [395,14)], 最 后 得 


Fe(®) = V3en -D> ) -VI le). 


因为 关于 原始 函数 ， 二 用 条 里 时 公式 的 条 件 成 立 所 以 函数 F(x) 的 余弦 变换 一 定 就 是 原始 
函数 . 这 样 引出 了 有 趣 的 积分 : 


1 1 
29 一 一 一 (1 一 22)” 一 二 ， 当 0 和 zxz<1l 时 
/ UA) cos zzdz = (2n 一 Di ) 
0 0, 当 z > 1 时 . 


当 n==0 时 , 由 此 得 到 已 知 的 公式 [524,5)]. 
12) 在 积分 对 数 的 表示 式 , 
m=/ 癌 (0<z< 了 


中 , 令 z=e (zz >0), 及 上 = e ,我 们 得 到 


因为 当 z > 1 时 


而 当 0<x<1 时， 


1 
/ jing, 
本 Ue 


所 以 lie-* 从 0 到 十 oo 可 积分 , 并 且 显 然 适用 健 里 叶 公式 (14) 及 (15). 
现在 求 函数 lie-” 的 余弦 变换 : 


oo oo oo 
2 / lie cos zxdz = V2/ COS -dc 上 de 
TT Th z Ue™ 


分 部 积分 , 将 它 化 成 下 列 形式 : 


Oo 四 
V2/ ct 
再 化 0 Zz 不 化 


[522, 2°]. 于 是 , 其 逆 为 
™ arctgz a 
/ CE? cos zzdz = -Tlie™” (x > 0), 
0 Zz 2 
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这 样 就 求 得 了 新 积分 的 值 . 
用 类 似 的 方法 , 利用 正弦 变换 , 求 得 另 一 积 


广 InQ 十) sin zzdz = —nlie “© (x > 0). 
0 和 
13) 证 明 在 傅 里 叶 公式 
Co 十 co 
jz) = :/ af f(u) cosz(u — 2)du 
0 一 co 
中 , 当前 面 所 指出 的 任意 的 充分 条 件 成 立时 , 可 将 里 面 的 积分 换 成 在 任意 有 限 区 间 上 的 积分 
6 
/ f(u) cosz(u — x)du, 


只 要 点 z 在 a 与 b 之 间 就 可 以 了 . 

提示 不 取 f(w), 我 们 考虑 当 a < w <b 时 等 于 f(w), 而 对 于 其 余 的 v 值 等 于 零 的 新 冰 数 . 

14) 设 函 数 f(z) 在 区 间 (0,+eo) 内 (在 广义 下 ) 单调 减 , 并 且 当 z 一 十 oo 时 趋 近 于 零 ; 我 
们 假定 这 函数 在 点 x = 0 的 邻 域内 可 积分 . @ 证 明 这 时 它 的 正弦 变换 已 (z) 关于 > > 0 是 非 负 
的 函数 . 

由 所 作假 定 , 首先 推 得 积分 


es(Z) 一 vs/ f (2) sin zzdz 


存在 [476,482]. 我 们 能 将 它 表 示 成 级 数 和 的 形状 


F,(2) = V2:>/ 
n=0 


开工 
名 


了 二 Tt 
f(z2) sin zzdz， 

这 级 数 的 各 项 正 负 相间 , 而 且 它 们 的 绝对 值 递减 (“ 莱 布 尼 茨 型 ”的 级 数 ,381). 由 此 得 到 所 要 求 的 
结论 . 

15) 设 f(x) 是 在 区 间 [0, 十 co] 上 的 有 界 单调 减 函 数 , 当 z 一 十 co 时 趋 近 于 零 . 此 外 , 我 们 
还 假定 当 x > 0 时 , 这 函数 有 负 的 (在 广义 下 ) 单调 增加 的 导数 f(x). 证 明 这 时 余弦 变换 F(zx) 
是 在 区 间 [0, 十 co] 上 的 非 负 的 可 积分 函数 . 

如 果 0 < a < 4 < 十 co, 我们 有 


A A 
f woe = Flear=f(0) 1) 


因此 由 于 函数 f(z) 有 界 , 导数 f'(z) 在 区 间 [0, 十 co] 上 可 积分 . 从 而 推 得 


当 z 一 +oo 时 , f(x) 一 0. 
@ 对 参 变数 z 求 微分 , 容易 算出 中 间 积 分 


” 1 
COS TZ 一 
/ e >- dz 
0 z 


@ 如 果 函 数 f(z) 在 点 zx = 0 变 为 无 穷 大 , 则 它 可 能 在 非常 义 下 可 积 . 
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分 部 积分 , 我 们 得 到 


F(z) = V2 f(z) cos zzdz = -V2.1 1 f f°(2) sin wzdz; 


如 果 对 最 后 一 积分 应 用 14) 中 所 证 明 的 结果 , 则 有 F(x) > 0. 
因为 关于 函数 f(z), 可 应 用 傅 里 时 公式 的 条 件 成 立 , 所 以 当 x = 0 时 , 我 们 得 到 


f(+0) = Vi/ 人/ 了 (u) cos zudu 一 V2 / re 
在 这 里 已 包含 了 关于 函数 F.(z) 的 可 积分 性 的 断 语 . 


附注 我 们 强调 这 两 个 定理 中 的 任何 一 个 对 于 其 他 型 的 变换 都 不 是 真实 的 . 关于 第 716 目 
的 例 2) 中 所 考察 的 函数 f(z), 相应 的 余弦 变换 


2 sin az 
F(z) = V2 和 


改变 符号 . 如 果 取 f(x) = e “=[ 同 目的 例 1], 则 正弦 变换 
2 ba 
Fs(7) =— V2 十 Z2 
虽然 关于 x > 0 保持 正 号 , 但 在 区 间 [0, 十 co] 上 不 可 积分 


719. 二 元 函数 的 情形 ” 伟 里 叶 公 式 也 能 推广 到 多 元 函数 /zl,za，，… ,zn) 的 
情形 . 我 们 较 详 细 地 研究 二 元 函数 f(z1, za), 并 且 假 定 这 函数 确定 在 整个 平面 (-o%， 
二 00; 一 00, 十 00) 上 , 而 且 分 别 对 每 一 变数 可 微分 

又 设 当 任意 固定 To 时 ， 函数 f(x1, xT2) 对 于 z 在 区 间 [一 oo, 十 oo| 上 绝对 可 积 ; 
同样 , 当 任意 固定 zk 时 , 它 对 于 zs 在 同一 区 间 上 绝对 可 积分 . 当 zs 固定 时 , 对 于 
单 变数 zi 的 函数 f(zx1, zx2) 应 用 已 知 的 伟 里 叶 公 式 @(11), 便 得 到 


f(z1, 72) = 二/ dz / flu 2) cos zi(u — zi)dur. 
同样 , 当 wi 固定 时 , 变数 za 的 函数 f(wi, za) 也 能 用 下 一 公式 表示 : 

lu 22) = = do / pun wa) eos (ua — za)dua, 
代入 前 式 , 我 们 就 得 到 所 求 的 公式 : 


十 cc 
f(z1, x2) -友人 da f CosZ1(u1 — X1) ef dzo 


十 ooe 十 oo Co 

x f (u1, U2) Cos zo (U2 — ZT2)duo = 三 三 dm 人 au | dz2 
一 co 看 0 一 oo 0 
十 oo 

X (uly U2) eos z1(U1 一 2Z1)coszo(ua 一 Z2)jduo， 


一 Do 


@ 根 据 所 作假 定 , 在 这 里 适用 这 公式 的 条 件 成 立 . 当然 我 们 也 能 改变 这 些 假定 的 形状 . 
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与 715 中 所 做 的 一 样 , 在 这 里 也 能 转换 到 含 指数 函数 的 公式 : 
f(z1, Zo) 


1 十 ee 十 oo 十 co 十 oo . 
二 1 / dz1 / du1 / dz2 / f (wu1, uz)eils -21)+22(u2 22)] qo,, (20) 
TN J 一 oo 一 oo 一 co 一 co 


只 要 将 对 4 及 对 zo 的 积分 了 解 为 在 主 值 意义 下 的 积 
如 果 函 数 f(z1, x2) 对 于 zi 及 对 于 zs 都 是 偶 怠 数 , 则 能 将 整个 积分 区 间 化 成 区 
间 [0, 二 oo], 而 且 只 保留 着 余弦 : 


4 oo oo Oo 
fenr2)= 坊 / cosazlda / cosaudu 人 COS Zo Todz2 
0 0 0 


*/ f (U1, U2) cos Zz2u2du2. (21) 
0 


在 奇 函 数 情形 下 , 在 这 里 必须 处 处 用 正弦 代替 余弦 . 

对 于 只 在 第 一 象限 [0, +o0;0, 十 oo] 上 给 出 的 函数 f(z1, za), 这 两 公式 也 成 立 , 因 
为 能 随意 用 侦 的 或 奇 的 方式 将 函数 延 拓 到 整个 平面 上 .( 关 于 含 正弦 的 公式 , 坐标 轴 
上 的 点 除外 !) 

在 所 有 这 些 公式 中 ,积分 的 次 序 必 须 如 所 指出 的 那样 (只 可 能 交换 指标 1 与 
2). 如 果 我 们 有 理由 交换 两 个 中 间 积 分 的 次 序 , 则 公式 (20) 可 取 特 别 对 称 的 形式 .在 
这 种 情形 下 , 公式 (20) 与 下 列 两 个 公式 等 价 : 

1 十 co 十 oo 
F(z1, 22) = 去 人 du | f (wu1, U2) +2722) uo, 


一 DO 


1 十 oo 十 oo - 
f(zx1, za) = 去 | dm F(z1, 22)e ?171+2272) go; 
TV/ -oo 一 oo 


函数 F(zi, zo) 称 为 函数 f(z1,x2) 的 傅 里 时 变换 . 
与 这 相仿 , 公式 (21) 也 可 分 解 为 两 个 公式 , 在 这 次 , 两 公式 的 形状 完全 相同 : 


2 ee oo 
F.(z1, 22) = +/ ou/ fu1, ua) cos 21U1COS Zo2u2du2, 
0 0 
2 CO CO 
f(z1, x2) 一 一 / dz1 / F(z1, 22) COS Z1T1 COS ZoT2dz2. 
To 0 


在 这 里 F(z1, z2) 是 函数 f(z1, zs) 的 余弦 变换 ; 显然 f(z1,72) 也 是 函数 F(z1， 
z2) 的 余弦 变换 . 
请 读者 将 以 上 所 讲 的 推 到 正弦 变换 . 


87. 应 用 
720. 用 行星 的 平均 近 点 角 所 作出 的 它 的 偏 近 点 角 的 表示 式 ”函数 的 傅 里 叶 级 数 展 开 式 引 


导出 函数 的 一 种 便利 的 分 析 表 示 法 , 它 对 于 计算 往往 是 有 帮助 的 . 在 下 面 , 我 们 从 理论 天 文学 中 取 
出 这 种 类 型 的 一 个 重要 的 例子 . 
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我 们 已 经 遇 到 过 表示 行星 的 偏 近 点 角 也 与 平均 近 点 角 M 之 间 关 系 的 开 普 勒 方程 [83;452,3)]: 
E=M+esinE (0<e<1). (1) 


根据 这 个 方程 , 是 M 的 单 值 可 微分 函数 , 而 且 是 奇 函 数 , 将 M 增 大 2r 时 , 则 显然 也 增 大 
27. 由 此 可 知 sin 是 M 的 (以 2r 为 周期 的 ) 周期 函数 , 并 且 可 用 M 的 倍 弧 的 正弦 展开 成 为 
级 数 : wo 
sin B= >》, bn, sinnM. 
n=1 
现在 要 确定 系数 加. 
由 第 689 目的 公式 (21)， 


Sbn 一 / sin EsinnMaM 
0 


AT 一 人 A 
=_sing. nM + cosnM ds EB am, 
0 


n M=0 1 aM 


因为 当 M = 0( 或 7) 时 ,EB = 0( 或 7), 所 以 积分 外 面 的 项 等 于 零 . 在 后 面 的 积分 中 用 变数 EE 
代替 变数 M( 像 这 样 , 变化 的 区 间 没 有 改变 ), 并 且 考 虑 刘 开 普 勤 方程 , 我 们 得 到 : 


二 pn 一 i / cosnM cos EdE = 二 / cos(nE — nesinE)cos EdE 
0 0 


2n 
由 已 知 的 贝 塞 尔 函 数 Jm(z) 的 积分 公式 ， 


了 n n 
= / cos(n+1E— nesinE)dE+ / cos(n—1E— ncsinBjdB| . 
0 0 


[ cos(mE — zsin E)dE = Jm (x) 
0 : 


[例如 , 可 参考 第 695 目 ]. 因此 


bn = + 


国 [Jnti(ne) + Jn-i1(ne)]. 


在 另 一 方面 , 不 难 证 明 恒等式 


[n(n) + Tai (7)] = 六 人 


2 
因此 » 
bn, 一 元 mtneh， 
故 
2 过 1 
sinB= = 2 7n(ne) sinnM. 
最 后 得 


Oo 
E=M+ 2》 二 (ne) sinnM. 


n=1 
所 得 到 的 用 平均 近 点 角 M 表示 偏 近 点 角 E 的 表示 式 在 天 体力 学 中 起 着 重要 的 作用 . 从 前 我 
们 已 经 将 B 展开 为 含 离 心率 < 的 乘客 的 展开 式 , 它 的 系数 与 M 有 关 [452,2)]. 但 是 这 展开 式 只 
有 当 s < 0.6627... 时 适用 , 辟 如 关于 离心 率 较 大 的 顽 星 轨道 就 不 适用 ; 在 这 里 所 建立 的 公式 没 
有 这 种 缺点 . 
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721， 弦 振动 的 问题 ” 傅 里 时 级 数 (与 积分 ) 的 最 重要 的 应 用 是 在 数学 物理 方面 . 想 用 例子 
说 明 这 类 应 用 , 我 们 从 古典 的 弦 振 动 的 问题 开始 . 它 对 于 函数 可 否 有 三 角 展 开 式 这 一 问题 的 提出 
起 了 重要 的 作用 . 


我 们 所 谓 蓄 就 是 指 能 自由 弯曲 的 很 轻 的 线 . 设 
有 长 度 是 ! 的 弦 , 它 的 端点 固定 在 z 轴 上 z=0 及 
z 二 1 两 点 , 并 且 在 张力 互 的 作用 下 , 弦 沿 着 xz 轴 
平衡 (图 138). 设 在 上 = 0 时 , 弱 离 开 了 平衡 位 置 ， 
而 且 它 的 各 点 具有 某 些 在 铅 直方 向 的 速度 . 于 是 弦 
上 各 点 开始 在 这 铝 直 的 平面 上 振动 .2 如 果 假 定 弦 
上 的 每 点 M (有 横 坐 标 z) 严格 铅 直 地 振动 , 则 在 
时 间 上 > 0, 它 与 平衡 位 置 的 偏差 y 是 两 变量 x 与 


t 的 函数 : 
y = yz 六. 
现在 的 问题 就 是 要 确定 这 函数 . 
我 们 只 讨论 弦 的 小 振动 . 这 时 量 y 与 SY 都 很 小 (从 而 弦 离 开平 衡 位 置 不 远 并 且 弯 曲 不 大 ); 
因此 我 们 能 省 略 这 些小 量 的 二 次 项 . 
取 在 时 间 t 的 弦 元 素 ds = M'N'( 见 图 ); 由 以 上 所 述 , 我 们 可 将 它 的 长 度 算 作 与 它 在 开始 时 
的 原 长 dz = MN 相等 . 这 是 因为 


2 
ds= /1+4 (2) dz = dy. 
Ox 


既然 我 们 将 长 度 的 改变 略 去 不 计 , 就 可 将 弦 的 张力 也 算 作 没 有 改变 . 

在 所 取 的 弦 元 素 上 , 张力 五 作用 于 点 M', 它 的 方向 是 沿 着 在 这 点 的 切线 向 左 ; 同样 大 小 的 
张力 作用 于 点 N', 它 的 方向 是 沿 着 切线 向 右 . 如 果 用 a 与 分 别 表示 切线 的 斜 角 , 则 这 两 张力 
在 铝 直 方向 的 分 力 的 和 是 


2 
Hl(sina 一 sin a) 一 五 [( 灵 ) 一 ( 必 ) | = HOY gy. 
N’ Dz 7/ T 


Dr Dz? 
在 这 里 , 我 们 又 已 省 略 了 小 量 的 二 次 项 : 例如 , 我 们 已 经 令 
tga Oy 


sina = 


一 一- = tga = 六， 
V1l+tga Ox 


然后 用 函数 2 的 微分 代替 它 的 增 量 . 
如 果 用 5 表示 蓄 的 “线性 " 密度 , 则 弦 元 素 的 质量 是 


pds = pdz. 


2 
于 是 由 牛顿 运动 定律 , 弦 元 素 的 质量 pdz 与 加 速度 5 的 乘积 必须 等 于 上 面 所 求 得 的 作用 于 这 
段 元 素 上 的 力 : 


@ 我 们 假定 图 138 所 在 的 平面 是 铅 直 的 . 
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令 
2 
p 
最 后 我 们 得 到 描述 所 研究 的 现象 的 偏 微分 方程 : 
2 
5 = 2 (2) 


除了 这 个 方程 以 外 , 未 知 函 数 y = y(z, 必须 还 要 满足 一 系列 条 件 , 首先 就 要 满足 表示 艾 端 
点 固定 不 变 的 所 谓 边界 或 极 值 条 件 : 


y(0,t) =0,， y(t) =0. (3) 
其 次 , 如 果 函 数 f(z) 与 g(z) (0 < z < 1) 表示 弦 上 的 点 在 上 = 0 时 的 偏差 与 速度 , 则 初 值 条 件 
yz,0) = f(2), PED gl) (9) 
必须 成 立 . 
因此 ,问题 化 为 求 满足 方程 (2) 及 条 件 (3) 与 (4) 的 函数 y(z,1. 
依照 傅 里 时 所 指出 的 方法 ， 先 求 方程 (2) 的 特 解 , 而 且 使 它 满足 极 值 条 件 (3), 并 与 零 解 不 


同 ( 我 们 暂 不 考虑 初 值 条 件 ). 我 们 开始 求 形 状 为 两 函数 的 积 的 特 解 , 并 且 这 两 函数 中 的 一 个 只 与 z 
有 关 , 另 一 个 只 与 土 有 关 : 


y 一 X(zJT() 
在 这 种 情形 下 , 方程 (2) 有 下 列 形式 : 

XT” = a2X7T 
或 了 万/ 

Te 名 


其 中 撒 号 表示 对 于 各 函数 的 变量 的 导数 , 因为 等 式 (5) 的 左 端 与 x 无 关 , 右 端 与 t 无 关 , 所 以 它 
们 的 共同 的 值 必须 与 x 及 t 都 无 关 , 于 是 为 一 常数 , 将 它 取 为 -az2X2( 和 > 0) 之 形式 . 这 时 方程 
(5) 分 解 为 两 个 方程 : 

T+aNXNT=0, X” "+AX=0; (6) 
它们 的 解 (“一 般 积分 ”) 的 形状 是 : 


全 三 4cosaAXt 十 已 sinaAXt， 
有 一 CcosAXAz 十 sin 和 7. 


为 了 要 使 得 函数 y = XT 满足 极限 条 件 (3), 函数 X 必须 满足 这 些 条 件 . 令 x = 0, 我 们 立刻 看 
到 C = 0; 又 令 zx =/ 并 且 考虑 到 DD 不 可 能 为 零 , 就 得 到 条 件 


sin Al = 0， 
巴 当 z=0 或 zx=:! 时 ,两 函数 显然 必须 为 零 . 
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从 而 , 当 n 是 自然 数 时 ,AL = rr. 因此 和 可 取 下 列 各 值 中 的 一 值 : 


) N=27, Xn 一 0 (7) 


当 入 一 和 An 时 , 令 
AD = an, BD = pn， 


我 们 得 到 一 系列 特 解 : 
yn = (an cosaMnti bn sinaMnt)sin nz (n= 1,2,.…). 


不 难看 到 任意 个 这 些 解 的 和 也 满足 上 面 所 提出 的 条 件 . 因此 推 想到 考虑 所 有 这 些 解构 成 的 无 
穷 级 数 , 并 且 令 


oOe 
y= >》 (an Cos aAnt 十 pn sin aXNnt) sin Anz. (9) 


n=1 
我 们 暂且 假定 这 个 级 数 收敛 , 并 且 它 的 和 满足 方程 (2); 条 件 (3) 显然 成 立 . 现在 轮 到 来 讨论 初 什 
条 件 (4), 我 们 设法 定 出 常数 a.,5n, 使 得 这 些 条 件 成 立 . 假定 可 以 将 级 数 (8) 对 于 逐 项 微分 , 从 
而 
2 一 >》 (--ana》n sin aMnt 十 pnQXn cos QXnt)] sin 和 Am. (9) 


n= 二 1 


在 (8) 与 (9) 中 , 令 上 = 0, 我 们 得 到 条 件 
>》, an Sin XnZ = f(7), >》 aMnbn sin XaZ = g(x). (10) 
1 1 


因此 只 要 f 与 g 满足 可 展开 为 传 里 叶 级 数 的 条 件 , 则 由 第 689 目的 公式 (25) 最 后 确定 出 所 求 的 
系数 : 


2 及 2 1 
an = i/ f(x)sin Anzdr, bn = i/ g(x) sin nzdz. (11) 
这 样 , 我 们 至 少 在 形式 上 求 得 了 所 提出 的 问题 的 全 解 , 其 形状 为 级 数 (8), 而 级 数 的 系数 则 由 
公式 (11) 所 定 出 . 
的 确 , 它 实际 上 是 否 是 解 的 问题 暂时 还 没有 解决 . 为 了 要 回答 这 个 问题 , 对 于 函数 f 与 g 还 
要 加 上 一 些 条 件 , 就 是 要 设 函 数 9 可 微分 , 函数 f 二 次 可 微分 , 而 且 假 定 导 数 1” 与 9 在 区 间 
[0, 上 有 有 界 变 差 . 这 时 下 列 估计 值 成 立 : 


1 1 
an=0 (去 ) ， Mabn=0O (去 ) © 
@ 如 果 我 们 取 比 值 (5) 的 常数 值 为 a2X2 的 形式 , 则 只 有 恒 等 于 零 的 函数 X 可 能 满足 极限 条 件 . 
@ 这 是 由 第 708 目的 一 般 公 式 (21) 与 第 799 目的 说 明 推 得 的 ; 在 这 里 用 区 间 [0,4| 代替 [0,7] 
当然 不 关 重 要 . 这 时 , 从 与 弦 端 点 固定 这 一 性 质 相 关 的 自然 的 条 件 
f(0)=f(1)=0, 9g(0)=9g()=0 
出 发 , 恰好 能 推出 上 述 各 目 中 用 B,, 所 表示 的 数量 是 零 . 
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两 展开 式 (10) 实际 上 在 整个 区 间 [0, 4] 上 成 立 ; 展开 式 (8) 也 收敛 , 而 且 由 它 所 确定 的 函数 既 满 
足 极限 条 件 , 也 满足 初 值 条 件 [由 于 级 数 (9) 一 致 收敛 , 现在 我 们 知道 可 以 对 t 偿 项 微分 !]. 证 实 这 
函数 满足 微分 方程 要 比较 复杂 些 . 

我 们 注意 级 数 (10) 在 区 间 [0,4] 的 范围 内 也 收敛 ; 与 从 前 一 样 , 用 f(z) 及 g(x) 表示 它们 的 
和 , 由 此 得 到 这 两 函数 在 整个 无 穷 区 间 上 的 开拓 , 而 且 只 可 能 除去 在 kl 形 的 点 处 外 (%k 为 整数 )， 
它们 保持 着 可 微分 性 . 我 们 可 逐 项 积分 (在 任 一 有 限 区 间 上 一 致 收敛 的 ) g(z) 的 级 数 , 从 而 


一 >》 pn COS Anz = gl 人， 
1 
其 中 gi(x) 是 函数 g(z) 的 一 个 原 函 数 . 解除 (8) 中 的 括号 , 可 将 这 表示 式 换 写 为 下 列 形式 


oo Ce 
1 。 ; 
y=3 | > an sin Xn(Z 十 at) 十 > an Sin Mn (x — at) 


Ce oo 
一 >》 bn Cos Xn(Z 十 ot) 十 >》 pn cos Xn(Z 一 中 } 
1 1 


一 3 {f(s +at)+ f(z—at)+ gifz 十 ct) 一 gifz 一 ob) } . 
对 t 并 对 z 微分 两 次 , 不 难 证 实 这 函数 满足 方程 (2)! 
对 于 在 这 里 所 考虑 的 问题 , 也 可 直接 求 得 上 面 的 形式 的 解答 , 但 是 三 角 级 数 (8) 形 的 解答 有 些 
优点 , 因为 它 揭露 出 所 研究 的 现象 的 重要 物理 特性 , 合并 (8) 中 在 括号 内 的 两 项 , 将 展开 式 换 写 为 : 
y= 》， An sin zsin (Tt 十 om] . 
n=1 
我 们 看 到 弦 的 全 振动 是 由 一 系列 各 别 的 振动 
yn = An sin Tz sin ( 十 am】 
所 组 成 的 . 在 这 个 振动 元 素 中 , 弦 上 各 点 振动 的 频率 相同 , 如 果 愿 意 的 话 ， 
也 可 说 振动 的 周期 相同 , 而 与 一 定 高 度 的 音 相应 . 每 点 振动 的 振幅 与 它 的 
位 置 有 关 , 并 且 等 于 
.NT 
4n sin a . 
将 整个 弦 分 为 n 个 相等 的 部 分 , 在 同一 部 分 上 的 点 恒 有 相同 的 相 , 而 在 
相 邻 的 部 分 上 的 点 有 恰好 相反 的 相 . 在 图 139 上 , 夯 出 了 当 n= 1,2,3,4 
时 的 弦 的 位 置 . 每 两 部 分 的 分 界 点 静止 不 动 , 这 就 是 所 谓 “ 波 节 ”. 各 部 分 
的 中 点 (“ 波 腹 ”) 则 有 最 大 的 振幅 . 这 种 现象 称 为 驻 波 , 因此 通常 称 傅 里 叶 


图 139 
半音 是 由 第 一 个 分 音 加 所 确定 ; 频率 wl = me = TV 及 周期 


T= 2 三 则 与 它 相应 . 与 基 音 同时 ， 弦 所 发 出 的 其 余 的 音 (或 称 泛音 ) 表征 出 确定 的 声音 的 


四 只 有 当 对 函数 与 9 加 上 特别 强 的 限制 以 致 于 系数 an 与 的 无 穷 小 阶 增高 , 才能 用 逐 项 
微分 法 证 实 此 点 . 


. 456 ， 第 十 九 章 人 香里 叶 级 数 [722] 


“ 色 ” 或 音色 , 如 果 用 手指 压 住 弦 的 中 点 , 则 基 埋 以 及 奇 泛音 立 受阻 碍 ; 对 于 这 种 音 , 纺 的 中 点 是 波 
腹 . 但 偶 泛音 则 都 保持 不 变 ; 对 于 这 种 音 , 弦 的 中 点 是 波 节 . 这 时 , 在 偶 泛 音 中 , 以 To = 3T 为 周 
期 的 第 二 泛音 起 着 基本 的 作用 , 并 且 弦 开始 发 出 原音 的 入 度 . 所 有 这 些 结果 都 能 从 所 得 问题 的 解 
答 推演 出 来 


722. 在 有 限 长 杆 上 的 热传导 问题 ” 设 有 一 长 度 为 ! 的 均匀 细 杆 放 在 x 轴 上 的 点 2 = 0 与 
z 二 1 之 间 . 设 杆 的 断面 的 面积 c 是 充分 小 , 以 致 于 在 每 一 瞬时 斯 面 的 一 切 点 都 可 算 作 有 相同 的 
温度 , 假定 杆 的 侧面 对 于 周围 的 介质 绝缘 ,到 设 已 给 出 在 开始 时 刻 上 = 0 时 , 温度 v 的 沿 着 杆 的 分 
布 , 并 用 函数 f(x)(0 < z < 1) 来 表示 它 , 此 外 , 又 已 给 出 在 杆 的 端点 处 的 热 的 状况 . 我 们 的 问题 
就 是 要 确定 杆 上 的 点 的 温度 为 点 的 横 坐 标 z 与 时 间 t 的 函数 : 


v= u(z,t). 


我 们 考虑 在 断面 z 与 x 十 dz 之 间 的 杆 元 素 . 在 无 穷 小 的 时 间 区 间 dt 内 , 经 过 左 方 的 断面 传 
入 元 素 内 的 热量 可 表示 为 [参考 666, 例子 的 2)]: 


Ou 


其 中 是 杆 的 “内 导热 系数 ” 取 负 号 是 由 于 热 从 高 温 传 到 低温 的 地 方 . 同样 , 在 同一 时 间 区 间 内 ， 
热量 


经 过 右 方 的 断面 传 出 ; 改变 这 里 的 符号 后 , 我 们 得 到 从 右 向 左 经 过 这 个 断面 的 热量 , 即 传人 元 素 的 
热量 . 因此 , 在 时 间 区 间 dt 内 , 在 这 段 元 素 内 积蓄 起 来 的 总 热量 是 


O02 


从 温度 的 增高 Pat 是 由 热量 所 制约 这 一 事实 出 发 , 我 们 可 用 另 一 种 方法 算出 这 热量 . 如 果 用 ce 
及 p 分 别 表示 构成 杆 的 物质 的 热 容量 与 密度 , 则 在 此 消耗 的 热 可 表示 为 : 


cpodx: Soa. 
令 两 个 表示 式 相 等 , 我 们 得 到 基本 的 热传导 微分 方程 : 


-一 =a (12) 


VE 
a= 4/C—. 
C 
(然而 , 从 第 672 目 ,3" 中 对 于 空间 所 导出 的 一 般 方程 
Ou _ 
可 = 
我 们 也 能 用 平面 x = 0 与 z = 1 之 间 的 无 限 巨 壁 来 代替 细 杆 , 但 须 假定 在 每 个 与 x 轴 垂 直 的 
平面 上 热 的 状况 保持 不 变 . 


其 中 为 简单 起 见 , 已 令 


2 
Q Au 
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出 发 , 也 能 导出 这 个 方程 , 不 过 要 将 ww 算 作 与 y 及 z 都 无 关 .) 
(a) 首先 假定 在 杆 的 两 端点 处 , 温度 保持 为 常数 , 辟 如 为 0. 这 样 就 导出 了 边界 条 件 : 


u(0,t) =u(L,t)=0 (t>0). 
在 上 面 我 们 已 经 提 到 过 初 值 条 件 : 
uz,0)= f(r) (Og zg&)), (13) 


并 且 由 于 边界 条 件 , 必须 假定 f(0) = f(1) = 0. 为 了 求 满足 方程 (12) 以 及 所 有 提出 来 的 条 件 的 
函数 wu(z,t), 我 们 应 用 傅 里 叶 的 方法 . 
与 前 面 一 样 , 令 w= 二 XT, 因而 方程 成 为 下 列 形式 : 


XT' 二 a2X”T 或 去 一 2 
如 果 令 这 两 个 比 的 常数 值 为 -a2 和 2( 和 > 0), 则 这 方程 可 分 解 为 两 个 方程 


TazX2T 一 0， 从 而 了 = Ce (14) 


XXX=0， 从 而 X= Acos 和 Xx + Bsin Xz. (15) 
为 了 要 使 得 函数 XT 满足 边界 条 件 , 必须 有 


4=0,X 一 7mT {其 中 = 12,…). 


因此 与 在 前 面 的 问题 中 一 样 ,和 只 可 能 有 值 (7).® 令 BC = bw, 我 们 得 到 一 系列 特 解 : 


Un = bne™®” Mtsin Anz (n= 1,2...). 
取 通 解 为 级 数 的 形状 : 
oOe 
v= >》 Dee nt Sin AnZ， (16) 
n=1 


要 想 满足 初 值 条 件 , 必须 令 
Dbn sin Tz = jz) (Og<z<)). 
n=1 
如 果 函 数 f(x) 连续 并 且 有 有 界 变 差 , 则 要 使 这 展开 式 成 立 , 只 需 取 


1 
2 . NTT 
bn = 2/ f (x) sin dr. 


这 时 , 证 明 形式 上 的 解 就 是 实际 的 解 没 有 困难 . 既然 有 因子 


中 参考 第 454 页 上 的 脚注 . 
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的 出 现 , 于 是 我 们 可 将 级 数 (16) 对 于 上 逐 项 微分 , 并 且 对 于 x 两 次 微分 ; 因为 所 得 的 级 数 对 于 
zx(0 < zg1) 与 tt > a > 0) 一 致 收敛 . 

(6) 现在 设 在 端点 x = ! 处 温度 wuo 保持 不 变 , 而 另 一 端点 z = 0 对 外 不 传 热 , 因此 经 过 它 完 
全 没有 热 的 运动 . 下 列 边界 条 件 与 这 些 假定 相对 应 : 


Ou(0, 
wll,t) = wo, Cut) = 0. (17) 
初 值 条 件 还 是 保持 从 前 的 形状 . 
为 方便 计 , 引用 新 的 未 知 函数 v 来 代替 wv, 令 w= wo 十 v. 对 于 v. 我 们 显然 有 这 样 的 方程 : 
Du 2 O2v 
下 一 ”5 
极限 条 件 则 被 换 为 较 简 单 的 条 件 : 
加 Ov(0,t) 
v(l,t) = 0, Bp = 0. 
最 后 , 初 值 条 件 变换 为 
300°C 4.5 分 
3 分 v(z,0) = f(x) — uo. 
ao 与 通常 一 样 , 令 v = XT, 我 们 对 于 全 与 X 
得 到 前 面 的 表示 式 (14) 与 (15). 因为 
200C \ = —AAsin AZ + AB cos AZ， 
所 以 第 二 个 边界 条 件 给 出 BB = 0, 而 由 第 一 个 条 件 
人 等 
温 温 “ 推 得 
度 150°C 线 cos 入 一 0， 
= 因此 这 时 和 可 取 下 列 的 值 
100°C 一 工 一 3 工 ... 一 (2 一介 工 .. 
人 和 A= N= 3 ,An 一 (27 Da 
oe 最 后 我 们 得 到 特 解 如 下 : 
50C 2 
起 Un ~ane™” >nt cos 和 Au (n= 1,2,.…), 
,Ie 由 此 就 可 作出 通 解 
生铁 Scm 4 3 2 1 0 oo 2 
”一 9 一 >》 ane-” >》nt cos Xnz， 
140 


在 这 种 情形 下 , 初 值 条 件 化 为 非 标准 形状 的 展 
开 式 : 


> an cos(27 一 D7 = f(x)— uo 


[723] 87， 应 用 . 459 ， 


[参考 第 690 目的 问题 25)]. 但 不 难 证 明 当 函数 f(z) 适合 通常 的 条 件 时 , 如 果 


1 
2 TT 4 1 
nn 二 和 — 1) dr — ~uo:———, 
a :/ f (x) cos(2m ) 可 dz 地 0 有 


则 这 展开 式 实际 成 立 . 
因此 , 用 刚才 所 指出 的 系数 值 , 最 后 我 们 得 到 


oo 
2,2 
—a2A2¢ 
ww 二 Uo 十 》 ane ”mn Co8 Xpn2， 
1 


证 实 它 是 实际 的 解 的 方法 , 也 与 情形 (a) 相同 . 
特别 , 如 果 f(x) = 0, 则 有 展开 式 


do 1 

U0 一 a2 和 2 上 

=- 人》 ® nT cos Mnx. 
1 


Tn 2n 1° 


在 这 公式 中 , 当 wo = 300, a? = 0.139 时 , 对 于 不 同 的 上 与 x, 已 经 算出 了 %% 的 值 , 并 且 由 此 在 
图 140 上 作出 了 表示 在 不 同时 刻 杆 上 温度 分 布 的 图 解 . 


723. 无 穷 长 杆 的 情形 ”我们 现在 对 于 两 端 无 穷 长 的 杆 要 解决 热传导 的 问题 , 譬如 说 这 杆 是 
放 在 > 轴 上 (或 者 可 对 于 整个 空间 解决 这 个 问题 , 只 要 每 个 垂直 于 x 轴 的 平面 上 的 各 点 温度 相 
同 ), 这 时 微分 方程 还 是 与 从 前 的 一 样 ; 初 值 条 件 


u(z,0) = f(z) 


则 必须 在 整个 区 间 (--co, +oo) 上 成 立 , 而 自然 没有 任何 边界 条 件 . 
与 在 前 面 的 情形 一 样 , 我 们 得 到 如 下 列 形式 的 特 解 : 


vu = (acosAz 十 psin Mv)ee Nt, 

但 是 在 这 里 没有 理由 从 参数 和 的 一 切 正 值 中 挑选 某 些 值 . 因此 , 考虑 到 常数 a 及 5 与 入 有关 : 
a=a(M), b= 06(N), 
则 要 得 到 通 解 自然 是 不 用 和 式 而 用 积 
4 二 fe cos AZ + b(A) sin ze ed. (18) 

0 
为 了 使 得 这 个 一 一 暂且 还 是 形式 上 的 一 一 解 满足 初 值 条 件 , 必须 选择 函数 a( 和 ) 与 5( 入 ) 使 得 对 
于 一 切 >， 加 

[ [a(A) cos Xz + BA) sin Az]dX = f(x). 
0 


中 设 有 一 根 5 厘米 长 的 生铁 杆 , 则 在 这 种 情形 下 


于 克 c=0.13 关卡 k = 0.00013 


大 卡 _ 
P= 0.0072 ks 千克 . 厘米 . 乞 秒 ” 


因此 a2 = 0.139. 
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现在 假定 函数 f(z) 满足 可 应 用 傅 里 时 公式 的 条 件 , 则 这 公式 可 写成 下 列 形式 : 
oo 十 oo 十 oo - 
f(z) = [ {eos ~ | f(z) cos Azdz 十 sin "zf f(z) sin szdz| aA. 
0 一 oo oo 


由 此 函数 oa( 和 A) 及 BA) 显然 可 由 公式 
十 oo 十 oo 
a( 和 ) = i:/ f(z) cos Mzdz, D( 和 ) = :/ f(z) sin Azdz 


一 De 


确定 , 在 这 种 情形 下 , 解 (18) 有 下 列 形 式 : 
oo 十 oo 
岂 一 1 [ ea | f(z) cos A(z — x)dz. 
0 一 oo 


Tn 


如 果 函 数 f(x) 在 区 间 [一 ce, 二 ce] 上 绝对 可 积 , 则 [521, 定理 5] 在 这 里 可 交换 对 入 及 对 > 


积分 的 次 序 : jw 加 
uu 二 :/ az 上 em Nt cos A(z — z)dA. 
一 ce 0 
我 们 可 依照 第 519 目的 6)(a) 直接 计算 内 层 积分 ; 它 等 于 
/站 


2aVvt 
因此 , 最 后 可 将 问题 的 解 表 示 为 简单 积分 的 形式 : 
一 1 ™ 一 2 
i f(z)e” 4a2t dz. (19) 


在 积分 号 下 对 t 并 对 z 微分 (对 z 微分 二 次 ), 不 难 证 实 这 确 乎 是 一 个 解 . 

我 们 还 要 考虑 “ 半 无 穷 大 ”的 情形 , 即 杆 的 一 端 为 无 穷 长 的 情形 , 例如 设 这 杆 是 放 在 z 轴 的 
正 的 部 分 上 (如 果 愿 意 的 话 , 或 者 考虑 半空 间 z > 0 的 情形 ). 设 在 端点 x = 0 处 , 温度 保持 为 0. 
对 于 这 种 情形 , 我 们 可 应 用 前 面 的 解 (19), 不 过 只 要 将 函数 f(x)( 在 这 里 , 它 只 是 对 于 0 与 +oo 
之 间 的 值 给 出 的 ), 延 拓 到 x 的 负 值 上 , 使 得 


十 oo 2 
/ f(z)e 4o23tdz=0. 
因为 指数 因子 是 偶 的 , 所 以 显然 只 需 用 奇 的 方式 延 拓 函数 f(z). 这 时 新 间 题 的 解 可 写作 : 
= /je 后 
4 一 zi | f(z) | e | dz. 
如 果 当 > = 0 时 , 需要 有 wv = wo, 则 引用 新 未 知 函 数 v = w 一 uo, 不 难得 到 


(z 一 z)2 (z 十 z)2 


4 二 Wo 十 zh [f(z) — uo] : | -| dz. 


在 这 里 我 们 注意 f(x) = 0 时 的 特殊 情形 ; 这 时 解 有 如 下 的 形式 : 


一 刀 一 
1 2 2avt ce- 拓扑 
= Uo 一 -一 天 。 
VT ho 


当 wo = 300,a2 = 0.139 时 ,@ 对 于 不 同 的 x 与 t, 用 这 公式 计算 v 的 值 , 并 且 由 此 作出 在 不 
同时 刻 杆 上 温度 分 布 的 图 解 . 这 些 图 解 画 在 图 141 上 , 把 它 与 图 140 上 的 图 解 相 比较 是 有 趣 的 . 
中 这 与 生铁 杆 的 情形 相应 , 参考 第 459 页 上 的 脚注 . 
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724. 边界 条 件 的 变形 ”我 们 回 到 (722 中 所 讨论 的 ) 在 有 限 长 杆 上 的 热传导 问题 , 但 是 
要 改变 边界 条 件 . 这 就 是 说 ， 与 从 前 一 样 ， 假 定 端点 z = 0 处 的 温度 保持 为 零 , 但 设 在 端点 
Zz 二! 处, 到 (温度 为 0 的 ) 周围 介质 中 有 自由 辐 


射 .在 时 间 区 间 dt 中 , 传 到 这 个 端点 的 热量 是 参 。 ”300C T ] 
考 722] 二 全 一 十 人 
十 二 一 十 
ho ot a J 二 
Oz 250°C | 十 十 十 
又 根据 牛顿 定律 [参考 359,3)] 辐射 出 的 热量 等 于 [二 | ] 
how(l, t)dt, | 六 
200°C Tr 
其 中 h 是 “外 导热 系数 ”. 因此 , 在 端点 z = ! 处 ， FT 
下 列 条 件 必须 成 立 : 
温 。。 
-ka = ha(l,t). 上 度 1305 TT 
如 果 考 虚 形 如 4 = XT 的 特 解 , 则 与 在 第 722 目 
中 一 样 , 我 们 得 到 100°C 
2\2 Ne 
人 = Ce Nt X=AcosAM+BsinAz. 人 
Sh 、 4 Da 50°C > 
由 在 端点 z = 0 处 的 边界 条 件 得 到 4 = 0; 由 在 端 Se 
点 = ! 处 的 边界 条 件 导出 等 式 NA 
SAR 
—kAcosAl = hsin 和 1， 0 
0 1 2 3 4 Scm 
或 i 
tgAN = 
8 三 一 亲信 图 141 
因此 , 我 们 得 到 一 系列 和 的 值 : 
An 一 科 ， 
tg6 = -之 
的 正 根 [参考 679,4)]. 通 解 的 形状 则 为 
二 》 bne™®™ xnt sin Mnz, 
1 
而 与 (16) 相似 , 但 是 (我 们 强调 指出 这 是 重要 的 ) 在 这 里 数 Xu 的 性 质 要 复杂 得 多 . 
由 初 值 条 件 导出 展开 式 加 
》 bn sin 和 = jz); (20) 
1 
我 们 可 将 它 看 作 函 数 f(z) 在 区 间 [0, 4] 上 的 广义 健 里 叶 级 数 , 并 且 利 用 函数 
Enz 


Sin > 一 
! 
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的 正 交 性 [679,4)] 可 用 通常 的 方法 确定 系数 bo: 
上 f(z) sin 2d 
~ J sin? sa | 


应 当 加 什么 条 件 在 函数 f(z) 上 就 能 使 等 式 (20) 成 立 , 这 一 问题 还 是 没有 解决 , 我 们 只 讨论 
了 所 提出 的 问题 的 形式 的 解 . 


725， 在 圆 盘 上 的 热传导 ”我们 还 对 于 一 种 情形 以 丸 为 半径 , 以 坐标 原点 为 中 心 的 圆 
盘 的 情形 考虑 热 的 问题 . 假定 圆 盘 是 这 样 薄 , 以 致 于 它 的 温度 不 因 高 度 而 有 所 变更 , 并 设 它 
的 上 下 表面 都 是 绝缘 的 . 而 且 我 们 限于 研究 温度 v 只 与 极 动 径 向 量 r 有 关 (而 与 极 角 9 无 关 ) 的 
情形 : 为 了 进行 研究 , 只 需 假定 初 值 与 边界 条 件 是 怎样 的 .( 在 这 里 , 也 可 考虑 用 上 下 两 方 无 穷 长 的 
圆柱 来 代替 表面 绝缘 的 圆 盘 .) 

取 一 般 的 热传导 微分 方程 : 


2 - 
[672,3°], 首先 由 于 “与 z 无 关 , 我 们 将 它 换 写 为 


2 (2 
ot Or? Oy 


在 zy 平面 上 换 用 极 坐标 , 则 必须 改变 括 弧 中 的 表示 式 如 下 : 
Ou ,1 Fu ，19u 
Or? 7r2002 ror 


[参考 222,1)], 最 后 , 考虑 到 与 9 无 关 , 我 们 得 到 这 样 的 方程 : 


0 02 0 
一 a2 ( 色 1 e) . (21) 
设 给 出 温度 的 初 值 分 布 如 下 : 

u(r, 0) 一 yp(7) (0 re B), 


而 边界 条 件 化 为 
u(R,t) = 0. 


在 这 里 也 采用 健 里 叶 的 方法 , 我 们 先 求 方程 (21) 如 下 列 形式 的 特 解 : 
u= RTTO; 
这 时 我 们 得 到 确定 这 两 函数 的 方程 
T+o 和 T=0 及 R'+ IR + 和 R=0. 
由 其 中 第 一 个 方程 , T= Ce-ozx2t 如 果 令 二 xz 及 尺 (52) = J(z), 则 第 二 个 方程 变 为 贝 塞 


尔 方程 : 1 
JT +27 +7=0. 
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将 J 看 作 有 零 指标 的 贝 塞 尔 函 数 , 亦 即 令 R(r) = Jo(Xr), 则 由 边界 条 件 得 
Jo(AR) = 0， 


在 679, 6) 中 , 我 们 已 经 提 到 函数 .jb(z) 有 无 穷 个 正 根 如 (nm = 1, 2,… ); 因此 ,和 可 能 有 一 系列 的 
值 如 下 : 


下 面 的 特 解 与 这 些 值 相对 应 : 
Un 一 cne™® Mt (Mar), 


与 通常 一 样 , 由 此 作出 通 解 : 


oo 


= > cne Mnt f(Anar). 


1 


再 只 要 确定 系数 cn. 在 这 种 情形 下 , 从 没有 应 用 过 的 初 值 条 件 可 推出 
Sern (等 ) =p(r) (0<r< RBR). 
1 


在 679， 中 , 我 们 已 看 到 , 函数 系 {Jo(&nz)} 在 区 间 [0, 1] 上 “加权”z 广义 正 交 ; 显然 ， 
函数 系 { (等 "在 区 间 [0, RB] 上“ 加权”r 正 交 . 用 通常 的 方法 确定 这 个 广义 傅 里 时 级 数 的 
系数 , 我 们 得 到 


rpm (等 ) 
fa re (等 ) dr 


cn = 
在 这 里 我 们 也 只 满足 于 求 得 的 形式 的 解 . 

读者 看 出 最 后 的 两 例 已 经 越 出 了 通常 的 健 里 叶 级 数 的 范围 . 现在 举 出 它们 是 为 了 使 读者 明了 
伟 里 叶 级 数 的 应 用 问题 在 数学 物理 中 的 正确 地 位 . 它们 在 那里 起 着 重要 的 作用 . 可 是 还 远 不 能 满 
足 数学 物理 上 的 需要 : 只 要 问题 的 条 件 略 有 变更 , 则 必须 应 用 另 一 种 展开 式 . 因为 傅 里 时 级 数 永远 
是 “ 正 交 展 开 式 ”的 最 重要 且 最 简单 的 实例 , 所 以 上 述 情况 丝毫 不 能 减低 传 里 时 级 数 及 其 理论 上 
发 展 的 价值 ; 其 他 一 切 类 似 的 展开 式 都 是 以 它 为 典范 而 作出 的 , 它们 的 理论 与 健 里 叶 级 数 的 理论 
有 着 最 密切 的 联系 . 


726. 实用 调和 分 析 . 十 二 个 纵 坐标 的 方法 ”在 机 械 及 电机 工程 等 许多 纯粹 实用 的 问题 中 ， 
函数 的 传 里 叶 级 数 展开 式 或 调和 分 析 是 不 可 缺少 的 . 但 在 这 些 情形 下 , 很 少 要 直接 利用 欧 拉 - 传 里 
叶 公式 来 计算 展开 式 的 系数 : 


27 1 27 。 
an= 二 Jo f(x) cosnzdz, bn, = =h f(z)sinnzdz 


@ 参 考 在 第 679 目 6) 的 脚注 . 
@ 在 这 里 , 我 们 回 到 用 oo (而 不 用 加 ) 来 表示 三 角 展开 式 中 的 常数 项 
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我 们 要 对 给 出 的 函数 应 用 调和 分 析 , 但 是 问题 在 于 这 些 函 数 通 常 是 用 数值 表 或 图 解 给 出 的 . 因此 ， 
我 们 没有 函数 的 分 析 表 示 式 ; 有 时 应 用 调和 分 析 就 是 为 了 用 这 种 方法 求 得 函数 的 分 析 表 示 式 ( 即 
令 是 近似 的 也 好 ). 在 这 些 条 件 下 , 必须 用 近似 法 计算 健 里 叶 系 数 , 当然 , 在 实用 上 只 需要 用 到 三 角 
展开 式 的 前 若干 项 , 在 多 数 情况 下 , 传 里 叶 级 数 的 系数 迅速 减 小 , 而 较 远 各 调和 素 的 影响 也 随 着 迅 
速 减 小 . 

通常 先 给 出 (或 用 图 解 画 出 ) 一 系列 等 距离 的 纵 坐标 , 即 函 数 y 的 一 系列 数值 (与 变数 zx 的 
等 距离 的 各 值 相对 应 ). 应 用 第 九 章 (85) 中 所 述 的 方法 , 可 由 这 些 纵 坐 标 近 似 地 计算 出 (22) 中 各 
值 . 但 是 在 这 里 , 计算 十 分 复杂 , 为 了 使 计算 简化 , 或 如 所 谓 使 其 自动 化 , 已 经 得 到 了 许多 不 同 的 
方法 , 现在 我 们 说 明 其 中 一 种 方法 . 

譬如 设 将 0 到 2r 的 区 间 分 成 个 相等 的 部 分 , 并 且 已 知 与 分 点 

27 27 27 


2 .< _1 
Rk Ek ， (kD 27 


0， 
相对 应 的 纵 坐 标 是 
yo V2 1 二 0. 
这 时 由 梯形 公式 [322], 我 们 有 (当然 只 是 近似 地 !) 


二 [3 十 妇 十 妃 十 … 十 + 3 
537 13 如 十 多 十 如 Ye-1 + FY - 


由 于 函数 的 周期 性 ,yx 二 yo0， 就 可 将 CQ0 的 值 写 作 : 


CO0 一 


kao = 二 Yo 十 妇 十 Y2 十:… 十 Vk-1. (23) 


同样 , 对 于 (22) 中 其 他 的 积分 应 用 梯形 公式 , 求 得 


_1 | COS 2 Cc m4 2 | 
Qm 二 二 Yo + Yi cosm h Y2 cos YE-1 COS Mm, 天 
或 2 4 2(k—1 
7 了 om 二 0 + cosmm 二 十 yz cosmm 十 … 二 yp-i cosm ED 弃 yx, (24) 
同样 得 到 ， | ,| 
bm = 1 sin m 字 + yz sin mm 十 … 十 Wk-1 Sin m2 Mr. (25) 
首先 令 有 = 12, 并 且 从 十 二 个 纵 坐 标 
Yo Yi, UV2 Vi 
出 发 , 与 之 相当 的 有 等 间隔 的 变量 数值 : 
TA 5 77T 4r 3r 5 117 


或 用 度数 表示 , 则 有 
0°,30°,60° ,90° ,120°,150° ,180° ,210° ,240° ,270° ,300° ,330°, 


根据 公式 , 需要 用 来 乘 这 些 纵 坐 标的 所 有 因子 不 外 于 下 列 几 个 : 


1; 土 sin30° = 土 0.5;， 土 sin60° = 土 0.866. 
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亦 即 容 易 证 实 

12ao 二 Yo 二 妇 十 Y2 十 Y3 十 V4 十 5 十 Ye 十 Yr7 十 Ys 十 Ye 十 i0 十 il; 

601 = (y2 + Yi10 — Ya — Ye) sin 30° + (Yi + Yi1 — Ys — Yr7) sin 60° + (yo — Ye); 

6a2 = (Yi+ ys t+ + my — Ya — Ys ~ Yo0)sin30° + (yo Ye — Ys3 — Yo); 

6a3 = yo + Ya + Ys — Y2 — Ye — Yi0; (26) 

60b1 = (i+ Ys CO— Yr — Yi1)sin30° + (yz + Ya — Ys — Yi0) sin 60° + (ys — yo); 

6b2 = (i 二 Ye + yr 二 Ys — ys — Ys — Yo — 1)sin60°; 

6bs 二 轨 十 6 十 Yo 一 V3 一 和 一 各 1 等 等 . 

例如 

6a1 = yo + Yi Cos 30° + yo cos 60° + ys cos 90° + ya cos 120° + ys cos 150° 

十 ye cos 180° 十 yr cos 210? 十 ys cos 240° 十 ye cos 270° 
二 yi0 cos 300? + yi1 cos 330° = yo + tn sin 60° + yo sin 30° — ya sin 30° 
—ys sin 60° — ye — yr sin 60° — ys sin 30° + yi10 sin 30° + 1 sin 60°, 


即 与 上 面 所 写 出 的 表示 式 相符 合 . 
为 了 使 计算 (特别 是 乘法 ) 减少 到 最 低 限度 , 可 用 龙 格 (C.Runge) 所 提出 的 方法 来 计算 . 
先 依 下 面 所 指出 的 次 序 写 出 纵 坐标 , 并 且 对 每 一 组 上 下 成 对 的 纵 坐 标 作 加 法 与 减法 : 

纵 坐标 
YO Y1 Y2 Y3 Y4 Y5 Ye 
VY11 Y10 ye ys Y7 


和 | Uo Ul U2 us U4 U5 ue 


差 V1 V2 V3 V4 15 
然后 同样 抄 下 这 些 和 与 差 , 并 且 再 对 它们 作 加 法 与 减法 : 
和 差 
UO Ul U2 U3 V1 V2 U3 
Ue Us U4 U5 U4 
和 | so sl s2 ss 和 | cl ca2 cs 


差 | do di dz 差 | 51 562 

作 了 所 有 这 些 加 法 与 减法 后 , 就 得 到 了 一 系列 数值 s, qd, o,5, 我 们 可 用 它们 表示 出 未 知 系数 如 下 : 
12ao = so 十 81 十 82 十 S83， 
6al = do + 0.866d1 + 0.5d», 
6a2z 一 (so 一 s3) 十 0.5(s1 一 S2)， 
6as 一 do 一 da2， (27) 
6bi = 0.501 十 0.86602 十 oa3， 
6b2 = 0.866(61 十 02)， 
6ba 二 01 一 03 等 等 . 

不 难 证 实 这 些 公式 恰 与 公式 (26) 相对 应 . 
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727. 例 1) 在 图 142 上 , 给 出 了 某 蒜 汽 机 (在 曲柄 梢 处 ) 的 切线 力 的 图 .也 由 于 曲柄 轴 的 
扭转 振动 的 问题 , 选 定 切线 力 了 的 调和 素 作为 曲柄 转角 yp 的 函数 是 有 趣 的 . 从 图 上 取出 十 二 个 
等 距离 的 纵 坐标 , 并 且 用 上 面 所 指出 的 方式 进行 调和 分 析 : 


7000 4300 0 一 5200 一 7400 
4500 7600 3850 ”一 2250 

11500 11900 3850 ”一 7450 ”一 7400 
2500 3300 3850 2950 


11500 11900 550 2500 3300 
3850 一 2950 ”一 3850 
s | 一 14600 7500 15350 11900 
200 7400 7650 


现 由 公式 (27): 


12ao = —14600 — 7500 + 15350 + 11900 = 5150, ao = 429; 
6a1 = 200 + 7400 x 0.866 + 7650 x 0.5 = 10433, al = 1739; 
6aa = (~14600 — 11900) + (一 7500 — 15350) x 0.5 = 一 37925， aa = —6321; 
6as = 200 — 7650 = —7450, aa = 一 1242; 
651 = 一 3500 x 0.5 — 1350 x 0.866 — 3300 = 一 6219， b1 = 一 1037; 
66b2 = (2400 + 6350) x 0.866 = 7578, b2 = 1263; 
66s = —3500 + 3300 = 一 200， bs = —33. 

因此 


T= 429 + 1739c¢cosw 一 1037 sinp — 6321 cos 2p 十 1263 sin 2p 一 1242 cos 39 — 33 sin 3p 十 … 
集合 含 同 一 角 的 正弦 与 余弦 的 各 项 : 
T = 430 十 2020sin(p 十 121?) 十 6440sin(2p + 281°) 十 1240sin(3p 十 268?) 十 ，…， 


我 们 可 看 到 : 在 这 里 ,第 二 调和 素 的 影响 最 大 . 

2) 用 函数 的 图 解 上 的 十 二 个 纵 坐 标 , 可 以 求 得 健 里 叶 系 数 . 为 了 要 知道 这 种 方法 的 精确 度 是 
怎样 , 我 们 将 它 应 用 到 若干 有 分 析 式 的 函数 , 并 且 将 近似 的 与 精确 的 结果 加 以 比较 . 

先 考虑 函数 f(z), 它 在 区 间 [0, 2r] 上 是 由 下 一 公式 给 定 : 


y= f(x) = (es 一 3rz2? 十 2r2z)， 
而 对 于 其 余 的 值 x, 则 由 周期 规律 所 确定 : 
f(z+27) = f(7). 


这 函数 的 图 解 画 在 图 143 上 . 
中 考虑 到 惯性 力 , 可 由 指标 图 作出 类 似 的 图 . 
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图 142 
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图 143 


用 计算 得 出 下 表 : 


27 
和 i 
Jr 


27 


Ls 
0 
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在 这 里 可 应 用 不 难 证 实 的 恒等式 : 
f(27 —7)= -f(z). 
用 龙 格 的 方法 , 由 这 些 y 的 值 求 得 


b1 = 0.608,， bz = 0.076，b3 = 0.022; 


一 切 数 wi 都 是 零 , 从 而 一 切 系数 a 也 都 是 零 [690,(22)]. 
同时 , 由 公式 (22) 直接 推出 (应 用 分 部 积分 三 次 ): 


27 
1 3 2 2 、， 加 
bm 一 pa / (z 一 3rz 十 2r 1)sinmezdz = Tan 
因此 
b= 6 0.6079，5b 3 = 0.0760，5 - -2 -0.0225 
1 2 42 ”3 gr . 
与 上 面 的 结果 相符 合 ! 


3) 但 是 并 不 是 永远 可 以 得 到 这 样 精确 的 结果 . 
作为 第 二 个 例子 , 我 们 取 一 以 2r 为 周期 的 函数 , 它 在 区 间 [0, 2r] 上 定义 如 下 : 


y= f(z) = 三 (z 7) 


它 的 图 解 画 在 图 144 上 . 


利用 显而易见 的 恒等式 : 
f(27 一 2) = f(z), 
作出 下 表 : 


这 时 由 龙 格 的 方法 , 求 得 


ao = 0.338; al = 0.414; as =0.111l; aas = 0.056; 


[728] 87. 应 用 . 469 . 


在 这 次 , 数 v 与 系数 bm 都 是 零 [690,22)]. 系数 的 正确 的 值 是 : 


a0=- “znds = 1 0.333 
0 2n3 0 3 


1 27 
m= 二/ (z — 7)? cos mzdz = (m > 1). 
0 


m272 
特别 ， 
al 一 与 三 0.405; a2 = 三 三 0.101; aas 二 二 0.045. 
这 样 , 即 令 前 两 个 系数 的 相对 误差 不 超过 1.5% ~ 2%, 而 后 面 的 系数 的 误差 则 达到 10%(a2) 
甚至 20%(as)! 以 后 [730] 我 们 还 要 研究 求 得 的 近似 公式 的 精确 性 的 问题 . 但 是 现在 已 经 可 以 看 
出 要 提高 精确 性 , 必须 取 较 多 的 纵 坐 标 . 


728. 二 十 四 个 纵 坐 标的 方法 ”假定 已 经 给 出 或 已 经 从 图 解 取出 与 幅 角 的 值 


0 工 工 工 .237 
”12” 6” 4 ” 12° 
或 
0°,， 15°,， 30°，45°， ...， 345° 
相对 应 的 二 十 四 个 纵 坐 标 
yo, Yi, Y2, ''', Y23. 


在 这 次 , 近似 计算 傅 里 叶 系数 时 所 必须 与 纵 坐 标 相 乘 的 因子 不 外 乎 下 列 几 个 : 
士 1]， 士 sin30?， 士 sn45?， 土 sin60?， 土 sin 75°. 
我 们 现 不 详细 讨论 (因为 与 前 面 的 讨论 完全 相仿 ), 而 立即 引入 还 是 由 龙 格 所 提出 的 计算 方法 . 
在 读者 有 了 经 验 后 , 不 必 加 以 说 明 , 这 种 方法 也 是 很 明显 的 . 它 就 是 : 


纵 坐标 
yo Y1 Y2 Y3 Y4 Ys Ye Y7 Ys Y9 Yi0 Y11 Vi2 
VY23 Y22 Y21 Y20 Y19 Yi8 Y17 Y16 Y15 Yi4 Yi13 


和 | wo ui Uz Us U4 Us Ue U7 Ug Ug U10 U11 U12 


差 V1 V2 V3 V4 U5 Ve V7 Vs V9 V10 V11 
UO UI U2 U3 U4 Us Ue V1 V2 V3 V4 V5 Ve 
U2 U1 U10 U9 Ug U7 V11 V10 V9 V8 U7 
和 | po pl pz ps p4 ps pe 和 | ri ra rs ra 75 76 
差 | go qi gq2 ga q4 95 差 | s1 s2 ss s4 85 


和 差 
po D1 Pp2 Da3 S1 82 83 
pe ps p4 
ko k1 k2 ks 
lo lz 


S5 S84 


.470 ， 第 十 九 章 储 里 时 级 数 [729] 


我 们 注意 不 要 对 于 9 与 > 各 数量 作 加 法 及 减法 . 
由 所 指出 的 方法 求 得 数量 ,l,m,n,p,g, 及 后 , 用 它们 将 傅 里 叶 系 数 表 示 如 下 : 


24ao = ko hii 十 kz 十 ks, 

12a1 = [go 十 0.594 + 0.6124(g1 + 95)] + [0.8660gz + 0.7071gs + 0.3536(g1 — gs)], 
12a2 = lo + 0.866011 十 0.512， 

12as = (go ~— q4) + 0.7071(g1 ~— gs 一 gs), 

12a4 = (ko 一 ks) 十 0.5(k1 一 k2), 

12as = [go + 0.5g4 + 0.6124(gqi + g5)] — [0.8660g2 + 0.7071gs + 0.3536(g; 一 gs)], 
12a6 一 lo 一 12， (28) 
12b1 = [0.5r2 + re 十 0.6124(ril 十 75)] 十 [0.7071r3s 十 0.8660r4 一 0.3536(r1 一 75)]， 
12b2 = 0.5m1 十 0.8660m2 十 m3, 

12bs = (ra — r6) + 0.7071(r1 十 ra — 75), 

12ba = 0.8660(n1 + n2), 

12bs = [0.572 + re + 0.6124(71 + 75)] — [0.7071rs + 0.8660r4 — 0.3536(ri 一 75)], 
12be = m1 一 m3， 等 等 . 


用 二 十 四 个 纵 坐 标 , 求 其 余 的 系数 , 则 其 精确 度 逐 渐 减 低 . 
请 读者 注意 一 个 细节 的 问题 . 为 了 得 到 系数 al 与 as 必须 先 分 别 计算 在 方 括 弧 中 的 表示 式 ， 
然后 将 它们 相 加 (在 求 ai 时 ) 及 相 减 (在 求 as 时 ). 计算 系数 bi 与 bs 也 与 此 相仿 . 


729. 例 1) 再 回 到 图 142 上 所 作出 的 切线 力 的 图 , 从 其 中 取出 二 十 四 个 纵 坐 标 , 应 用 新 的 
方法 重新 进行 调和 分 析 : 


一 7200 一 4150 一 300 3250 7000 7450 4300 2750 
一 5150 
一 9300 “” -50 5550 11500 14250 11900 

1000 —550 950 2500 650 ”一 3300 ”一 3650 


一 7200 


0 一 2650 -5200 ”一 7700 一 7400 
3850 650 一 2250 ”一 4850 


也 3850 2000 7450 一 12550 ”一 7400 
一 3850 -3300 ”一 2950 ”一 2850 


一 7200 ”一 9300 一 50 5550 11500 14250 11900 
一 7400 ”一 12550 一 7450 一 2000 3850 9150 


2D | -14600 ”一 21850 ”一 7500 3550 15350 23400 11900 
9 200 3250 7400 7550 7650 5100 


1000 ”一 550 950 2500 650 一 3300 
一 2850 ”一 2950 一 3300 一 3850 ”一 3650 


[730] §7， 应 用 ‘471. 


—14600 一 21850 ”一 7500 3550 
11900 23400 15350 


k | 一 2700 1550 7850 3550 
1 | 一 26500 一 45250 ”一 22850 


于 是 按照 公式 (28) 


ao = 427, al 一 1685， as 三 一 6426， as 二 一 1175， a4 = 一 783, 
a5 一 一 163， a6 = 一 304， bi = 一 938， pa = 1325, bs = 一 87， 
ba 一 一 318， bs = ~—398, be = 325. 


故 求 得 展开 式 : 


T=427 + 1685 cosp 一 938sinw — 6426 cos 2p + 1325 sin 2p — 1175 cos 3p — 87 sin 3p 
—783 cos 4p — 318 sin 4p ~ 163 cos 5p — 398 sin 5p — 304 cos 6% + 325 sin 6p 十 …， 


或 者 合并 各 项 并 加 括 弧 : 


人 一 430 十 1930sin(p 十 119?) + 6560 sin(2p + 282°) + 1180 sin(3p 十 266? ) 
十 845 sin(4p + 248°) 十 430sin(5p + 202°) 十 445sin(6p + 317°) 十 …， 


比较 这 个 展开 式 与 第 727 目 ,1) 中 所 求 出 的 同一 量 工 的 展开 式 , 我 们 看 到 对 于 前 三 个 调和 
素 , 其 符合 程度 多 少 令 人 满意 . 
2) 请 读者 计算 第 727 目 ,3) 中 所 提出 的 曲线 


y= 证 (z — 7) 
的 二 十 四 个 纵 坐 标 , 并 且 利 用 已 指出 的 方法 , 求 出 系数 ao a1,a2,a3,Q4,05,Q6 的 近似 值 . 
答 ao 二 0.334; al = 0.407; as = 0.104; as = 0.047; a4 = 0.028; as = 0.019; a6 三 0.014, 而 


这 时 正确 的 数值 是 : 
ao = 0.333; al = 0.405; aa = 0.101; as = 0.045; ad = 0.025; as = 0.016; ae = 0.011. 


为 了 近似 计算 函数 三 角 展开 式 的 系数 , 除了 上 面 的 方法 以 外 , 还 有 其 他 的 方法 : 例如 十 六 个 或 
三 十 二 个 纵 坐 标 法 (在 航海 中 ,， 当 研究 罗盘 的 偏差 时 , 通常 要 用 到 这 种 方法 ), 三 十 六 个 纵 坐 标 法 
(在 电机 工程 上 采用 ), 等 等 , 也 还 有 自动 安排 计算 的 各 种 方法 . 在 所 有 这 些 情形 下 , 当 实际 计算 健 
里 叶 系 数 时 用 来 简化 计算 的 方法 , 其 实质 与 上 面 的 方法 相同 . 


730. 傅 里 叶 系 数 的 近似 值 与 精确 值 的 比较 ”如 果 函 数 y = f(z) 是 在 区 间 [0, 2r] 上 用 分 
析 式 给 出 的 并 且 是 二 阶 可 微分 的 , 则 可 与 通常 一 样 [326], 对 于 上 面 所 得 到 的 储 里 叶 系数 的 近似 公 
式 , 求 出 误差 . 在 这 里 , 我 们 还 有 另 一 目的 , 就 是 要 作出 已 给 系数 的 近似 值 与 这 系数 及 其 他 系数 的 
精确 值 之 间 的 关系 式 , 虽然 从 这 些 关 系 式 不 能 导出 误差 的 估计 值 , 但 是 还 是 阐明 了 整个 问题 , 并 且 
指出 了 问题 应 有 的 方向 . 


.472 ， 第 十 九 章 傅 里 叶 级 数 [730] 


我 们 假定 所 考虑 的 函数 y = f(z) 的 区 间 [0,2r] 上 有 仿 里 叶 展开 式 : 


oo oo 
4 一 4o 二 >》 4ncosnz 十 》, Businmz， 


n=1 n=1 


在 这 里 , 我 们 故意 用 大 写字 母 表 示 傅 里 叶 系数 , 使 得 它们 与 小 写字 母 所 表示 的 近似 值 有 所 区 别 . 在 
所 写 出 的 等 式 中 , 令 z = 狐 人 = 0,1,… ,上 k 一 1), 我 们 计算 出 函数 的 各 特别 值 y;: 
i 二 Ao 十 入 An cos2 


+> B,, sin 人 
n=1 


它们 是 要 在 系数 近似 值 的 公式 (23),(24) 与 (25) 中 出 现 的 . 
将 yi 代入 上 述 第 一 个 公式 ; 交换 求 和 的 次 序 , 我 们 求 得 : 


oo 天 一 1 , oo 天 一 。 
= > { 上 24 Yoo 2 二》 Bu Tain |} 


i=0 即 一 1 i=0 


可 是 不 难看 出 和 式 


k—1 一 
2in7 .2in7T 
2 ot 2 天 
除去 n 是 的 倍数 的 情形 外 , 都 等 于 零 ; 而 在 n 是 大 的 倍数 时 , 第 一 个 和 式 的 值 是 k( 这 时 第 二 
个 和 式 等 于 零 ). 由 此 立刻 得 到 


a0 = Ao + A Azx + Asx 十 …: (29) 


将 y; 的 表示 式 代 入 公式 (24), 并 且 重 新 交换 求 和 的 次 序 , 我 们 得 到 : 


k—1 
全 "1 oi coi 


i=0 1 一 0 
1 | 二 天 SD 
区 2 二 2 ) 
De be + eos Te | 
D2 Dem 
50 k 7 k 


在 这 里 , 也 只 有 当 余 蓄 和 式 所 含 的 因子 n 土 m 是 大 的 倍数 时 (也 就 是 当 n 的 值 具有 pk 土 m 的 
形式 时 , 其 中 p 是 整数 ), 这 些 和 式 才 不 等 于 零 (而 等 于 k). 如 果 为 了 明确 起 见 , 设 2m < 及 则 对 
于 am, 得 到 级 数 如 下 : 

Qm 一 Anm, 十 km 十 km 十 Azk—m 十 ……. (30) 


与 这 完全 相仿 , 可 得 
bm = Bm 一 Bk—m 十 五 km 一 Bzk—m 十 ，……. (31) 


[730] 87， 应 用 .473 ， 


这 就 是 我 们 所 想 要 建立 的 公式 . 

由 此 我 们 就 看 出 : 璧 如 说 , 只 要 大 而 和 mn 并 不 太 大 ,am 与 Am 的 差 是 若干 个 有 较 大 的 附 标的 
系数 4 的 和 式 . 显然 在 近似 值 的 精确 性 的 问题 中 , 传 里 叶 系 数 减 小 的 速度 起 着 重要 的 作用 , 而 我 
们 知道 [706~708] 这 种 速度 又 与 延 拓 在 整个 区 间 (一 oo, 十 co) 上 的 函数 的 可 微分 性 相关 . 第 727 


令 天 = 12, 我 们 特别 有 (限于 取 余 弦 的 系数 为 例 ): 


ao 一 4o 十 4iz 十 .…，a 一 4 十 4 十 …， 

aa 一 42 十 4io 十 …:，as 王 435 十 49 十 …. 
并 且 同 时 有 

a5 一 45 十 47 十 …，a6 一 246 十 …() 


等 等 . 由 此 可 见 : 超出 了 前 而 两 、 三 个 调和 素 的 范围 以 外 , 不 可 能 期 望 有 多 少 令 人 满意 的 精确 性 . 
当 转 到 k = 24 时 , 就 立刻 改善 了 这 些 结果 : 


ao 一 4o 十 424 十 …，al 一 41 十 42s 十 .……， 
a6 二 46 + 418 十 … ， 等 等 . 


在 这 里 , 一 般 说 来 , 对 于 前 面 七 、 八 个 调和 素 , 可 期 望 有 较 好 的 精确 性 ， 


第 二 十 章 ” 傅 里 时 级 数 ( 续 )。 


81. 傅 里 叶 级 数 的 运算 .完全 性 与 封闭 性 


731. 傅 里 叶 级 数 的 逐 项 积分 法 “与 通常 一 样 , 假定 函数 f(z) 在 区 间 [-7,7#] 上 
绝对 可 积 . 设 它 的 健 里 叶 级 数 是 


CO 
f(z) ~ + Don cosnz + bn sinns. (1) 


n=1 


考虑 关于 "< x < 7 的 函数 
re) = { [70) -a O) 
显然 它 是 连续 的 , 并 且 有 有 界 变 差 [486,7°;568,4°]; 而 且 因 为 
F(x) ~ F(—7) = 三 f(z)dr -ao = 0， (3) 


所 以 它 有 周期 2x. 在 这 种 情形 下 , 由 第 686 目的 定理 , 可 将 这 个 函数 在 整个 区 间 上 
展开 为 健 里 叶 级 数 : 


Ao 


F(z) = 了 二 >》， An cos nz + Bn sin nz (4) 


n=1 
外 第 十 九 章 主要 是 讨论 函数 的 健 里 叶 收 敛 级 数 展开 式 ; 在 那 章 中 , 这 些 级 数 是 作为 计算 的 工 


具 而 研究 的 . 在 本 章 中 , 我 们 要 从 较 一 般 的 观点 出 发 ,并且 氢 述 一 系列 主要 在 理论 上 有 意义 的 重要 
问题 . 


[731] 81， 傅 里 时 级 数 的 运算 . 完全 性 与 封闭 性 


(而 且 根 据 699, 这 级 数 一 致 收敛 于 这 个 函数 ). 


“475 ， 


级 数 (1) 及 (4) 的 系数 之 间 存 在 着 简单 的 联系 . 实际 上 , 如 果 利 用 第 580 目 , 9) 


中 所 推广 了 的 分 部 积分 公式 , 则 有 (对 n> 1) 


1 nT 
本 F(x) cos nzdz 


sin nz 


一 F(z) so 


-二 三 f(z) sinnzdz, 
即 


间 样 , 在 这 次 考虑 等 式 (3), 我 们 得 到 


为 了 求 出 4o, 在 (4) 中 令 zx=0: 


在 展开 式 (4) 中 , 代 人 所 求 得 的 各 系数 的 值 , 则 能 将 它 改写 为 下 列 形式 : 


Oo . 
bn(1 — 
F(z) = > an Sin nz 十 nl cosnz) 
n=1 


由 此 , 如 果 考 虑 等 式 (2), 我 们 有 


[ f(z)dz = /3 gy 十 > an cosmTZ 十 bn sin nz]dz. 
显然 , 对 于 任意 区 间 [zz]( 其 中 -x < zx' < z” < 7), 相似 的 关系 式 成 立 : 


rz zr’ @ oo zr 
/ f(z)dz = [ dzr+ > / [an cos nz + bn sin mZjdz， 
x! zx’ 2 n=1 py 


因此 ,函数 ffz) 的 积分 可 将 与 它 相 应 的 傅 里 叶 级 数 逐 项 积分 而 求 得 .我 们 已 经 证 
明 : 即 令 不 假定 傅 里 叶 级 数 (1) 本 身 收 伍 于 函数 jz), 还 恒 可 将 它 逐 项 积分 , 这 个 事实 


很 值得 注意 . 


显然 可 选取 另外 任 一 个 长 为 2r 的 区 间 来 代替 [-m 7] 作为 基本 区 间 . 关于 在 区 


间 [0,rj 上 且 只 含 余 弦 或 正弦 的 级 数 [689], 这 里 所 讲 到 的 一 切 也 还 是 完全 一 样 . 


积分 已 知 的 三 角 展 开 式 ， 可 得 到 另外 一 些 展开 式 ; 如 果 还 是 要 得 到 三 角 展 开 式 . 则 应 将 (6) 中 
的 一 也 这 一 项 移 到 等 式 的 另 一 端 . 需要 注意 常数 项 了 各: 直接 由 级 数 (5) 求 和 , 或 者 按照 下 一 公式 


求 积分 : 


们 -去 太 和 [GO ~ Yat, 


.476 . 第 二 十 章 傅 里 叶 级 数 ( 续 ) [733] 
就 能 得 到 多 的 有 限 形状 . 
我 们 举例 说 明 此 点 . 如 果 从 0 到 z 积分 下 一 展开 式 


Ce 
S11 nz TZ 
> ,一 = 3 (0<z < 27) 


n=l1 


{参考 690, 2], 则 得 


1—cosnz T 2 
3 一 一 一 Z . 
及 
n=1 
于 是 
2 cos nx 1 2 开 
= 二 z2 一 了 < & 2n), 
2 7 了 2 aT tc (Og<z < 27) 
其 中 c 或 为 级 数 之 和 


所 确定 , 或 为 积分 


所 确定 . 这 样 ,我 们 得 到 了 690,9) 中 已 经 独立 求 得 的 展开 式 . 同样 ,7)(a) 中 的 展开 式 可 由 7)(6) 
中 的 展开 式 求 得 , 等 等 . 


附注 “我们 着 重 指出 已 作 的 讨论 顺便 证 明了 这 个 事实 :不 论 区 间 [ 一 r,z] 上 的 绝对 可 积 函 数 
f(z) 是 怎样 , 级 数 


> G) 
必 收 伊 , 其 中 bn 是 f(z) 的 傅 里 叶 级 数 的 正弦 项 的 系数 | 参考 692,2°]. 在 下 面 758 中 , 我 们 要 用 
到 这 个 附注 . 
732. 傅 里 叶 级 数 的 逐 项 微分 法 ” 设 在 区 间 [x,7] 上 给 出 一 连续 函数 f(z), 它 
满足 条 件 F(-r) = f(x), 并 且 有 (只 可 能 除了 在 有 限 个 孤立 点 处 外 ) 导数 了 (zx); 又 设 
这 个 导数 在 所 述 的 区 间 上 绝对 可 积分 . 这 时 


f(z) = / p(s)az + f(0) 


[310,481], 并 且 如 我 们 刚才 已 看 出 , 函数 f(z) 的 侍 里 叶 级 数 (1) 可 由 函数 J(z) 的 
傅 里 叶 级 数 


f(z)~ 》 ob cosnz + 0 sinnz (7) 


有 一 工 


逐 项 积分 而 得 , 因为 根据 对 f(z) 所 加 的 条 件 , 上 一 展开 式 中 没有 常数 项 : 


的 = 工人 raa= tI -1(-n) =0. 


[733] 81， 傅 里 叶 级 数 的 运算 .完全 性 与 封闭 性 * 477 : 


在 这 种 情形 下 , 显然 反 过 来 一 一 导数 f(x) 的 级 数 (7) 可 由 函数 f(x) 的 级 数 (1) 逐 
项 微分 而 得 

我 们 请 读者 特别 注意 函数 f(z) 的 周期 性 这 一 假定 在 这 里 所 起 的 作用 . 当 这 个 条 
件 不 成 立时 , f'(z) 的 传 里 叶 级 数 的 常数 项 也 不 等 于 零 , 因此 这 个 级 数 不 能 由 级 数 
(1) 逐 项 微分 而 得 ! 例如 在 展开 式 (a 不 是 整数 ) 


. OO 
7 sinaz n ， 
去 一 一 》 (一 六 一 5Sin7mZ 
2 sin QTr 1 a“—n 


[690,7(6)] 的 情形 下 , 逐 项 微分 后 得 到 级 数 
Da COS NT, 
它 显然 不 可 能 是 健 里 叶 级 数 , 因为 它 的 系数 甚至 不 趋 近 于 零 [682]. 


附注 直到 现在 为 止 , 我 们 已 讲 过 : 将 原 有 函数 f(z) 的 传 里 叶 级 数 逐 项 微分 , 可 
能 求 得 导数 f'(z) 的 傅 里 时 级 数 (7). 我 们 完全 没有 说 到 级 数 (7) 收 敛 于 了 (zx); 应 当 
利用 若干 充分 判别 法 , 来 特别 判断 这 种 收敛 性 [684,686]. 

必须 注意 : 由 于 在 微分 cosnz 与 sinnz 时 有 自然 数 因子 ” 出现 , 所 以 系数 的 无 
穷 小 阶 降低 , 并 且 收 敛 的 机 会 也 减少 了 . 然而 在 利用 傅 里 叶 级 数 解决 数学 物理 中 的 
问题 时 , 往往 必须 微分 这 些 级 数 , 而且 甚 至 于 要 重 微分 .为 了 保证 所 得 的 级 数 收敛 ， 
依照 克 雷 洛 夫 [710] 的 方法 , 预先 分 出 收敛 得 较 慢 的 部 分 有 时 是 有 用 的 . 这 时 , 已 知 
分 出 了 的 部 分 的 和 的 有 限 形式 ， 从 而 可 以 直接 微分 , 而 余下 的 级 数 的 系数 必须 达到 
的 这 样 的 无 穷 小 阶 , 使 得 微分 后 还 是 得 到 一 致 收敛 级 数 . 


733. 三 角 函 数 系 的 完全 性 ”如 果 在 区 间 [-m, 如 上 的 连续 函数 ffz) 有 全 等 于 零 
的 傅 里 叶 系 数 , 则 这 函数 本 身 恒 等 于 零 . 实 际 上 , 在 这 种 情形 下 , 由 等 式 (6) 显然 可 知 : 
对 于 一 切 z， 


| soo (8) 
由 此 对 z 微分 , 根据 被 积 函数 的 连续 性 [305,12°], 我 们 就 得 到 恒等式 
f(z) =0. 


换 句 话说 ,除了 恒 等 于 零 的 函数 外 , 在 区 间 [-n,7] 吕 上 没有 连续 函数 与 三 角 济 数 系 
1, cos x, sin x, cos 27, sin 27,.:. ,COSnT, Sin72T) (9) 


中 的 一 切 函 数 正 交 [679]， 这 个 事实 可 说 是 表明 :三 角子 数 系 在 连续 函数 类 中 是 完 
全 的 . 
@ 或 在 另外 任 二 长 为 37 的 区 间 下 . 


. 478 . 第 二 十 章 全 里 时 级 数 ( 续 ) [733] 


如 果 两 连续 函数 有 相间 的 健 里 叶 系 数 ， 则 它们 必 恒 等 , 因为 它们 的 差 有 (zx) 一 
户 (z) 有 完全 等 于 零 的 健 里 叶 系 数 ， 因 此 , 连续 函数 由 它 的 傅 里 时 系数 唯一 地 确定 . 
这 只 是 三 角 函 数 系 的 完全 性 的 另外 一 种 表述 法 . 

如 果 转 而 考虑 不 连续 函数 则 情况 可 能 不 同 . 譬如 说 ， 只 在 有 限 个 点 处 不 等 于 零 的 函数 已 
不 “ 恒 ” 等 于 零 , 但 显然 这 时 它 与 (9) 中 任 一 函数 正 交 ， 而 且 也 与 每 个 ( 常 义 或 非常 义 ) 可 积 
分 函数 正 交 ， 我 们 可 作出 一 个 在 无 穷 点 集 上 不 等 于 零 的 函数 ， 但 仍 具有 上 述 性 质 .例如 下 一 函 数 
He)ro,8),300.1)] 就 是 这 样 : 如 条 = 是 形 如 2(2 < 7) 的 既 约 分 数 , 则 f(z) 等 于 二 而 在 区 
间 [一 7, 7] 上 的 其 余 各 点 ,f(z) 等 于 零 . 

然而 在 所 考虑 的 区 间 上 ,与 每 个 一 般 可 积分 函数 正 交 的 函数 “在 实质 上 ”与 零 没 有 区 别 ; 我 们 
称 这 种 函数 与 零 等 价 . 

现在 可 证 明 :如 果 在 区 闻 [ 一 r,rl] 上 绝对 可 积分 函数 f(x) 的 傅 里 叶 系 数 都 等 于 零 , 则 这 函数 必 
与 零 等 价 ， 

实际 上 , 如 果 g(z) 是 常 义 可 积分 的 任 一 函数 , 则 由 579,1， 


四 / f(s)g(z)ds = (9) / g(a)dF(s), 


其 中 F(z) = 户 f(z)dz. 在 所 作 的 假定 下 ,F(z) = 0[ 参 考 (8)], 因此 f(x) 与 g(z) 正 交 . 
由 此 不 难 转 到 g(x) 是 非常 义 可 积 的 情形 . 例如 设 点 r 是 它 的 唯一 的 奇异 点 . 则 在 [一 r,r 一 e] 
上 (ce>0), 令 g*(z) 二 g(z), 在 (7 一 e,7] 上 , 令 g*(zx) ==0, 由 前 证 可 知 : 


广 fouz= | 了 .gdzr=0. 
现在 只 要 取 ce 一 0 时 的 极限 . 


推广 “完全 性 ”的 概念 , 我 们 可 断定 :三 角 函 数 系 (9) 在 绝对 可 积 函 数 类 中 是 完全 的 .这 个 断 语 
的 意义 是 :除了 与 零 等 价 的 函数 外 , 在 区 间 [ 一 r,Tl] 上 没有 绝对 可 积 函 数 与 (9) 中 一 切 函 数 正 交 。 

最 后 ,如 果 两 个 绝对 可 积 函数 有 相同 的 傅 里 叶 系数 , 则 它们 的 差 与 零 等 价 ， 如 果 不 认为 这 种 
函数 “在 实质 F” 有 区 别 , 我 们 在 某 种 意义 上 也 可 说 绝对 可 积 函数 是 由 它 的 傅 里 叶 系 数 所 唯一 确 
定 的 . 


附注 关于 只 在 区 间 [0, 7] 上 的 函数 系 


1， cosZ， co827)……… ,COS7120……， 
或 


SinZ， Sin27 ,SinmT 


以 上 所 述 的 一 切 还 是 成 立 . 


[734j 81， 傅 里 叶 级 数 的 运算 完全 性 与 封闭 性 .479 ， 


734. 函数 的 一 致 近似 法 魏 尔 斯 特 拉 斯 定理 ”如 果 用 函数 g(x) “接近 ”® 在 区 
间 [a, 8] 上 的 某 一 函数 f(z), 则 能 根据 各 种 情况 , 分 别 估计 这 种 近似 法 的 性 质 .但 是 当 
然 在 所 有 的 情形 下 , 基本 上 还 是 要 考虑 差 式 


7(2) = f(z) ~ g(¥). 
如 果 我 们 同样 注意 一 个 函数 与 男 一 函数 在 一 切 分 别 取 出 的 点 处 的 小 偏差 , 则 可 取 它 
们 的 最 大 偏差 , 即 数 


= sup |r(z)| 
a<r<b 


作为 近似 的 尺度 . 在 这 种 情形 下 , 我 们 说 这 是 函数 f(zx) 借助 于 函数 9(z) 的 一 致 近 
似 法 . 

我 们 将 导出 关于 连续 函数 一 致 近似 法 的 两 个 基本 的 魏 尔 斯 特 拉 斯 定理 , 在 第 一 
个 定理 中 用 到 三 角 多 项 式 , 在 第 二 个 定理 中 用 到 通常 的 (代数 ) 多 项 式 . 


定理 1 如 果 函 教 f(z) 在 区 间 [-x,7] 上 连续 并 且 满足 条 件 


则 无 论 数 ce > 0 是 怎样 , 可 找到 三 角 多 项 式 


T(x) = ao 十 >》， (am Cos mz + Bm sin m7), 


m=1 


使 得 对 于 在 上 述 区 间 上 的 一 切 值 x 不 等 式 


Hz) -TCD <e G0) 
一 致 成 立 . 
首先 作出 逐 段 线性 的 函数 p(z), 使 得 在 [7,7] 上 不 等 式 
He) — vp(2)| < 3 (11) 
处 处 成 立 . 


为 了 要 达到 这 个 目的 , 用 点 
X=7T0<T1< <Ti<THl < Tk 


将 区 间 [7 分 成 这 样 小 的 部 分 , 使 得 在 每 一 个 部 分 上 , 函数 f 的 振幅 < 5. 我 们 
在 区 间 [7 上 确定 函数 p(z), 令 它 在 每 个 个 别 的 区 间 [zi,z44] 上 等 于 线 竹 函数 
f(xi) + fr ~ fr) (7 — zi), 


Titl™— Vi 


中 这 就 是 近似 地 表示 的 意思 


- 480 . 第 二 十 章 傅 里 时 级 数 ( 续 ) [734] 


则 它 在 区 间 的 端点 与 f(z) 符合 . 在 实质 上 , 这 就 是 在 由 方程 y = f(x) 所 表示 的 曲线 
上 作 内 接 折 线 . 如 果 用 mi 及 Mi 表示 函数 f 在 第 i 个 区 间 上 的 最 小 值 与 最 大 值 , 则 
根据 条 件 , Mi -mi < 3, 又 因为 在 这 个 区 间 上 , 函数 f 与 p 的 值 均 包含 在 mi 与 Mi 
之 间 , 所 以 不 等 式 (11) 在 整个 区 间 [n,m] 上 成 立 . 

与 f(z) 一 样 , 函数 p(x) 在 区 间 [-m 了 ] 上 连续 , 并 且 满 足 条 件 


Pp(—7) = PUT; 


而 且 作 为 逐 段 单调 的 郴 数 , 它 在 这 区 间 上 有 有 界 变 差 [568,1°]. 在 这 些 条 件 下 , 根据 
狄 利克 雷 -车 尔 当 判别 法 [699], 可 将 p(z) 展开 为 一 致 收敛 的 健 里 叶 级 数 : 


p(T) = ao 十 和 am COS MZ 十 Bm sin mx. 
m=1 
因此 当 m” 充分 大 时 , 如 果 取 这 级 数 的 第 n 个 部 分 和 作为 多 项 式 T(z), 则 它 与 yp(z) 
的 差 小 于 3 : 即 关于 所 考虑 的 z 的 一 切 值 ， 


lelz) — T(z)| < 3 (12) 


从 (11) 与 (12) 就 得 到 (10). 

我 们 现在 取 递 减 到 零 的 正 数 序 列 {ex}, 并 且 对 于 每 个 数 s = ek, 作出 在 已 证 的 
定理 中 所 指出 的 多 项 式 了 = T(x); 这 样 得 到 一 个 三 角 多 项 式 的 序列 {T(x)}, 它 在 
区 间 [x,7j 上 一 致 收敛 于 函数 f(z). 用 通常 的 方式 [427] 从 序列 转 到 无 穷 级 数 , 我 
们 得 到 这 定理 的 田 一 种 表述 法 , 它 与 前 面 的 表述 法 显然 是 同等 的 :在 定理 1 中 所 指出 
的 条 件 下 , 可 将 函数 f(z) 展开 为 一 致 收敛 的 级 数 , 其 中 各 项 是 三 角 多 项 式 . 

由 定理 1 就 不 难 导 出 


定理 2 如 果 函 教 f(z) 在 区 间 [a, 四 上 连续 , 则 无 论 数 。> 0 是 怎样 , 可 找到 这 
样 的 整 18) 代 数 多 项 式 
P(z) = co + ciz 十 caz2 十 … 十 cnZm， 
使 得 关于 在 fa, 中 上 z 的 一 切 值 , 不 等 式 
|f(z) — P(z)| <e (13) 
一 致 成 立 . 
通过 简单 的 代 换 


7 
一 一 b— 
2 一 Q 十 元 ( oa)， 


118) 在 涉及 代数 多 项 式 时 ,使 用 形容 词 “ 整 ”, 是 为 了 强调 在 记 法 P(z) = co 十 clz 十 caz2 十 …. 十 cnzz 
中 出 现 的 仅仅 是 变量 z 的 自然 数 究 . 


[735] 81， 傅 里 叶 级 数 的 运算 . 完全 性 与 封闭 性 “ 481 


我 们 能 够 在 区 间 [0, 7] 上 讨论 这 个 问题 , 因为 zx’ 的 整 多 项 式 显 然 也 是 zx 的 整 多 项 式 . 
为 了 不 使 符号 复杂 , 认为 原来 给 出 的 区 间 就 是 [0, 7#]. 
现在 将 函数 f(z) 延 拓 到 整个 区 间 [7,7] 上 , 令 


f(-7)=f(7) (0<zgn). 


这 样 函 数 还 是 保持 着 连续 性 , 并 且 显然 满足 条 件 j(-x) = f("). 在 这 种 情形 下 , 根据 
定理 1, 可 以 找到 这 样 的 三 角 多 项 式 T(z), 使 得 关于 在 -与 7 之 间 的 一 切 值 z, 我 
们 有 

If(2) -TO < 3 (14) 
如 果 将 了 中 的 每 个 三 角 函 数 用 它 的 z 的 寒 级 数 展开 式 [404] 来 代替 , 则 也 可 将 函数 
7 表示 为 处 处 收敛 的 军 级 数 : 


T(z) = 人 cm2Z7m. 
m=0 
这 个 级 数 在 区 间 [7,7] 上 一 致 收敛 ; 因此 当 nn 充分 大 时 , 如 果 令 这 级 数 的 第 n 个 部 
分 和 就 是 多 项 式 P(z), 则 关于 在 区 间 [-7,7] 上 z 的 一 切 值 , 我 们 有 
T(x) -~ P(z)| < 了 (15) 


现在 只 要 比较 (14) 与 (15), 即 得 (13). 

与 前 面相 仿 , 我 们 能 给 出 这 个 定理 的 男 一 种 表述 法 : 我 们 可 将 在 区 间 [a,9 上 的 
连续 函数 f(z) 展开 为 一 致 收敛 的 级 数 , 其 中 各 项 是 整 代数 多 项 式 . 

735. 函数 的 平均 近似 法 . 依 里 叶 级 数 的 部 分 和 的 极 值 性 质 ” 当 用 函数 g(x) 接 
近 在 区 间 [wb 上 的 函数 f(z) 时 , 我 们 可 不 用 一 致 近似 法 , 而 在 另外 一 种 观点 上 , 要 
求 两 函数 只 是 “平均 ”近似 . 在 这 种 情形 下 , 可 取 它 们 的 平均 偏差 


7 ? 
0 = pa |r(Z)|dz 


或 均 方 偏差 (在 下 面 , 我 们 总 是 用 这 种 偏差) 


6” = 六 二 [ rar 
作为 近似 的 尺度 . 而 且 不 考虑 这 一 表示 式 , 而 考虑 比较 简单 的 数量 : 
A= 了 r2(zjdz = (b — a)6"?, 


则 更 为 便利 . 


.482 . 第 二 十 章 傅 里 叶 级 数 ( 续 ) [735] 


我 们 重新 考虑 区 间 [fa,9] 上 平方 可 积 函 数 的 任 一 正 交 系 {pm(x)}(m = 0,1， 
2,…) [679]， 设 f(x) 是 在 同一 区 间 上 所 给 出 的 一 个 平方 可 积 函 数 ， 并且 n 是 一 
个 固定 的 自然 数 ， 我们 提出 这 样 的 问题 : 当 任意 选取 系数 yo, 1,… ,加 时 , 从 前 面 
n 十 1 个 也 数 op 的 一 切线 性 组 合 

an(Z) = Yopo(zT) + Mp1(7) 十 十 加 rpn(Z) (16) 


中 , 找 出 那样 的 函数 , 在 均 方 偏差 的 意义 下 , 最 好 近似 于 函数 f(z). 换 句 话说, 就 是 
需要 使 数量 


b 
= f Lf(0) -onoae 
达到 最 小 值 
在 这 里 , 代入 utz) 的 展开 式 , 我 们 得 到 


b n b 
=/ Pa -2 Dm | fmt) 
b 


十 3 Bl o2(z)dz + 2 > ， mm 人 Ov(Z)pm(Z)dz. 


m=0 k<m 


由 于 函数 系 的 正 交 性 , 最 后 一 个 和 式 等 于 零 . 引入 常数 
m= | De 
及 函数 f(z) 的 (广义 ) 伟 里 叶 系数 
=- 元/ enGjdr 
则 可 将 A 的 表示 式 改写 成 下 列 形式 : 
= / | f(z)dr 一 2 > AmcmYm 十 > 和 Am 
。 A A 


为 了 要 在 和 式 符号 后 得 到 完全 平方 , 必须 在 那里 再 引入 Nc? 诸 项 . 对 这 些 项 附加 
加 号 及 减 号 , 最 后 就 得 到 : 


= Pdr De, + Db em)?. 


m=0 


现在 显然 可 见 : 当 最 后 一 个 和 式 等 于 零 时 , 也 就 是 当 


==Cc0 HC, mn 


[735] 81， 傅 里 叶 级 数 的 运算 . 完全 性 与 封闭 性 : 483 : 


时 , A 达到 它 的 最 小 值 . 
因此 ,在 一 切 形 如 (16) 的 多 项 式 中 , 恰好 是 (广义 ) 傅 里 叶 级 数 的 部 分 和 


sn(Z) = copo(z) + ci1p1(2) 十 十 cnpn(Z) 
使 得 数量 Au 达到 它 可 能 取得 的 最 小 值 : 


b i 
b= | VD -mPa FD Dm (7 


在 某 种 意义 下 , 仿 里 叶 系 数 作为 一 切 可 能 的 系数 中 “最 好 ”的 系数 , 重新 吸引 了 我 们 
的 注意 ! 重要 的 是 在 这 里 应 当 指 出 : 如 果 某 些 系 数 对 于 固定 的 n 是 “最 好 的 ”, 则 它 
们 对 于 较 大 的 值 n 也 还 是 “最 好 的 ”, 不 过 这 时 还 要 加 上 一 些 新 的 系数 婴 了 ! 

等 式 (17) 称 为 贝 塞 尔 恒等式 . 从 这 恒等式 可 推 得 不 等 式 


0 b 
>》 ， 和 mc2 < / 2(z)dz 
m=0 a 
及 (如 果 当 一 +ce 时 取 极 限 ) 


Oo b 
》， 和 mc2 < / f(z)dz. (18) 
m=0 a 
这 是 贝 塞 尔 不 等 式 .巧妙 的 是 只 要 函数 f(z) 平 方 可 积分 ,(18) 中 的 级 数 永 远 是 收敛 的 . 
当 n 增加 时 , 既然 56, 的 表示 式 (17) 中 加 入 了 新 的 负数 项 , 所 以 5% 减 小 .n 越 
大 , 则 和 式 s(x) 越 “平均 ”接近 于 所 考虑 的 函数 f(z). 于 是 自然 产生 了 这 个 问题 : 
增 大 nn 是否 可 以 得 到 任意 小 的 均 方 偏差 , 即 是 否 可 以 使 得 当 n 一 oo 时 65, 趋 近 于 零 ? 
如 果 这 点 成 立 , 则 可 说 和 式 s(x) “平均 ”收敛 于 函数 f(x)[ 我 们 强调 指出 : 这 样 
完全 不 假定 s(x) 在 通常 字面 的 意义 下 “点 性 ”收敛 于 f(x)]. 由 贝 塞 尔 恒等式 , 显 
然 可 见 这 时 (并 且 只 在 这 时 ) 等 式 [ 参 考 (18)] 


> Xmcm = / f2(z)dz 
m=0 a 


成 立 ， 我 们 随 着 斯 捷克 洛 夫 称 它 是 封闭 性 方程 . 但 是 通常 称 它 是 帕 塞 瓦尔 (M.A. 
Parseval) 公式 , 即 由 19 世纪 初 年 考虑 过 (三 角 函 数 系 的 ) 类 似 公式 的 一 位 数学 家 而 
得 名 (但 是 他 的 讨论 是 没有 根据 的 ). 

如 果 封 闭 性 方程 对 于 每 一 平方 可 积分 的 函数 f(x) 成立, 则 函数 系 {pn(z)} 称 为 
封闭 的 . 

现在 我 们 将 整个 所 讲 到 的 特别 应 用 到 三 角 函 数 系 (9). 则 在 进行 讨论 时 , 须 用 三 
角 多 项 式 ， 

on(Z) = 4o 十 >》 ， Am cos mz + Bm sin mz 


m=1 


.484 ， 第 二 十 章 储 里 了 时 级 数 ( 续 ) [736] 


来 代替 (16), 并 且 研 究 由 它 所 给 出 而 由 数量 
A = | Un) -snapPds 
所 表征 的 “平均 * 近似 法 . 我 们 看 到 : 当 n 固定 时 , 传 里 叶 级 数 的 相应 的 部 分 和 


nn 
a 
sn(Z) = 邓 十 >》 ， am COS MZ 十 bm sin mz 


m=1 


使 得 数量 An 达到 它 的 最 小 值 . 这 个 最 小 值 是 由 等 式 


=/ VD -sn(oPar= 全 f2(z)dr—7 入 + 2 + b2,) | (19) 
(“ 贝 塞 尔 恒等式 ?) 所 给 出 的 . 与 一 般 情 形 一 样 . 由 此 可 见 由 健 里 叶 系 数 的 平方 所 组 
成 的 级 数 收敛 : ， 
本 十 2 (on 2 十 刀 ,) <i1f A , f?(z) 


(“ 贝 塞 尔 不 等 式 ”). 
关于 所 考虑 的 具体 的 函数 系 (9), 我 们 就 可 完全 解决 在 一 般 情形 下 所 提出 的 问 
题 , 解 见 下 目 . 


736. 三 角 函 数 系 的 封闭 性 . 李 雅 普 诺 夫 定理 ”下面 一 个 值得 注意 的 定理 首先 
是 由 李 雅 普 诺 夫 所 严格 证 明 的 (关于 有 界 函 数 的 情形 ). 


定理 无 论 平方 可 积分 函数 f(x) 是 怎样 , 永远 有 
oo 一 
并 且 封闭 性 方程 成 立 : 
+ +B)=2/ Pa (20) 


我 们 将 证 明 分 成 几 个 阶段 : 
1° 如 果 函 数 f(z) 在 区 间 [-m 了] 上 连续 并 且 满 足 条 件 f(--7) = f(z), 则 根据 
魏 尔 斯 特 拉 斯 第 一 定理 , 有 三 角 多 项 式 T(x) 存在 (我 们 在 这 里 用 N 表示 它 的 阶 次 )， 


使 得 
Ho -Tol<V 三 
其 中 s 是 预先 任意 给 出 的 正 数 . 这 时 
广 [f(z) ~ T(z)dr < e. 


[736] 81， 傅 里 叶 级 数 的 运算 . 完全 性 与 封闭 性 485 . 


既然 可 将 T(z) 随意 看 作 任 一 阶 次 为 n > N 的 三 角 多 项 式 , 则 根据 健 里 叶 级 数 的 部 
分 和 的 极端 性 质 [735], 当 > N 时 , 更 应 有 


n= 人 [f(s) -szjPaz <e 


因此 当 ”一 co 时 ,5 一 0. 

2。 为 了 要 延 折 这 个 结论 到 另外 的 情形 , 我 们 先 建立 一 个 辅助 的 不 等 式 . 

如 果 将 一 个 平方 可 积分 函数 f(z) 表示 为 两 个 平方 可 积分 函数 之 和 的 形式 : 
7 人 a) + Pta), 则 当 用 扳 导 表示 与 它们 相对 应 的 数量 时 , 我 们 有 

f(s) — sa(s) = 太一 鸣 ( + [一 长 
从 而 
HG = sn(o) < ALF() ~ sh (oP + (0) — (oS), © 

而 且 进 一 步 有 . 

f 8- pas <2{f rl) -stopast f Lle) -ss(o)ae) 
或 者 简单 地 写作 : 

6 < 2{64 + 0}. 

最 后 , 我 们 注意 ; 从 (应 用 到 函数 /的 ) 贝 塞 尔 全 等 式 参考 (19)] 可 推 得 


6 < 三 f’2dx. 


因此 ， 结果 得 到 
sn < B+ fd). (21) 


这 就 是 我 们 需要 的 不 等 式 . 
3° 现在 设 函 数 f(x) 在 区 间 [-r,r] 上 常 义 可 积分 (那么 它 是 有 界 的 ). 我 们 可 
认为 fF(-7) = f(7), 因为 如 果 需 要 的 话 , 只 要 改变 函数 在 区 间 的 一 个 端点 上 的 值 . 与 
证 明 魏 尔 斯 特 拉 斯 第 一 定理 [734] 时 相同 , 作出 辅助 函数 $(z), 但 在 这 次 我 们 选取 区 
间 的 细 分 法 使 得 
2 iA® < 也 一 一 


也 在 这 里 , 我 们 应 用 了 初等 不 等 式 


(a+b)? < 2(a2 + b2). 


486 . 第 二 十 章 健 里 时 级 数 ( 续 ) [736] 


其 中 e 是 预先 任意 取 定 的 正 数 , wi 是 函数 在 第 i 个 部 分 区 间 上 的 振幅 , 9 是 函数 
f 在 一 x 到 7 的 整个 区 间 上 的 完全 振幅 [297]. 


全 


< 
f=¢, f=f-9. 
根据 1°, 当 n 一 ce 时 ,54 一 0, 因此 从 n 的 某 一 值 开 始 ， 
04, < 了 


在 另 一 方面 , 因为 在 第 i 个 部 分 区 间 . 上 
[f° (2)| = |f(7) 一 oz) 和 ws 
所 以 
人 | j2dz = > / 和 Fr2dz < Dr < ?过 wiAmi < 5. 
现在 根据 (21), 已 经 显然 可 见 : 对 于 充分 大 的 n， 
6n < & 


等 等 . 
4° 最 后 , 设 也 数 f(z) 是 非常 义 可 积分 的 , 但 是 必须 是 平方 可 积 的 . 为 了 简单 
起 见 , 我 们 假定 在 这 里 z = 7 是 /与 户 ) 的 唯一 的 奇异 点 . 这 时 对 于 已 给 的 > 0， 
可 找到 n > 0, 使 得 ， 
[ f?2dz < 本 
An 


在 这 种 情形 下 , 令 : 
ra-{ 0 当 -x<z<7r-7 时 , 


0， 当 z>7 一 7 时 ， 
并 且 相 反 地 令 
f°(z) = 0， 当 -T 和 zz<-7 时， 
”| f(z)， 当 xz>7 一 n 时. 


/ frao= 人 f2dz < 2. 
一 不 克 一 分 4 


在 另 一 方面 , 把 刚才 所 证 明 的 结果 应 用 到 常 义 可 积 函数 f/. 应 用 (21), 我 们 可 以 断定 
这 时 也 有 6 一 0. 这 样 , 李 雅 普 诺 夫 定 理 的 证 明 就 完成 了 . 
利用 上 目 中 所 建立 的 术语 , 我 们 可 以 说 三 角 函 数 系 是 封闭 的 . 


[737] §1， 傅 里 叶 级 数 的 运算 . 完全 性 与 封闭 性 . 487 . 


737. 广义 封闭 性 方程 ” 设 已 经 给 出 在 区 间 [7, xj] 上 平方 可 积 的 两 个 函数 f(x) 
及 p(z). 如 我 们 所 知 [483,6)], 这 时 函数 /+ 与 fv 也 是 平方 可 积 的 . 如 果 分 别 
用 am,bm 与 am, Bm 分 别 表示 函数 f 与 p 的 健 里 叶 系 数 , 则 显然 om 士 am bm 土 Bm 
是 函数 f 土 p 的 傅 里 叶 系数 . 

将 封闭 性 方程 分 别 应 用 到 函数 /+ ep 与 f 一 yp, 我们 得 到 


Co) + Dom + om) + (bm + 8) = /LF oh 
加 (ao 一 aoj2 之 1 f/f™ 
re 一 bo- 
如 果 将 这 两 个 等 式 两 端 相 减 , 则 当 注 意 到 恒等式 
(a+b)2— (a—b)?= 4ab 
时 , 我 们 得 到 广义 封闭 性 方程 
2 + 二 enm tomBn) = 工人 je)elzjdz (22) 


当 p = f 时 , 由 此 得 方程 (20). 这 个 一 般 的 公式 也 称 为 帕 塞 瓦尔 公式 . 
广义 封闭 性 方程 (22) 与 储 里 叶 级 数 的 逐 项 积分 的 问题 有 极 密切 的 关系 . 系数 
Qam, Bm 用 它们 的 积分 表示 式 来 代替 : 


on of(Z) cos ynZaZ (m = 0, 1, 2,.…), 
on- 工人 p(x)sinmzdz (m= 1,2,…), 


把 等 式 (22) 改写 成 下 列 形式 : 
三 T(z)dr 十 人 三 (am Cos mz + bm sin mz)p(7z)dz = 三 jz)p(z)adz. 
m=1" 7 一 丈 


由 此 可 见 ,上述 等 式 完全 与 这 个 断 语 等 价 :用 任意 的 (平方 可 积 ) 函数 p(z) 乘 (平方 
可 积 ) 函数 f(z) 的 傅 里 叶 级 数 后 , 则 能 在 从 -7 到 的 区 间 上 逐 项 积分 .( 这 就 是 说 
结果 得 到 两 个 函数 的 乘积 的 积分 0) 

当然 , 在 这 里 区 间 [x,7] 可 用 它 的 一 部 分 [z',z"] 来 代替 , 因为 这 就 归结 到 ( 璧 
如 说 ) 将 函数 p 用 另外 一 函数 来 代替 : 这 个 函数 在 区 间 [z',z"] 上 与 p 一 致 , 而 在 这 
区 间 外 则 等 于 零 . 当 p = 1 时 , 我 们 回 到 了 在 731 中 所 建立 的 论断 , 但 是 在 这 里 有 
一 点 限制 : 我 们 还 须要 假定 函数 f 是 平方 可 积 的 . 


.488 . 第 二 十 章 傅 里 叶 级 数 ( 续 ) [737] 


当 对 f 与 p 加 上 不 对 称 的 条 件 时 , 就 是 减轻 一 个 函数 的 条 件 , 而 加 重 另 一 个 函数 的 条 件 时 , 我 
们 也 能 证 明 公式 (22). 杨 (W.H.Young) 像 这 样 推 得 了 下 面 的 定理 : 假定 函数 f(z) 在 区 间 [一 mr 了 ] 
上 绝对 可 积 , 而 函数 p(x) 有 有 界 变 差 , 则 公式 (22) 成 立 . 


证 明 要 依靠 清 数 p(z) 的 傅 里 叶 级 数 的 部 分 和 ow(z) 的 一 个 性 质 , 一 直到 后 面 我 们 才 证 明 
这 个 性 质 [744,5°]: 部 分 和 一 致 有 界 .这 就 是 说 , 对 于 -x < < 与 n= 1,2,.…， 


leon(z)| 入 工人 (全 = 常数 )， 


我 们 暂时 应 用 这 个 性 质 而 不 加 证 明 . 
不 失 推理 的 一 般 性 , 可 假定 函数 p(z) 的 不 连续 点 都 是 正则 的 [684], 因此 永远 有 


在 这 种 情形 下 , 根据 狄 利克 雷 - 若 尔 当 定 理 [686], 关于 z 的 一 切 值 , 我 们 有 


lim cn(z) = p(2), 


并 且 同 时 
im jz)on(z) = f(z)p(2). 
如 果 f(z) 有 界 : 
|f(z)| < M (M = 常数 )， 
因此 


|f(z)on(z)| < ML (n=0,1,2,.…), 
则 由 阿尔 采 拉 定理 [526], 我 们 断定 


mn / f(s)an(z)ds = / f(z) p(s)dz. (23) 


对 于 无 界 的 (但 是 绝对 可 积 的 ) 函数 的 情形 , 也 可 断定 这 个 等 式 正确 . 设 x = w 是 f(z) 是 唯 
一 的 奇异 点 . 这 时 首先 对 于 已 给 的 s > 0, 我 们 选取 7 > 0, 使 得 


{_ Woe 
一 
同时 不 等 式 


<Le, <Le 


/ ~ f(s)p(s)dr / ~ f(s)on(z)dz 


也 成 立 (无 论 n 是 怎样 , 后 一 不 等 式 成 立 ). 在 区 间 {x,7 一 雪上 [函数 f(x) 在 这 区 间 上 有 界 ] 
与 (23) 相似 , 我 们 有 


im [ 加 f(s)on(2)dz = / 加 joypojdz， 


由 此 就 已 容易 得 到 等 式 (23). 


[738] 81. 傅 里 叶 级 数 的 运算 . 完全 性 与 封闭 性 “489 ， 


已 证 的 等 式 只 是 公式 (22) 的 另 一 种 写法 , 因为 
= f[ f(z)on(z)dz = [ f(z) 后 十 (om cos mz + Pm sin mz)| dz 


QoQo 


m=1 


在 与 前 面 不 同 的 条 件 下 , 作为 与 传 里 时 级 数 的 逐 项 积分 法 相关 的 论断 , 我 们 能 够 重新 表述 广 
义 封 闭 性 方程 . (而且 由 于 在 这 里 对 函数 f 与 p 加 上 不 对 称 的 条 件 , 所 以 有 两 种 不 同 的 表述 法 .) 
我 们 注意 这 次 可 得 到 第 731 目 中 的 命题 作为 有 完全 一 般 的 推论 . 


738. 人 备 里 时 级 数 的 乘法 ” 设 已 知 两 个 函数 /及 y, 与 它们 的 储 里 叶 级 数 : 


Co 
jzZ) ~ 也 十 >》 (am cos mz 十 bm sin mz), 


m=1 


oo 
Qo a 
p(T) ~ 也 十 >》 ， (am cosynz + Pm sin mz). 


m=1 


我 们 现在 提出 的 问题 是 : 要 将 这 两 函数 的 乘积 fy 写成 傅 里 叶 级 数 : 


4 , 
也 十 》、 (Am cos mz + Bm sin mz), 


m=1 


jz)O(z) ~ 


也 就 是 要 将 它 的 系数 用 已 给 的 系数 a,b 与 a, 6 表示 出 来 . 
我 们 假定 函数 f 与 9 平方 可 积 @, 于 是 关于 它们 的 广义 封闭 性 方程 (22) 成 立 . 
这 时 由 它 可 直接 导出 系数 4o 的 表示 式 : 


4= 上 / fpdz = ® 
下 一 型 


Qo ead 
了 十 2 (omom + bmBm). 


确定 系数 Ak, Bk 时 (当天 = 1,2,… 时 ), 也 不 难 归结 到 应 用 公式 (22). hk 的 表 
示 式 _ 
Ax = =/ jp cos KZdr 
a -TT 


与 4o 的 表示 式 的 区 别 是 用 pcos kz 代替 了 2. 我 们 设法 找 出 p coskz 的 传 里 叶 系数 : 


1 TT 
一 / PT) cos kz :cosmzdz 
TT 一 下 


一 > 仁 广 o(Z) cos(m + k)zdz 十 二 [ op(Z) cos(m 一 jzdz 


TJ 


1 
一 可 (QT 十 am 一)， 


1 /7 1 
:/ P(X) cos kz : sinmzdz = 3 (Bm+k + Bm_k), 


@ 我 们 可 不 这 样 假定 , 而 假定 函数 /绝对 可 积 , p 有 有 界 变 差 . 


. 490 ， 第 二 十 章 傅 里 时 级 数 ( 续 ) 


[739] 


这 些 公 式 不 但 对 于 m > 上 成立, 而 且 对 于 m < 上 也 成 立 , 如 果 约 定 令 


Qhp=Qh, Bh = —Ph 
的 话 . 现在 又 根据 公式 (22)， 


COGK 


1 Co 
Ak = 2 + 2 2 lomlomtt 二 +Qm-_k) + bm(Bmtk 十 Bm—x)]. 


同样 得 到 


局 = ok + 


这 些 公式 就 解决 了 所 提出 的 问题 . 


+3 ;> [am (Bm+tr ~ Bm-_k) — bm(Qm+k + Qm—k)]. 


有 趣 的 是 应 指出 :系数 4A, B 的 这 些 表 示 式 能 够 由 函数 与 bp 的 傅 里 叶 级 数 的 形 
式 乘法 求 得 ,如 果 在 乘法 中 将 余弦 与 正 纺 的 乘积 换 成 它们 的 和 或 差 , 并 且 集合 各 同类 
项 的 话 . 我 们 在 这 里 甚至 于 完全 不 假定 被 乘 级 数 收敛 , 那么 这 种 情况 就 更 加 值得 注 


意 了 . 


739.， 封闭 性 方程 的 若干 应 用 ”在 傅 里 时 级 数论 本 身 以 及 在 分 析 学 的 其 他 邻 域 中 , 封闭 性 方 


程 有 多 种 多 样 的 应 用 . 我 们 用 例子 来 考虑 几 种 应 用 . 


1° 傅 里 时 级 数 的 绝对 收敛 性 “下面 的 定理 是 由 S.N. 伯 恩 斯 坦 院 士 所 发 现 的 : 如 果 以 2r 


为 周期 的 函数 f(z) 满足 具有 指数 a > 3 的 利 普 希 艾 条 件 
[f(z+h) ~ f(r) < Lal®, 
则 级 数 , , 
》 pn 三 >》 ， V 02 十 2 
一 n=1 


收 北 其 中 gn,b 是 函数 的 传 里 叶 系数 .@ 
我 们 首先 注意 : 如 果 


Qo , 
f(z) ~ pa 士 >》 (om cos mz 十 bm sin mz), 


m=1 


则 


f(z 封 h) 和 ~ 一 2 + yion cos mh + bm sin mh) cos mz 


m=1 


+ (bm cos mh am sin mh) sin mz] 
[690,26)]. 在 这 种 情形 下 ， 


f(z+h)— f(r—h)~2 >》 ， Sin mh(bm cos mz 一 am sin 720 )， 


m=1 


中 由 此 可 知 级 数 》 lan| 与 并 tn| 分 别 收 敛 , 因 之 对 应 的 传 里 时 级 数 绝对 收敛 . 


[739] §1， 傅 里 时 级 数 的 运算 . 完全 性 与 封闭 性 ,491 . 


并 且 根 据 封闭 性 方程 ， 


1 


nT 


a [f(z+h)— f(r— hdr=4 > p2, sin2 mh. 


m=1 


如 果 现 在 考虑 到 利 普 希 茨 条 件 本 身 , 则 可 用 数 Ch?* 估计 左 端 的 积分 , 其 中 C 是 常数 . 取 任 
意 的 自然 数 N, 令 = 37 则 


oo 
.2 mn _20 
DD ph sin? ~ <ONT? 


2N 
m=1 
(在 这 里 C1 表示 一 新 常数 ), 因此 更 有 
N 
2 .2 m7 —2° 
bp pm Sin py <&ON . 
习 
m> 2 
,2mr ,27_1 
sin 2 > sin 二 二 7 
因而 可 断定 
N 
bp p2 < 2C1N-?. 
立 
m> 2 


特别 , 如 果 选 取 NN = 2”(v = 1 2,…), 我 们 有 
2 


>》 pp < 2C1 . 2-2xa . 


7 一 22 一 1 十 1 


但 是 根据 熟知 的 不 等 式 [133,(5a)]， 


1 上 
27 27 2 27 他 
2 2 
7 一 27 一 1 十 1 7 一 2 一 十 1 7 一 227 一 1 十 1 


< V2Gr .ov ， 2 要 (一 1 一 VOT2"$-°). 
求 v = 12,… 时 所 有 类 似 的 不 等 式 的 和 , 我 们 得 到 


ee ee 1 
DD pm < VO DY 22 < +oo， 
m=2 v=] 


因为 当 a > 3 时 右 端的 级 数 收敛 . 这 样 就 将 定理 证 明了 . 


这 里 得 到 的 结果 极为 准确 : 我 们 能 用 例子 证 明 , 当 a = + 时 , 它 就 不 能 成 立 . 
2。 ”若干 不 等 式 的 证 明 ”封闭 性 方程 可 以 用 来 证 明 一 系列 有 用 的 不 等 式 ， 


. 492 ， 第 二 十 章 傅 里 时 级 数 ( 续 ) [739] 


我 们 先 研究 斯 捷克 洛 夫 首先 指出 并 且 成 功 地 应 用 到 数学 物理 上 的 不 等 式 、 设 函数 f(z) 在 区 
间 [0, zr] 上 连续 , 并 且 在 这 区 间 上 (只 可 能 有 有 限 个 例外 点 ) 有 平方 可 积 的 导数 产 (z). 这 时 如 果 
条 件 。 
(a) [ f(s)dr =0 
0 


或 
(6) (0) = tm) =0 
中 有 一 个 成 立 , 则 不 等 式 
/ Lr(aPdz > 1/ [fla)Paa (24) 
成 立 ; 而 且 在 情形 (a) 下 , 只有 当 函 数 有 f(z) = 4Acosz 的 形式 时 才能 得 到 等 式 , 在 情形 (6) 下， 
则 只 有 当 函 数 有 f(x) = B sin zx 的 形式 时 , 才能 得 到 等 式 . 
我 们 从 情形 (a) 开始 . 在 这 种 情形 下 ,函数 在 区 间 [0,7] 上 的 余 弘 展开 式 中 缺 常数 项 ; 


oo 


f(x)~ bp am COS NX. 
n=1 
因为 对 于 函数 f(x) 在 区 间 [7,0] 上 的 偶 性 延 拓 , 条 件 f( 一 "+) = f(7) 成立, 则 根据 第 732 目的 
法 则 ， 
f(z)~— bp nan Sin nx. 


n=1 
不 难看 出 , 封闭 性 方程 在 区 间 [0, x] 上 关于 余弦 级 数 与 正弦 级 数 都 成 立 ; 现在 根据 这 个 方程 
则 有 


并 且 同 时 有 


于 是 可 直接 推出 不 等 式 (24), 而 且 显 然 , 只 有 如 果 
an 二 0 在 n > 2 时 ， 
也 就 是 如 果 f(z) = al cosz, 则 (24) 中 的 等 式 才 可 能 成 立 . 
在 情形 (6) 下 , 我 们 同样 考虑 函数 f(x) 的 正弦 级 数 : 
f(x) ~ 》， bn sin nz. 
n=1 


对 于 函数 f(x) 在 区 间 [一 r,0] 上 的 奇 性 延 拓 , 根据 条 件 (6), 在 x = 0 处 仍 有 连续 性 , 而 且 也 具备 
条 件 F(-r) = f(7), 因此 可 重新 应 用 第 732 目的 法 则 : 


oo 


f(z)~ 》， nbn cos nz. 


n=1 


{739] 81， 傅 里 叶 级 数 的 运算 . 完全 性 与 封闭 性 * 493 : 


在 这 里 再 应 用 封闭 性 方程 就 能 够 立刻 解决 我 们 的 问题 . 
后 来 ,维尔 丁 格 (W.Wirtinger) 建立 了 若干 较 一 般 的 不 等 式 . 假定 函数 f(x) 在 区 间 [7,7 
上 连续 , 并 且 在 这 区 间 上 (只 可 能 有 有 限 个 例外 点 ) 有 平方 可 积分 的 导数 产 (z). 那么 如 果 条 件 


j(Cm) = jn 及 / f(s)dr =0 


成 立 , 则 不 等 式 
/ (F(x)?ds > / (f(s)?as (25) 


成 立 , 而 且 关 于 形 如 f(x) = 4cosz + Bsinz 的 函数 能 得 到 等 式 . 
与 上 面 一 样 , 证 明 归 结 于 应 用 封闭 性 方程 到 下 列 级 数 : 


f(r)~ Dan cos nz + bn sin nz 


n=1 


oo 


f(z) ~ 》， n(bn cos nz 一 an sin nz). 


n= 二 1 

如 果 特 别 地 假设 函数 f(x) 是 (a) 偶 函数 或 (6) 奇 函数 , 则 由 (25) 得 到 斯 捷克 洛 夫 不 等 式 . 

在 下 面 , 我 们 要 举 出 建立 更 复杂 的 不 等 式 的 例子 . 

3° ”等 周 问题 “在 具有 已 给 长 度 工 的 一 切 可 能 的 平面 闭 曲 线 中 , 需要 找 出 包围 着 最 大 面积 
的 图 形 的 那个 曲线 . 

我 们 已 经 知道 解答 是 圆周 . 现在 叙述 赫 尔 维 茨 (A.Hurwitz) 所 得 到 的 一 个 纯粹 分 析 上 的 证 明 ， 
而 且 只 限于 考虑 光滑 曲线 . 

设 长 为 工 的 光滑 闭 曲线 (L) 是 用 参数 方程 给 出 的 , 并 且 取 从 某 一 点 开始 计算 的 弧 长 s 作为 
参数 : 

z=2(s), y=Ys) (0g sg). 


换 用 从 0 到 2r 之 间 变 化 的 参数 t = 2 , 将 这 些 方程 写成 下 列 形式 : 
z= p(t), y=Yt) (0 gt eg 2n); 
我 们 特别 注意 下 列 条件 成 立 : 
2(0) = p(27) 及 W(0) = Wl27). 
根据 [732 目 ], 显然 对 函数 p(t) 与 w(#) 的 傅 里 时 级 数 : 


oo 

p(t) = 凶 十 2 am cos mt + bm sin mt, 
C oo 

V(t) = 六 十 》， Cm cos mt 十 dm sin mt, 


m=1 
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逐 项 微分 , 就 得 到 它们 的 导数 的 健 里 叶 级 数 : 
p(t) ~ 》， mbm Cos mt — mam Sin mt, 


m=1 


oo 
VAG 》， mdm cos mt 一 mem Sin mt. 


m=1 


在 这 里 应 用 封闭 性 方程 , 我 们 得 到 


27 Oo 
$f OP 半 mGs + 克 ) 
0 


m=1 


27 Oo 
/ WW (Dat = >》 me, + di). 
0 m=1 


因为 > 
(pOF + IW (A = (的 ?= Fs, (26) 
所 以 _ 
有 =2z2 》 mm?(ah 十 3 十 Cc 十) (27) 


m=1 


在 另 一 方面 , 根据 已 知 的 公式 [526(9)], 可 将 被 考虑 的 曲线 所 包围 图 形 的 面积 FF 表示 为 : 
F= / zdy = [ ” zt 一 / p(t (t)dt. © (28) 
在 这 次 应 用 广义 封闭 性 方程 , 将 面积 的 表示 式 写 成 下 列 形式 : 
F=” > m(amdm 一 bmcm). (29) 


m=1 


在 这 种 情形 下 , 用 4x 乘 等 式 (29), 再 从 等 式 (27) 中 减 去 , 便 得 到 


oo Ce 
72 — drF=2n? 位 ma 二 + 十 ch 十 d) 一 >》、 2m(amdm 一 bon) | 


m=1 m=1 
oo oo oo 
一 272 (Dee — dm) + (mem + bm)? + Sm? — 1)(02, + ) ， 
m=1 m=1 m=2 


并 且 因 为 在 大 括号 内 和 式 中 的 一 切 项 都 不 是 负 的 , 所 以 “等 周 不 等 式 ” 


72 -4drF>0, 
即 ， 
L 
F< 
~ 4dr 
永远 成 立 . 


下 如 果 假 定 (我 们 能 够 这 样 假定 ) 当 参 数 t 由 0 变 到 2r 时 , 则 依照 正 向 描 出 了 这 曲线 . 


[740] 382， 广义 求 和 法 在 人 备 里 时 级 数 上 应 用 “495 ， 


只 有 当 和 式 中 的 一 切 项 都 是 零 时 , 就 是 当 
dm =mam, bm 一 一 ?cm (m=1,2,..…), bm= dn=0 (m = 2,3,.….) 


时 , 才能 在 上 式 中 取 等 号 一 一 并 且 同 时 面积 达到 它 所 可 能 取得 的 最 大 值 . 这 种 条 件 与 下 列 关系 
式 等 价 : 
di = a1, cl 三 一， am 一 bm 一 cm 一 dm 一 0 关于 7 之 2. 


但 这 时 
1 。 
T= oo 十 alcost + b1 sint, 
1 ， 
y= 5300— bi cost 十 alsint, 
从 而 


2 2 
(= 一 zao) 十 @ 一 30%) = 二 如， 
所 以 这 曲线 就 是 圆周 ! 由 此 证 明了 圆周 的 极 值 性 质 . 
此 外 我 们 注意 如 果 应 用 不 等 式 (25), 则 不 用 封闭 性 方程 已 能 证 明 等 周 不 等 式 . 实际 上 , 不 失 
普遍 性 , 我 们 可 以 假定 曲线 的 重心 在 y 轴 上 , 这 就 是 说 


27 
/ p(t)dt = 0. (30) 
0 
则 由 (26) 及 (28), 得 到 
27 27 27 27 
二 一 2F = / [po + wat—2 / py dt = / Ip — wat+ / Ip” — pdt >0 
27 0 0 0 0 


一 一 这 正 是 根据 不 等 式 (25), 并 且 考 虑 到 条 件 (30) 而 得 到 的 . 在 这 里 只 有 当 p(t) = Acost 十 
Bsint 及 W(t) = p(t) 时 才能 得 到 等 式 , 而 这 时 %( = A sint 一 Bcost 十 C, 等 等 . 


82. 广义 求 和 法 在 傅 里 时 级 数 上 应 用 


740. 基本 引 理 ”为 了 避免 在 以 下 的 叙述 中 重复 起 见 , 我 们 先 作 若干 一 般 的 讨 
论 , 这 些 讨 论 是 下 面 一 系列 证 明 的 实质 . 考虑 一 般 形式 的 含 参 数 和 的 积分 (a > 0) : 


J(N) = 1/ “gO Bt, Mat. 四 


设 参数 的 变化 区 域 是 某 一 集合 A = {A}， 它 有 一 有 限 或 无 限 的 聚 点 w， 假 定 函 数 
B(t, 入 ) 关于 二 在 [0,aj] 上 的 值 及 入 在 A 中 的 值 有 意义 , 并 且 当 和 是 常数 时 , 这 个 函 
数 对 于 t 为 常 义 可 积 . 此 外 , 我 们 还 对 函数 B(t, 和) 加 上 下 列 三 个 条 件 : 

1° 亚信) > 0; 


中 显然 , 当 将 区 间 [- mm, 了] 换 作 [0, 27] 时 , 它 亦 成 立 . 
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2° 不 论 入 是 A 中 的 哪个 值 ， 

人 T(t, Mdt = 1;® 
3° 对 于 任意 的 5,0 < 6 < a, 数量 

MI(6, A) = sup T(t,\) 


当 和 一 w 时 趋 近 于 零 . 
为 了 简单 起 见 , 我 们 将 满足 这 些 条 件 的 函数 更 叫做 “ 正 核 ”. 


引 理 如 果 GB(t, 和 ) 是 正 核 , 而 g(t) 是 任意 的 绝对 可 积 函 数 , 并 且 极 限 g(+0) 存 
在 , 则 
lm 7(N) = g(+0)- 


证 ”由 2， ， 
go(+0) = /g(ro) Ce, Nd 
0 、 
从 等 式 (1) 的 两 端 减 去 这 等 式 , 就 得 到 : 
70) =g(+0) = { [ol = g(t) Nat 
已 给 任意 的 数 s > 0, 现在 我 们 选取 5(0 < 5 < a), 使 得 当 0 < 上 < 6 时 ， 
Ig) ~ g(t) < 3 


并 且 我 们 将 上 面 的 积分 分 解 成 为 两 个 积分 的 和 : 
a 6 a 
[=/+/ 一 十. 有. 
对 于 其 中 第 一 个 积分 , 注意 1° 与 2 立刻 得 到 一 个 与 \ 无 关 的 估计 值 : 
6 6 
< sO -ote Na < $f st Na < 
另 -方面 
Wal < 广 gg =oCr Oe Vat < M5,N) flo) ~ oC @) 
6 0 


@ 只 要 假定 , 
lim / B(t, Adt = 1 
入 一 中 0 


就 够 了 , 但 是 我 们 不 研究 这 种 推广 . 


[741] 82， 广 义 求 和 法 在 傅 里 叶 级 数 上 应 用 . 497 . 


由 3°,. 一 0, 因此 对 于 充分 接近 于 w 的 值 \, 就 有 |.J| < 3) 而 且 同 时 有 
[7(N) ~ g(+0)| < e， 
这 就 是 所 需要 证 明 的 . 
对 于 以 上 所 讲 的 我 们 还 要 作 补 充 如 下 . 假定 函数 9 除去 与 变量 t 有 关外 , 还 与 
一 变量 z(0 < x < a) 有 关 : 
， 9 一 gt, 7), 
而 且 当 z 为 常数 时 满足 前 面 的 条 件 . 这 时 ,如 果 1)g(t,x) 对 于 一 切 t 与 z 一致 有 界 
lg(t,z)| < LL 
并 且 2)g(t,x) 关于 z 一 致 趋 近 于 g(+0,z); 则 当 入 一 ww 时, 积分 
J(A,Z) = fo rz)E(t, Ndt 
0 
关于 z 一 致 趋 近 于 极限 g( 十 0, 2). 
实际 上 , 根据 2) 我 们 可 选取 前 面 已 考虑 过 的 数 5 与 x 无 关 . 又 因为 根据 1)， 
所 以 能 改变 不 等 式 (2) 如 下 : 
Jl < 2LaM(6, A)， 


其 中 右 端 与 x 毫 无 关系 . 由 此 可 见 对 于 充分 接近 于 w 的 值 和 , 不 等 式 | 三 | < 3 同时 
关于 一 切 值 z 成 立 , 因而 不 等 式 


|7(A, 7) g(+0, x)| <E 
同时 关于 一 切 值 z 成 立 , 这 就 是 所 需要 证 明 的 . 
741. 傅 里 时 级 数 的 泊 松 - 阿 贝尔 求 和 法 ” 设 f(z) 又 表示 以 27 为 周期 并 且 在 
任意 的 有 限 区 间 上 绝对 可 积 的 函数 . 考虑 它 的 传 里 叶 级 数 


Oo 
Qo 。 
f(z) 2 十 > am COS MT 十 bm Sin mz (3) 


m=1 


并 且 当 任意 固定 x 时 , 对 于 这 个 级 数 应 用 泊 松 - 阿 贝尔 广义 求 和 法 [418]. 为 此 , 我 们 
用 rm(m = 0,1,2,…) 依次 乘 这 个 级 数 的 各 项 , 其 中 0 < r < 1, 并且 作出 级 数 


Oo 
f(r, 2) = 2 + 》， r™ (am Cos mz + bm sin 722)， (4) 


m=1 
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因为 当 mm 一 oo 时 , 系数 am, bm 趋 近 于 零 [682], 所 以 它们 全 体 有 界 : 
laml, lbm| < (K = 常数 )， 


因此 级 数 (4) 简单 地 以 级 数 2K 8 rm 作为 强 函 数 , 并 且 显 然 收敛 
现 须 研究 当 7 一 1 时 它 的 和 f(r,z) 的 性 质 , 为 了 使 研究 简化 , 我 们 将 fr zx) 表 
成 积分 的 形式 . 如 果 把 (4) 中 的 系数 am,bm 用 它们 的 积分 表示 式 


-二 f(u) cosmudu (m= 0,1,2,...), 
= 工人 flu)sinmudu (m=1,2,...) 
来 代替 , 则 首先 得 到 


7,X) = 元 [ (udu 十 1 三 Fu) cosm(u — x)du 
然后 - 
jz) = 三 Ju) 人 + cos m(u — | du. 

这 种 转换 是 根据 第 510 目 中 的 推论 进行 的 : 用 绝对 可 积 函 数 乘 大 括 弧 内 (关于 x 的) 
一 致 收敛 级 数 后 , 我 们 可 以 逐 项 积分 . 因为 已 知 这 个 级 数 的 和 [例如 可 参考 418,2)]: 


1 一 72 


1 1 
5 十 入 r™ cosm(u — £2) = 21— 2rcos(u — z)+r2 


m=1 


所 以 最 后 得 到 这 样 的 表示 式 : 
nt 2 
fDi OT 加 


os(u— Zz)+r2 


这 个 值得 注意 的 积分 称 为 泊 松 (S.D.Poisson) 积 分 ，, 它 在 分 析 学 中 许多 问题 上 起 着 重 
要 的 作用 . 

事实 上 , 在 “广义 求 和 ”的 观念 出 现 以 前 好 久 , 泊 松 已 经 研究 过 级 数 (4) 以 及 从 
它 导出 的 积分 (5) , 但 是 他 的 推理 是 不 够 严格 的 . 施 瓦 茨 (H.A.Schwarz) 才 建立 了 泊 
松 积 分 的 严密 理论 . 


定理 设 函 数 f(z) 在 所 考虑 的 点 z 处 有 右 极限 与 左 极 限 f(z 土 0). 则 


1 一 72 
,lim of (7, 2)= .到 。 志 人 fl WI trad 
_ f(z+0)+f(z—0) 
/e+ +f- 0 (6) 


[741] 82， 广 义 求 和 法 在 傅 里 时 级 数 上 应 用 499 ， 


特别 在 连续 点 处 , 这 个 极限 就 等 于 f(x). 
如 果 函 数 f(x) 处 处 连续 , @@ 则 f(r, zx) 关于 z 一 致 趋 近 于 f(x). 
证 与 变换 狄 利克 雷 积分 一 样 [681], 对 于 泊 松 积分 (5) 作 变 换 , 我 们 得 到 
A _ 2 
je 可 = 志 上 Ue+b+yj- 避 计 寺 这 


一 27rcost 十 ?2 


为 了 要 把 上 有 目 中 的 引 理应 用 到 这 一 积分 , 令 


人 + = g(t), 
并 且 取 函数 
T(t = 1 (8) 
”X12rcost+i+r? 


作为 核 (“ 泊 松 核 >). 在 这 里 , > 起 着 参 变数 和 的 作用 , 它 的 变化 的 区 域 是 区 间 [0, 1)， 
而 w = 1. 我 们 要 证 明 函 数 8 满足 前 目 中 对 于 正 核 所 提出 的 一 切 条 件 . 

首先 B(t,7) > 0[ 参 考 条 件 1°]. 实际 上 , 当 > < 1 时 , 分 数 (8) 的 分 子 显然 是 正 
的 ; 如 果 将 分 母 写 成 下 列 形式 


t 
1—2rcost+r? = (1—7) +4rsinn 3, (9) 


则 对 于 分 母 也 容易 作出 同样 的 结论 . 其 次 , 如 果 在 (7) 中 令 f == 1, 则 也 有 f(r,x) 三 上 
并 且 我 们 得 到 


1 /™ 1 一 72 

A / 1— arcost tr = 
这 就 是 说 条 件 2° 得 到 满足 . 最 后 , 当 5 < t < x 时 (如 果 数 5 是 在 0 与 7 之 间 任 意 
选取 的 ), 就 有 sin 之 sin 5， 因此 [参考 (9)] 

1 一 2rcost 十 r2 > 4rsin? 2. 


于 是 


Mbr) = sup B(t,r) < i 
CS<tST Tn 

当 7 一 1 时 , 显然 M(6,7) 一 0(6 是 固定 的 ): 这 就 是 说 条 件 3° 也 得 到 满足 . 

在 这 种 情形 下 , 根据 已 提 到 的 引 理 , 我 们 有 
lim Jr 7) = lim f(z+t) + f(z—t) = fz+0)+f(z—0) 
Fr 一 1 二 0 t 一 十 0 2 2 
这 就 是 所 需要 证 明 的 ， 
巴 请 回忆 我 们 假定 函数 f(z) 有 周期 2r. 


. 500 . 第 二 十 章 傅 里 时 级 数 ( 续 ) [742] 


现在 设 函 数 f(x) 是 处 处 连续 的 . 则 它 必 有 界 : |f(x)| < K, 而 且 同 时 


f(z+t) + f(z) 二 无 
2 的 


此 外 , 由 于 函数 f(z) 一 致 连续 , 当 t 一 +0 时 , 表示 式 


f(z+t) + f(r 
2 

关于 zx 一致 趋 近 于 极限 f(z). 这 样 , 再 根据 前 目 所 作 的 补充 说 明 , 就 证 实 了 定理 的 最 
后 的 断 语 . 

由 此 , 已 证 明 的 定理 指出 了 :如 果 函 数 f(z) 在 点 xz 处 连续 , 或 充其量 有 第 一 种 不 
连续 , 则 可 用 泊 松 - 阿 贝尔 法 求人 博 里 叶 级 数 (3) 在 点 z 处 的 和 , 而 且 根 据 不 同 的 情况 
它 的 “广义 和 ?” 是 

je) 或 Je+O+TG-g) 

附注 如 果 事 先 只 在 区 间 [-m, 了 ] 上 给 出 了 函数 f(z), 则 用 通常 的 方式 [687] 推 

到 周期 函数 时 , 容易 看 出 关于 -r < x < 7 一 切 都 与 前 面相 同 , 而 关于 z = 土 7， 


jJ(-T+0)+TAHr 一 0) 
2 


是 泊 松 积分 的 极限 或 级 数 的 “广义 和 ”. 


742. 关于 圆 的 犹 利克 雷 问 题 的 解 ” 前 目 中 已 研究 的 泊 松 积分 能 够 应 用 来 解决 所 谓 独 利克 
雷 问题 的 一 种 简单 而 重要 的 特殊 情形 ， 我 们 回想 : 如 果 函 数 4 二 wu(z,y) 与 它 的 导数 冯 经 


Ou Ou 
B72" By? 


Or’ Oy 
在 某 一 区 域内 连续 , 并 且 满 足 偏 微分 方程 


Ou + ou 
Bz73 + Oy? 
(“ 拉 普 拉 斯 方程 ”")， 则 w(x,y) 称 为 在 这 个 区 域内 的 调和 函数 
[602,4)]， 考 虑 闭 周 线 (L) 所 包围 的 有 限 区 域 (D)， 则 对 于 这 
个 区 域 的 犹 利 克 雷 问题 可 以 表述 如 下 :任意 给 出 周 线 ( 卫 ) 上 的 连 
续 点 函数 需要 找 出 在 闭 区 域 (DD) 上 连续 , 并 且 在 它 的 内 部 调和 的 
通 数 由 一 U(X,y) 使 得 这 个 函数 在 周 线 上 与 已 给 函数 相符 . 呈 当 
区 域 (D) 是 以 原点 为 中 心 , 以 1 为 半径 的 圆 时 , 我 们 要 给 出 这 一 
问题 在 这 种 情形 的 解 . (显然 任意 圆 的 情形 可 以 化 为 这 种 情形 .) 
设 给 出 了 这 个 圆周 (ZL) 上 的 某 一 连续 点 函数 . 如 果 用 极 角 8 
确定 圆周 上 各 点 的 位 置 (图 145), 则 这 样 就 等 于 给 出 了 一 个 连续 


外 在 第 602 目 ,7) 中 , 已 经 证 明了 调和 函数 是 由 在 周 线 上 的 值 所 唯一 确定 的 . 


=0 (10) 


图 145 


[742] 82， 广义 求 和 法 在 傅 里 时 级 数 上 应 用 . 501 . 


函数 /(6)( 显 然 有 周期 27). 在 圆 (D) 的 内 部 也 换 用 极 坐标 r, 6 则 较为 方便 , 而 将 方程 (10) 换 成 
相应 变换 了 的 方程 ， ， 
Ou lO0u 16u >、 
5 十 五 80 二 7 丽 一 0 4G0”) 
[参考 222,1)]; 因此 , 我 们 要 找 出 当 r < 1 时 的 连续 函数 v = u(r, g), 使 得 它 当 r < 1 时 满足 
方程 (10*), 而 当 = 1 时 与 f(9) 符合 . 


按照 导入 的 次 序 , 我 们 从 方程 (10*) 的 最 简单 的 解 开始 (不 考虑 常数 解 ): 
rcosng, rsinng (n= 1,2,.…); 


用 传 里 叶 的 方法 就 能 够 将 它们 找 出 来 [721]. 不 难 直 接 证 实 这 些 函 数 满足 方程 (10*). 用 任意 的 因 
子 An, Bn 来 乘 它们 , 并 且 加 入 常数 项 Ao 后 , 作出 级 数 


u(r,0) = 4o 十 >》 (4mcosrnb + Bm sinrnag)r”， 


m=1 


这 级 数 在 形式 上 也 满足 方程 (10*). 最 后 , 考虑 边界 条 件 : wu = (1,9) = 了 (9), 我 们 得 到 


4o 十 >》 Am cos m0 + Bm sin m0 = /0)， 


m=1 


从 而 , 与 通常 一 样 , 我 们 断定 , 4o, 4m, Bm 是 函数 1(9) 的 傅 里 叶 系数 : 
Qo 
2 3 
结果 我 们 得 到 所 提出 的 问题 的 (暂时 还 是 形式 上 的 解 ): 


40 一 


4m 一 Q@m， m = bm. 


u(r, 0) = 2 >》 7 (am cos m0 + bm sin m0). (11) 


m=1 
容易 看 出 这 个 级 数 就 是 函数 (9) 的 泊 松 级 数 ; 如 果 愿 意 的 话 , 可 用 泊 松 积分 


1 f/f/™ 1—r? ; 
“人 一 去 / (WT co -0 Fd 4 ) 


来 代替 它 . 要 证 实 所 作出 的 函数 实际 上 满足 一 切 条 件 . 

首先 , 因为 系数 am 与 bm 全 体 有 界 , 所 以 不 难看 出 : 如 果 限 于 考虑 值 > < ro (其 中 ro < 1， 
但 是 可 取 作 随意 接近 于 1), 则 由 (11) 对 7 或 对 9 逐 项 微分 (一 次 或 两 次 ) 所 得 到 的 级 数 对 7 与 
9 都 是 一 致 收敛 . 在 这 种 情况 下 , 它们 的 和 就 是 函数 u(r, 9) 的 逐 阶 导数 , 并 且 了 既然 这 个 函数 的 级 
数 的 一 切 项 分 别 满足 变换 了 的 拉 普 拉 斯 方程 , 则 这 个 函数 本 身 在 圆 内 , 亦 即 当 r < 1 时 , 也 满足 这 
个 方程 . 

函数 u(r,9) 在 圆 内 对 于 两 变量 全 体 (", 9) 是 连续 的 ; 这 是 因为 根据 第 431 目 中 的 定理 1( 容 易 
将 它 推广 到 二 元 函数 的 情形 ), 级 数 (11) 同时 对 于 两 个 变量 一 致 收敛 ( 当 ”> < ro < 1 时 ). 现在 证 
明 : 当 点 M(r,9) 从 圆 的 内 部 趋 近 于 圆周 上 的 点 M'(1, 90) 时 , 函数 u(7,9) 恰好 趋 近 于 f(90). 实 


中 如 果 假定 可 以 逐 项 微分 . 


.502 ， 第 二 十 章 傅 里 时 级 数 ( 续 ) [743] 


际 上 , 由 于 函数 f(9) 的 连续 性 , 对 于 任意 取出 的 s > 0, 可 以 找到 这 样 的 6 > 0, 使 得 当 |9--90| <5 
时 ， 

If(0) ~ f(00)| < 3: 
另 一 方面 , 因为 当 r -1 一 0 时 ,wu(7,0) 关于 9 一 致 趋 近 于 f(9)[741], 所 以 可 将 数 5 设 作 充分 小 ， 
使 得 当 |r 一 1| < 6 时 , 对 于 一 切 6 


la,0) ~ FO)| < 了 
因此 , 最 后 当 |r 一 1|< 65 及 19 一 90| < 6 时, 我们 有 

lulr, 6) — f(6o)| < e 
这 样 证 明 就 完成 了 . 


743， 傅 里 时 级 数 的 切 萨 罗 -- 费 耶 求 和 法 ”如 所 已 知 [681], 可 能 用 狄 利克 雷 积分 
表示 健 里 叶 级 数 (3) 的 部 分 和 sn(z) : 


i l 公 一 人 
yn 


2 sin 3 一 2) 
在 这 种 情形 下 , 前 面 ”个 和 式 的 算术 平均 可 写成 下 列 形 式 : 


1 
yy a 


=0 2sin~= (一 7) 


或 者 在 化 简 后 [参考 418,2)]: 
， 用 2 
sin 了 他 一 2) 


mo) = /0 


这 个 积分 称 为 费 耶 ( 上 .Fejér) 积 分 , 因为 这 位 学 者 首先 成 功 地 将 算术 平均 法 应 用 来 求 
傅 里 叶 级 数 的 广义 和 . 下 面 的 定理 也 是 费 耶 所 发 现 的 (参考 施 瓦 茨 定理 ): 


定理 设 函 数 在 所 考虑 的 点 z 处 有 右 极限 与 左 极 限 f(z 土 0). 则 


sin 3(% 一 2) 


1 n 
,lim a on(®)= lm sz/ A 0) 


_ fs+0+f(2-0) 


5 (12) 


[743] §2. 广义 求 和 法 在 傅 里 时 级 数 上 应 用 503 ， 


特别 在 连续 点 处 , 这 个 极限 等 于 f(x). 
如 果 函 数 f(x) 处 处 连续 ,加 则 和 式 on(z) 关于 z 一致 趋 近 于 f(x). 
证 与 犹 利克 雷 积分 及 泊 松 积分 相似 , 我 们 可 将 费 耶 积分 表 成 下 列 形式 : 


1 7 sin 2 
on(z) = 一 -人 [f(z+t)+f(z—-t) 二 | 二 (13) 
2n7 Jo sin 了 


如 果 如 741 目 一 样 , 令 


并 且 取 函数 


作为 核 (“ 费 耶 核 ”), 则 这 种 情形 也 适合 于 第 740 目的 一 般 方 法 . 
容易 证 实 实际 上 这 是 (如 在 第 740 目 中 所 定义 的 ) 正 核 (在 这 里 自然 数 参数 m 
代替 了 Xiw = +o0). 事实 上 , 可 以 立刻 看 到 


$(t,n) > 0. 


如 果 在 (13) 中 取 f = 1, 则 同时 s。 = 1, 而 且 也 有 cov = 1, 因此 


nN\2 
nt Sin 一 上 

1 9- | dt=1, (14) 

DA 0 sin =t 


这 就 是 说 费 耶 核 满足 第 740 目的 条 件 2*. 至 于 条 件 3", 则 因 容 易 得 到 估计 值 


1 1 
MI(56, n) 二 SUPp P(t, n) 入 一 6， 
6<tENA NA sin2 二 


从 而 也 可 推出 当 m” 一 oo 时 , M (6,n) 一 0. 

在 这 种 情形 下 , 应 用 第 740 目的 引 理 , 就 得 到 极限 关系 式 (12). 

最 后 , 如 在 施 瓦 茨 定理 的 情形 一 样 , 可 证 实 定 理 最 后 的 结论 . 

在 这 次 , 由 已 经 证 明 的 定理 可 以 看 出 :如 果 函 数 f(x), 在 点 x 处 连续 , 或 充其量 
有 第 一 种 不 连续 , 则 可 用 算术 平均 法 求人 埔里 叶 级 数 (3) 的 和 , 而 且 


@ 参 考 第 499 页 的 脚注 . 


504 . 第 二 十 章 人 备 里 时 级 数 ( 续 ) [744] 


分 别 是 它 的 “广义 和 ”. 

根据 弗 罗 贝 尼 乌 斯 定理 [421], 从 这 个 断 语 能 够 推 得 到 第 741 目 中 关于 泊 松 - 阿 
贝尔 求 和 法 的 类 似 断 语 . 

如 果 函 数 f(z) 只 在 区 间 [7,7] 上 被 给 出 , 则 对 于 它 也 能 重 述 第 741 目 末 尾 所 
作 的 附注 . 


744. 储 里 叶 级 数 广义 求 和 法 的 若干 应 用 ”在 这 里 , 我 们 所 指 的 是 要 由 费 耶 定理 
引导 出 若干 推论 (虽然 为 了 同一 目的 , 通过 略为 复杂 的 推理 , 对 于 施 瓦 茨 定理 也 能 够 
这 样 做 ). 前 两 个 推论 表明 一 种 有 趣 的 情况 , 广义 求 和 法 可 以 作为 属于 常 义 求 和 法 结 
论 的 根据 . 

1 如 果 傅 里 时 级 数 (3) 在 某 一 点 xz 处 收敛 , 而 函数 在 这 点 连续 或 有 通常 的 不 
连续 , 则 级 数 的 和 必 分 别 等 于 

f(z) 或 [+ -0) 

实际 上 , 根据 费 耶 定 理 , 用 算术 平均 法 所 求 得 的 级 数 的 “广义 和 ”就 是 这 样 . 由 
于 这 种 方法 的 正则 性 [420], 若 级 数 在 通常 的 意义 下 有 和 , 则 这 个 和 必须 与 “广义 和 ” 

2 从 费 耶 定理 , 我 们 能 够 得 到 (关于 有 界 变 差 的 函数 的 伟 里 叶 级 数 收敛 性 的 ) 犹 利克 雷 _ 若 
尔 当 定理 作为 推论 [参看 686]. 

如 果 f(z) 是 在 整个 区 间 [一 x, x] 上 的 有 界 变 差 的 函数 , 则 在 任 一 点 = 处, 函数 有 极限 f(z 土 0)， 
并 且 站 二 中 二 人 (2 一 上 是 传 里 时 级 数 的 “广义 和 ”. 另 一 方面 ,已 经 知道 [707] 有 界 变 差 丙 数 
的 傅 里 时 系数 aa,b 的 阶 是 O ( 二), 于 是 根据 哈代 定理 [422] 就 可 推 得 级 数 (3) 在 通常 的 意义 
下 收敛 , 而 且 收敛 于 同样 的 和 式 . 

可 是 这 还 不 能 包含 狄 利克 雷 _ 若 尔 当 定理 . 在 第 686 目的 叙述 中 , 这 个 定理 具有 所 谓 “局 部 ? 
性 质 . 在 那里 , 只 需要 函数 在 所 考虑 的 点 的 任 一 小 邻 域内 有 有 界 变 差 . 但 是 我 们 知道 [683] , 恰好 
是 函数 在 这 个 邻 域内 的 值 决定 了 传 里 叶 级 数 在 已 给 点 处 的 性 质 以 及 它 的 和 的 大 小 ， 因 此 , 在 实质 
上 不 作 任何 改变 , 我 们 可 改变 函数 在 所 提 到 的 邻 域 以 外 的 值 使 得 得 到 在 整个 区 间 [_x,x] 上 的 有 
界 变 差 函 数 , 而 上 面 所 讲 就 可 应 用 到 这 个 函数 上 . 

3。 ”如 果 函数 f(z) 在 区 间 [x] 上 连续 , 而 且 还 满足 条 件 


7 一 T) = f(n). 


则 能 将 它 推广 到 整个 数 轴 上 成 为 处 处 连续 的 周期 (以 2r 为 周期 ) 函数 . 在 这 种 情形 下 , 费 耶 和 的 
序列 {on(z)} 对 于 在 区 间 [x,7] 上 的 一 切 z 一 臻 收敛 于 f(z). 因为 每 个 这 样 的 和 都 是 三 角 多 项 
式 , 所 以 用 显而易见 的 方式 就 能 得 到 关于 连续 周期 函数 的 近似 法 的 魏 尔 斯 特 拉 斯 定理 [734]. 

4? 从 费 耶 定理 能 够 立即 断定 三 角 函 数 系 在 连续 函数 类 中 是 完全 的 [参考 733]. 事实 上 , 如 
果 在 区 间 [一 x, 7] 上 连续 的 函数 f(x) 与 三 角 函 数 系 中 一 切 函 数 正 交 , 从 而 它 的 一 切 傅 里 叶 系 数 都 
等 于 零 , 则 on(z) = 0. 这 时 至 少 在 开 区 间 (一 x,7) 内 , 当 nn 一 ce 时 ,on(z) 一 f(z); 因此 ,在 这 
开 区 间 内 ,f(x) = 0, 而 根据 连续 性 , 在 端点 也 是 如 此 . 


[744] §2. 广义 求 和 法 在 傅 里 时 级 数 上 应 用 :505 . 


我 们 还 加 说 明 如 下 , 虽然 它 与 费 耶 定理 无 关 , 但 与 费 耶 和 有 关 . 

5° 如果 浮 数 f(z) 有 界 , 并 且 它 在 区 间 [一 ,7] 上 变化 时 包含 在 m 与 M 之 间 , 则 一 切 费 
耶 和 on (2) 也 包含 在 同样 两 界 之 间 . 

从 积分 (13) 的 估计 值 并 考虑 到 (14), 立刻 推 得 : 


。 n, 2 in 2 2 
fr /sin 一 nt 加 sin 一 
m=m. 工 于 el/ terdtie td) (sat), 
?7 jo sin 1 ?7 Jo 2 sin 1; 
2 2 
2 


关于 傅 里 叶 级 数 的 部 分 和 sn(z), 类 似 的 断 语 不 能 成 立 : 在 这 里 表现 出 这 个 事实 : 狄 利克 雷 核 


1 sin (n 十 3) t 
Tt sin 3t 
要 改变 符号 , 而 与 费 耶 核 不 同 . 我 们 甚至 于 不 可 能 保证 所 有 这 样 的 和 式 有 共同 的 界 . 


然而 ,如 果 画 数 f(z) 的 傅 里 叶 系数 an, ba 的 阶 是 O (=), 则 部 分 和 sn(z) 还 是 一 致 有 界 .这 
就 是 说 , 如 果 对 于 一 切 n= 二 1,2,… , 我 们 有 


nlan| < A, nlbn| < B, 


则 可 断定 
m— (A+B)< sn(r) < M+(A+B). 
实际 上 , 将 第 422 目的 恒等式 (9) 应 用 于 现在 的 情形 , 就 得 到 
sn(z) = an+Hi(Z) 十 21 Kon cos kr + br sin jz) — + br sin ke) 
但 
|k(@xk cos kx 十 pk sin kx)| < A+B, 
同时 根据 已 证 明 的 结果 ， 
monr(r)< M. 
由 此 可 推 得 所 需要 的 断 语 . 
璧 如 说 , 如 果 考 虑 展开 式 [690,2)] 


克 一 爷 sinnz 
5 =》 一 (0 < x < 27), (15) 
1 


nT 


则 在 这 里 m = -FM = 7,4 = 0,B = 1 因此 可 断言 这 个 级 数 的 部 分 和 的 绝对 值 一 致 以 数 
他 十 1 为 界 [参考 703] 

由 已 证 明 的 断 语 可 作出 更 一 般 的 结论 : 有 界 变 差 济 数 的 传 里 叶 级 数 的 一 切 部 分 和 一 致 有 界 [ 参 
考 737]. 这 是 因为 这 种 函数 的 傅 里 叶 系 数 ob 的 阶 显然 是 O (=) [707]. 


506 . 第 二 十 章 傅 里 时 级 数 ( 续 ) [745] 


745. 傅 里 叶 级 数 的 逐 项 微分 法 ”如 果 对 函数 f(x) 的 传 里 叶 级 数 (3) 逐 项 求 微 
分 , 则 一 般 说 来 , 即使 在 所 考虑 的 点 x 处 函数 f(z) 有 有 限 导数 产 (z), 所 得 到 的 级 数 


Oo 


> m(bm cos mz 一 am sin mz) (16) 
是 发 散 的 . 刚才 所 提 到 过 的 级 数 (15) 可 作为 例子 : 对 它 逐 项 微分 就 得 到 处 处 发 散 的 
级 数 _ 
> cos m7. 


然而 , 法 图 (P.Fatou) 发 现 了 下 面 有 趣 的 命题 : 如 果 在 点 z 处 存在 着 有 限 的 导数 
f(z), 则 级 数 (16) 可 用 泊 松 - 阿 贝 泵 法 求 和 , 并 且 和 式 恰 好 为 f(x). 
为 了 证 明 起 见 , 把 泊 松 级 数 (4) 对 于 zx 求 微分 : 


Of 7) sn gin mz). 
Br = 2 m(bm cos mz 一 am Sin mz); (17) 


由 于 所 得 到 的 级 数 关 于 zx 一 致 收敛 , 在 这 里 可 以 进行 逐 项 微分 法 . 如 果 把 泊 松 积分 
(5) 对 于 zx 求 微 分 , 我 们 也 可 得 到 同样 的 结果 
Of(r,z) 1 三 flu) 27(1 — 72)sin(w ~— x) 


27 [1 ~— 2r cos(w — x) + 72]? 


一 du 
Ox 27 ./ ， 


而 且 在 这 种 情形 下 , 根据 第 510 目的 定理 3*, 我 们 能 在 积分 号 下 微分 . 上 面 的 积分 
可 变换 为 : 
Of (r, x) 27(1 —r2)sint 
Ox 到/ f(z + i 二 27 cost 十 73]? 
™ f(r+t)— f(r-t) 2(1—r2)sint 


一 六 .二 lt. 18 
Ti 0 2 sint [1 — 2r cost + 72)2 (18) 


at 


令 
_ f(z+)— f(z—t. 
g(t) = 2sint 


如 果 将 这 表示 式 改 写成 下 列 形式 : 


_1[f(z+D -fA7) fr- -fr)| 1 
9g) = 3 | t + 一 “sint’ 
则 可 见 
g(+0) = f(z). 
其 次 , 我 们 要 证 明 函 数 
_1 20—r2)sin?t 
Dt,7) = 7 [I1—2rcost+r2]? 


[746] §3， 范 数 的 三 角 展 开 式 的 唯一 性 . 507 ， 


是 在 第 740 目的 意义 下 的 正 核 .首先 , 显然 
B(t,r) > 0. 


在 (18) 中 , 特别 令 f(z) = sinz. 则 
Of Cr, 2) f(z+0)— f(z—) 
L 


r,X)=rsinzX, —— =7TCOSZ - = cosZ. 
f(r, 7) ， 人 ， pr 


将 各 式 代 入 (18), 消去 7 cosz 后 就 得 到 : 
1 /™ 2(1—72)sin?t 
/ dt=1 


元 1 二 27cost 二 7232 


最 后 ， 
2(1 一 72) 


1 
MI(6,7) = sup $67) < 一 8 
[arsin | 


6<ten 


因此 显然 当 一 1 时 ,M(6,7) 一 0. 

现在 应 用 第 740 目的 引 理 , 我 们 看 到 : 作为 级 数 (17) 的 和 的 积分 (18), 当 r 一 1 
时 趋 近 于 (x). 而 这 就 表明 了 级 数 (16) 可 用 泊 松 - 阿 贝尔 法 求 得 和 式 f'(z), 这 就 是 
所 需要 证 明 的 . 


附注 已 证 明 的 定理 能 够 推广 到 逐次 微分 法 的 情形 :如 果 在 所 考虑 的 点 处 有 限 
的 导数 f(?)(x)(p > 1) 存在 , 则 由 (3) 微分 p 次 所 得 到 的 级 数 可 用 泊 松 - 阿 贝尔 法 求 
得 和 式 f(?) (zx). 


II. 关于 切 萨 罗 求 和 法 , 与 法 图 定理 类 似 的 断 语 不 成 立 .， 可是, 如 果 加 强 对 导数 
的 条 件 , 并 假定 它 在 所 考虑 的 点 处 连续 , 则 泊 松 - 阿 贝尔 求 和 法 也 可 用 切 萨 罗 求 和 法 
来 代替 . 


83， 函数 的 三 角 展开 式 的 唯一 性 


746. 关于 广义 导数 的 辅助 命题 ”为 了 使 得 在 下 面 讲述 标题 上 的 重要 问题 时 不 
被 打 断 , 我 们 先 作 一 系列 辅助 的 讨论 . 

设 在 某 一 区 间 [a,4] 上 给 出 函数 (zx). 取 a 与 b 之 间 的 值 xz :a < zx < 4b; 则 对 于 
充分 小 的 hh > 0, 差 数 A F(x) = F(z 十 有 一 F(z 一 hh) 有 意义 . 如 果 有 限 的 极限 

/ 加 AnF(z) 
P (7) = no 2h 

存在 , 则 称 它 为 函数 下 (zx) 在 点 z 处 的 广义 (“对 称 ”) 导 数 . 只 要 当 通 常 意义 下 的 导数 存 
在 时 , 广义 导数 FU(x) 就 必定 存在 , 并 且 与 它 相 等 ; 这 可 以 直接 从 下 面 的 关系 式 看 


.508 . 第 二 十 章 傅 里 时 级 数 ( 续 ) [746] 


出 : 当 hh 一 +0 时 ， 
AnF(z) 1[F(z+h)— F(z) F(z —h)—F() , 
全 =3| h + - | -=r 


然而 在 通常 导数 不 存在 的 若干 情形 下 , 广义 导数 还 可 能 存在 . 函数 
下 (Z) = zsin T(z 关 0)， F(0)=0; 


就 可 作为 这 样 的 例子 ; 我 们 已 经 知道 [102,1°] 它 在 点 z = 0 处 没有 导数 ; 而 在 这 点 它 
的 广义 导数 等 于 零 . 
其 次 , 考虑 二 级 差分 
AzF(zZ)=AnAnE(z) = ApF(z +h)— AnF(r—h) 

=[F(z+2h)— F(z)] — [F(z)— F(z — 2h)] 

=F(z+2h) —2F(z)+ F(z — 2h). 
如 果 有 限 的 极限 
A2F(x) 

4h2 
存在 , 则 称 它 为 函数 F(x) 在 所 考虑 的 点 z 处 的 广义 二 阶 导数 .在 这 里 , 也 可 证 明 当 通 
常 的 二 阶 导数 存在 时 , 广义 二 阶 导数 也 存在 , 并 且 与 它 相等 . 实际 上 , 如 果 对 于 户 的 
两 个 函数 A2F(z) 与 4h? 应 用 柯 西 公式 :@ 
A8P(z) __ F’(z+20h)— F(x — 20h) 

4h2 40h ’ 
则 由 上 面 已 讲 的 关于 广义 (一 阶 ) 导数 的 结果 , 可 以 看 出 当 h 一 0 时 , 所 得 到 的 表示 
式 趋 近 于 F(x). 例如 , 函数 


FO (z) = sim 


F(z) = 7x? sin T(z #0), FrF(0)=0 


[参考 102,2"] 表 明了 逆 断 语 不 正确 : 已 知 广义 导数 FI 了 (xz) 存在 时 , 不 能 推出 通常 的 
导数 F(z) 存在 . 

下 面 的 定理 说 明 : 在 若干 情形 下 , 广义 二 阶 导 数 起 着 与 通常 的 二 阶 导数 相同 的 
作用 : 

施 瓦 茨 定理 ”如果 关 于 在 区 间 [a, 外 上 的 连续 函数 F(z), 广义 二 阶 导数 在 这 区 
间 内 存在 ,并 且 等 于 零 , 则 FE(z) 是 线性 函数 .( 完 全 与 假定 通常 导数 F(z) = 0 时 
一 样 !) 


马 假 定 二 阶 导 数 F(z) 在 点 z 处 存在 时 , 已 经 包含 了 假定 一 阶 导数 F'(z) 在 这 点 的 邻 域内 存在 . 


[746] 83， 函数 的 三 角 展 开 式 的 唯一 性 509 . 


为 了 证 明 起 见 , 我 们 取 任 意 的 数 s > 0, 并 且 作 出 辅助 函数 
p(x) == 土 {Fa 一 下 (a) 一 TO -0 (, 一 a)) +e(z— a)(z— Db), 
而 关于 大 括号 前 的 两 种 符号 , 我 们 的 讨论 都 是 同样 . 这 时 , 在 区 间 内 就 有 
op! I(z) = 2e， (1) 

因为 函数 FF 的 广义 二 阶 导数 等 于 零 , 而 二 次 函数 的 广义 二 阶 导 数 就 是 它 的 通常 二 阶 
导数 . 吕 

函数 p(x) 在 区 间 [w, 昌 的 端点 上 是 零 . 我 们 将 证 明 它 在 区 间 内 不 能 取 正 值 . 实 
际 上 , 在 相反 的 情形 时 , 作为 连续 函数 , p(z) 应 在 某 一 内 点 zo 处 达到 它 的 最 大 ( 正 ) 
值 . 但 这 时 我 们 有 

p(xo+t2h) & p(x0), Anp(zo) <0 


并 且 , 最 后 ， 
pl (x0) = lim, upto) <0, 
与 等 式 (1) 矛盾 
于 是 对 于 一 切 ze(z) < 0, 亦 即 
_ Pb) — F(a) 


土 {F(a) — F(a) (z— 可 } er ~ a)(b—7) < e(b— a), 


b—a 
而 且 无 论 在 括号 前 取 怎样 的 符号 ( 正 号 或 负 号 ) 都 是 一 样 . 因此 我 们 也 有 


(6) — F(a) 


ja — F(a) 一 人 ~ a)| < e(b 一 a)2. 


由 于 的 任意 性 , 可 知 不 等 式 的 左 端 是 零 , 从 而 


F(b) ~ Fla) 


F(z) = F(a) + ~ 


(z —a), 


这 就 是 所 需要 证 明 的 . 

有 时 除去 在 个 别 的 “未 知 点 ”外 , 条 件 FI](x) = 0 处 处 成 立 , 而 在 “未 知 点 ”处 
不 假定 这 个 条 件 成 立 . 这 时 要 应 用 : 

广义 施 瓦 茨 定理 ” 设 对 于 区 间 [a, 中 上 的 连续 函数 下 (x), 导数 FL1(x) 存在 , 并 
且 除 去 有 限 个 “未 知 点 ” 


Qa<TI<To Tm<b 


@ 显 然 : 如 果 两 个 函数 FF 及 G 在 所 考虑 的 点 处 有 导数 FI] 及 GO 则 它们 的 和 或 差 也 有 分 别 
等 于 FI 土 GL1 的 广义 二 阶 导数 . 


. 510 . 第 二 十 章 健 里 时 级 数 ( 续 ) [747] 


外 , 在 区 间 内 处 处 等 于 零 . 如 果 在 每 个 “未 知 点 ”处 ,即使 削弱 了 的 条 件 
.A2F(z) 
hn 一 到 
成 立 , 函数 下 (z) 在 区 间 [o 引 上 还 是 线性 的 . 
根据 前 一 定理 , 函数 F(z) 在 两 个 例外 值 之 间 一 定 是 z 的 线性 函数 , 于 是 (譬如 
说 ) 在 区 间 [zi zi] 上 , 我 们 有 


=0 (2) 


F(x)= cr+d, 
而 在 邻接 的 区 间 [zi zs] 上 ， 
F(x)=czr+d, 
同时 两 个 表示 式 在 点 z = z; 处 相符 : 
F(zi) =cri+d= ezi 二 dl (3) 
关于 z= zi 由 条 件 得 


. F(zi+2h)— F(z) F(xi—2h)— F(zi)\ 
li { 2h —2h }=°. 


但 是 在 这 里 左 端 就 是 两 直线 y = cz +d 与 y= cx + 的 斜率 的 差 . 于 是 c= wc, 而 
这 时 由 (3) 也 有 4 = 4', 这 就 是 说 , 事实 上 , 两 个 直线 段 是 由 彼此 延长 而 得 . 因为 这 
里 所 说 的 可 应 用 任意 两 个 邻接 的 线段 , 所 以 我 们 函数 的 图 形 在 整个 区 间 [a, 上 是 直 
线 , 因而 这 个 函数 就 是 线性 的 . 


747， 三 角 级 数 的 黎 曼 求 和 法 ” 黎 曼 所 发 展 的 三 角 级 数 


OO 
之 十 > an COS NZ 十 bn sin nz (4) 


n=1 


求 和 法 在 以 下 起 着 重要 的 作用 . 这 种 方法 完全 不 假定 级 数 (4) 是 任何 函数 的 伟 里 叶 
级 数 , 并 且 可 将 它 应 用 到 完全 任意 的 三 角 级 数 上 , 不 过 要 级 数 的 系数 全 体 有 界 : 


on|, po 入 三代 = 常 数 )， (5) 
将 级 数 (4) 在 形式 上 逐 项 积分 两 次 , 我 们 得 到 级 数 


or 3 an COS NE + bn Sin nz 


F(x) = 
1 


当 条 件 (5) 成 立时 , 这 级 数 以 收敛 级 数 


[747] 83， 函数 的 三 角 展 开 式 的 唯一 性 . 511 ， 


为 强 函 数 , 因此 在 x 的 任意 的 变化 区 间 上 一 致 收敛 , 并 且 定 出 一 个 连续 函数 F(z). 
如 果 在 已 给 的 点 z 处 存在 着 有 限 的 极限 


po 4h2 


亦 即 存在 着 广义 二 阶 导 数 FT 1(z), 则 称 它 为 级 数 (4) 在 歼 曼 意义 下 的 “广义 和 ”. 
作为 例子 , 如 果 将 这 种 方法 应 用 到 级 数 


则 在 这 里 


2 
回想 [690,9)]: 关于 0< z < 27,， 字 一 可 十 是 右 端 的 级 数 的 和 , 就 有 


因此 , 关于 0 < z < 27, 显然 FI 1(z) = FY (x) = 0, 而 级 数 的 “广义 和 ”是 零 [参看 418 与 
420]. 


容易 证 实 
Az cosnz = —2cosnz(l - cos2nh) = —4cosnzsin?2 nh 
及 
Af sinnz = —4sinnz sin2 nh. 
从 而 
MF) a = 也 十 > COS NT + bn sin nz) (2) . (7) 


于 是 黎 曼 求 和 法 就 化 成 用 形 如 人 的 因子 乘 级 数 (4) 的 各 项 , 并 取 h 0 时 的 
极限 . 
在 这 种 形式 下 , 黎 曼 方法 也 能 够 应 用 到 完全 任意 的 级 数 


如 果 级 数 


-. 512 第 二 十 章 傅 里 时 级 数 ( 续 ) [747] 


至 少 关于 充分 小 的 疡 收敛 , 并 且 它 的 和 yg(h) 当 h 一 0 时 趋 近 于 极限 U, 则 这 就 是 原 
级 数 的 “广义 和 ”. 
读者 可 看 到 和 歼 曼 方法 属于 第 426 目的 一 般 方法 内 . 在 这 种 情形 下 , h 起 着 参数 
z 的 作用 (w = 0), 而 因子 ， 
jah) = (2 © 


nh 
满足 在 那里 所 列举 的 条 件 . 关于 第 一 个 条 件 , 这 是 显然 的 : 


。 2 
于] 1 


FY) = lm ( nh 


h—0 


至 于 第 二 个 条 件 , 则 考虑 
(Se) - (RP) = /| (2) | 
(一 (< 让 | 


(2 -入 ) 
< 人 
不 难 证 实 这 个 积分 存在 , 因为 当 z 一 co 时 ， 
|] -zs(e- 守 吉 =o( 坟 ) 
因此 , 黎 曼 的 广义 求 和 法 是 正则 的 . 这 个 事实 可 以 应 用 到 三 角 级 数 , 而 推出 


黎 曼 第 一 定理 ”如果 三 角 级 数 (4) 在 点 z 处 收敛 于 和 式 5, 则 将 它 在 形式 上 逐 
项 积分 两 次 所 得 到 的 函数 F(x) 在 该 点 处 有 等 于 8 的 广义 二 阶 导 数 


dz, 


我 们 就 会 得 到 


Yo(R)| + > [yn(h) — yn-1(h)|=1+ >, 


dz. 


Fl'l(z)=5. 


我 们 注意 : 对 于 传 里 叶 级 数 的 情形 , 表示 式 


A2zF(z) 
4h2 


外 yo(h) 简单 地 了 解 为 一 . 


[748] 83， 函 数 的 三 角 展 开 式 的 唯一 性 :513 、 


容易 变换 为 第 740 目 中 所 研究 过 带 有 “ 正 核 ” 那 种 形式 的 积分 . 这 样 , 对 黎 曼 求 和 
法 就 可 推出 完全 与 施 瓦 蒋 定 理 [741] 及 费 耶 定理 [743] 相 类 似 的 定理 , 对 此 我 们 不 
加 研究 ; 对 于 我 们 , 黎 曼 方法 所 以 重要 , 是 由 于 它 是 研究 一 般 形 状 的 三 角 级 数 的 强 有 
力 的 工具 .外 在 这 方面 必须 有 

黎明 第 二 定理 ”如果 级 数 (4) 的 系数 an, bn 趋 近 于 零 , 则 无 关于 级 数 的 收敛 性 ， 
条 件 (2) 成 立 : 


2 
Ea- 
对 于 任意 固定 的 zx, 我 们 令 
uo 二 也 ， Un = Qn COS720 十 bn sin ny. 
这 时 间 题 化 为 证 明 关 系 式 
ce sin? nh 
和 +h- (8) 


由 定理 的 假设 , wu 一 0, 这 就 是 说 对 于 任意 给 出 的 e > 0, 可 找到 这 样 的 数 N, 使 
得 当 n> N 时 , lun| < e. 现在 我 们 将 所 考虑 的 表示 式 写 成 两 个 表示 式 的 和 的 形状 : 


-人 + 三 及 s- {DD} 


n=N 


我 们 有 


oo 。 2 oo 。 2 
lss| < sinnh 记过 sinnh 记 
< < 
容易 证 明 <s 的 乘 数 以 与 h 无 关 的 数 为 界 . 例如 , 我 们 已 经 看 到 


h 2 
> 不 一 


[494,4)]. 因此 


152| < ze 


至 于 表示 式 51, 则 它 显然 随 着 h 趋 近 于 零 , 因而 当 h 充分 小 时 , 它 的 绝对 值 比 
e 小 . 由 此 最 后 得 到 断 语 (8). 


四 黎 曼 本 人 完全 没有 研究 过 级 数 的 广义 求 和 法 . 他 发 展 了 这 种 理论 是 为 了 解决 所 提出 的 问题 : 
求 出 可 展开 为 一 般 形 状 三 角 级 数 的 函数 的 整个 特征 . 在 这 里 , 我 们 不 可 能 叙述 黎 曼 的 这 些 研 究 . 


. 514 ， 第 二 十 章 健 里 叶 级 数 ( 续 ) [749] 


748. 关于 收 钱 级 数 的 系数 的 引 理 ”下面 所 证 明 的 命题 在 以 后 有 用 , 而 且 它 也 具 
有 独立 的 意义 . 
康 托 尔 (G.Cantor) 引 理 如果 三 角 级 数 (4) 


也 十 2 am COS MT + bm Sin mz 
至 少 关于 在 某 一 区 间 (d) = [a, 8] 上 的 值 z 收敛 , 则 当 mm 一 co 时 ,级 数 的 系数 ay, bm 
我 们 将 级 数 的 公 项 表示 成 下 列 形式 


am COS ME + bm sin mz = pm sin Mm(z 一 am)， 


其 中 pm = V 味 十 成 . 需要 证 明 pm 一 0. 
假定 不 是 这 样 . 则 关于 无 穷 多 个 值 m, 不 等 式 


pm 之 6 (9) 


成 立 , 其 中 5 是 某 一 个 正 的 常数 . 
我 们 用 归纳 法 作出 一 序列 彼此 套 着 的 区 间 {(d)} 与 一 序列 增加 的 值 {mn} (n = 
1, 2,….)， 使 得 关于 在 (da) 上 的 x 


|pm sinynn(zZ — om, )| > 5 (10) 
我 们 取得 满足 不 等 式 (9), 还 满足 不 等 式 
md > xo 


的 第 一 个 数 m 作为 mi. 当 z 在 区 间 (d) 上 变化 时 , 函数 sin mi (zx am) 至 少 取得 
值 二 1 一次; 而 这 时 根据 连续 性 , 也 可 找到 包含 在 (d) 中 的 区 间 (qdi), 使 得 在 其 中 一 
切 点 处 , 这 个 函数 的 绝对 值 > 3, 并 且 由 此 注意 条 件 (9), 就 得 到 关于 在 (d1) 上 的 z， 
lpm: sinmi(z 一 am)| > 3: 
如 果 已 经 确定 了 (dn_1) 与 mn-1, 则 与 刚才 完全 相仿 , 可 以 确定 数值 mn 并 且 
作出 包含 在 (dn_1) 中 的 区 间 (dn), 使 得 (10) 成 立 ， 同 时 在 这 里 也 容易 使 得 条 件 
mn > Mn—1 成 立 . 
我 们 现在 取 在 一 切 (d%) 中 的 点 zo( 这 样 的 点 虽说 只 一 个 , 但 永远 存在 ). 在 这 点 
处 , 不 等 式 (10) 对 于 一 切 n 成 立 , 而 且 由 于 不 能 满足 收敛 性 的 必要 条 件 , 级 数 (4) 当 
zx = zo 时 发 散 一 一 即 与 假设 矛盾 . 这 样 就 证 明了 引 理 . 
我们 用 a 表示 区 间 (gd) = [a,8] 的 长 . 


[749] §3， 范 数 的 三 角 展开 式 的 唯一 性 “515: 


749. 三 角 展 开 式 的 唯一 性 ”最 后 , 我 们 来 讲 本 阶段 所 要 研究 的 一 个 基本 问题 . 
如 果 函 数 f(z) 在 区 间 [-r,r] 上 可 展开 成 一 个 三 角 级 数 (4), 则 这 个 展开 式 是 不 是 叭 
一 的 呢 ? 如 我 们 已 经 提 到 [678], 用 欧 拉 - 傅 里 时 公式 作出 级 数 的 系数 表示 式 时 , 在 逻 
辑 上 没有 严密 的 根据 , 那么 现在 的 问题 就 更 有 理由 了 . 下 面 的 定理 对 这 问题 作 肯 定 
的 答复 . 

海 涅 (Heine)- 康 托 尔 定理 ”如果 两 个 三 角 级 数 


之 十 二 am COS MT + bm Sin mz (4) 
与 

+ DD om enume + nsinma (11) 
在 区 间 [x, 7] 的 一 切 点 处 (即使 可 能 除去 有 限 个 “未 知 点 ”Zz1, 22，,… ,zh 外 ) 收 化 于 


同一 和 式 f(z), 则 这 两 个 级 数 恒 等 , 也 就 是 说 
am 一 an (m=0,1,2,.……), bm= Bm (m=1,2,...). 


将 级 数 (4) 与 (11) 逐 项 相 减 , 则 要 证 明 的 定理 化 成 了 关于 零 的 三 角 展 开 式 的 唯 
一 性 的 定理 . 

如 果 三 角 级 数 (4) 在 区 间 [x,z] 上 (可 能 除去 有 限 个 “未 知 点 ”外 ) 收 化 于 零 ， 
则 它 的 一 切 系数 必须 是 零 


我 们 来 证 明 这 一 断 语 . 

根据 前 节 的 引 理 ,系数 am 与 bm 趋 近 于 零 : 由 此 特别 推 得 它们 全 体 有 界 . 

考虑 根据 假定 为 连续 的 黎 曼 函数 [参考 (6)]. 由 黎 曼 第 一 定理 [747], 除去 “未 知 
点 ”外 , 它 的 广义 二 阶 导数 RD(z) 处 处 等 于 零 . 而 根据 黎 曼 第 二 定理 [747],@ 甚至 
于 在 “未 知 点 ”处 , 削弱 了 的 条 件 (2) 成 立 , 于 是 应 用 广义 施 瓦 茨 定理 [746], 就 能 断 
定 函 数 F(x) 是 线性 的 ; 


CO 。 
2 > am COs mx + bm sin mz 


m2 


ao 
2 


二 cz 十 d. 
1 
重要 的 是 要 强调 : 这 个 等 式 确 乎 在 整个 实数 轴 上 成 立 , 因为 关于 区 间 [-x,7] 已 
讲 过 的 , 关于 任意 有 限 区 间 也 正确 . 将 求 得 的 等 式 换 写 成 下 列 形 式 : 


2 co 。 
Q02Z am COS MT 十 bm sin mz 
一 cZ 一 d 十 > 一 一 一 一 一 一 一 一 ， 
1 


4 m2 


外 在 这 里 应 用 它 , 就 是 因为 系数 om 与 bm 趋 近 于 零 


,516 . 第 二 十 章 傅 里 时 级 数 ( 续 ) [750] 


由 右 端 函数 的 周期 性 , 立刻 可 断定 ao = c = 0. 这 样 就 得 到 零 的 展开 式 如 下 : 


0= 2 sinmz 


但 这 是 一 个 一 致 收敛 的 级 数 ! 在 这 种 情形 下 [678], 它 的 系数 一 定 可 以 用 欧 拉 - 伟 
里 叶 公式 表示 出 来 , 于 是 我 们 得 到 所 需要 的 结论 : om = bm = 0. 


附注 我 们 也 可 用 下 面 的 方式 来 避免 引用 康 托 尔 引 理 . 


设 x 是 任意 一 个 异 于 “未 知 点 ”的 点 , 因此 对 于 这 个 值 >, 级 数 (4) 收敛, 而 它 
的 公 项 当然 趋 近 于 零 : 


am Cos mz 十 bm sin mz 一 0. (12) 


在 级 数 (4) 中 , 用 数值 x + 5 与 x -6 代替 zx, 并 且 环 项 相 加 , 就 得 到 展开 式 


ao 十 3 (am COs mz + bm sin mz) cos m6; 
m=1 
对 于 一 切 值 5, 只 可 能 有 有 限 个 例外 (如果 问 题 是 关于 6 的 任 一 有 限 变 化 区 间 ) ， 
个 展开 式 收敛 于 零 . 但 是 关于 这 个 带 变 量 5 的 三 角 级 数 ， 我 们 所 世道 它 的 和 站 
于 零 , 而 且 对 于 它 (完全 不 引用 康 托 尔 的 引 理 ! ) 可 以 应 用 上 面 所 叙述 的 推理 , 因此 
ao = 0, 并 且 


amcosmz 十 bm sinrz =0 (m=1,2,.…). (13) 


这 些 等 式 不 仅 关于 异 于 “未 知 点 ”的 点 x 成立, 而 且 由 于 余弦 与 正弦 函数 的 连续 性 ， 
它们 处 处 成 立 . 对 z 微分 , 我 们 还 得 到 等 式 


bm COS MT 一 am sin mz = 0; (14) 
最 后 , 从 (13) 与 (14) 推 得 om = bm = 0. 


750. 关于 傅 里 时 级 数 的 最 后 的 定理 ”总 之 , 如 果 在 区 间 [x,7] 上 的 函数 f(x) 
可 能 有 三 角 级 数 展开 式 , 则 只 有 一 种 展开 的 方法 .那么 这 个 唯一 的 方法 究竟 是 怎样 ? 
所 得 级 数 是 否 一 定 就 是 函数 f(z) 的 傅 里 叶 级 数 ? @ 

我 们 已 经 知道 有 些 不 能 展开 成 傅 里 叶 级 数 的 函数 一 一 即使 连续 一 一 [703] , 但 
是 直到 这 里 还 没有 解决 这 个 问题 : 这 种 函数 是 否 可 以 展开 成 一 种 三 角 级 数 ， 其 系数 
异 于 健 里 叶 系 数 . 


久 当 然 , 我 们 要 假定 函数 f(z) 绝 对 可 积分 ,因为 说 到 健 里 叶 级 数 , 在 这 里 永远 就 是 指 (如 同上 面 
一 样 ) 绝对 可 积分 函数 的 储 里 叶 级 数 . 


[750] 83， 函 数 的 三 角 展 开 式 的 唯一 性 “517. 


男 一 方面 , 我 们 容易 作出 处 处 收敛 (因此 唯一 确定 一 函数 ) 但 同时 显然 不 是 傅 里 
叶 级 数 的 三 角 级 数 ,那么 所 有 上 述 问题 就 更 加 自然 了 . 例如 , 级 数 


oo ， 
SIN NT 


pe lInn 


就 是 这 样 . 这 个 级 数 在 不 含 形 如 2kx(k = 0, 土 1, 土 2,…) 的 点 的 任 一 闭 区 间 上 其 至 一 
致 收敛 [430], 因而 确定 一 连续 函数 ; 而 在 形 如 2kx 的 点 处 , 它 也 显然 收敛 于 零 . 但 同 
时 这 个 级 数 一 般 不 是 傅 里 叶 级 数 , 因为 在 这 里 , 第 731 日 末尾 [参考 在 那里 的 附注 ] 
所 推出 的 傅 里 叶 级 数 的 必要 条 件 不 成 立 : 因为 级 数 沁 -发 散 ! 367,6)] 

在 本 目的 定理 与 下 目的 推广 中 , 我 们 提出 的 问题 得 到 了 最 后 的 解答 . 

我 们 先 讲 勒 贝 格 (H.Lebesgue) 所 作 的 说 明 : 


引 理 如 果 在 区 间 [ao 中 上 的 连续 函数 (x) 在 这 个 区 间 内 处 处 有 广义 二 阶 导 
数 FL](x) 包含 在 两 个 界 m 与 M 之 间 : 


m<& Flrx)< M, 


则 任意 的 形 如 全) 的 比值 也 包含 在 同样 的 两 个 界 之 间 ， 当 然 在 这 里 要 假定 区 
间 [zo 一 2h, xo 十 2h] 完全 在 [a,0| 上 . 
我 们 考虑 函数 
人 一 2 A2 
p(x) = f(x0) + (2— zo) Sf too) + = 20) 2 人 
它 是 一 个 整 二 次 多 项 式 . 直接 可 证 实 : 在 三 点 四 2h,zo,zo + 2h, 它 与 f(z) 取 相 同 
的 值 , 因此 在 这 三 点 , 差 数 


了 


Mz) = f(z) ~ 27) 
是 零 . 函数 A(z) 在 区 间 [zo - 2h,zo + 2 加 上 连续 , 并 且 在 它 的 内 部 有 广义 二 阶 导数 : 
, , A2 
XAT) = Jo - Saf Go 
(多 项 式 y 的 广义 二 阶 导数 就 等 于 通常 的 二 阶 导 数 ). 和 (7x) 在 区 间 [xo 一 2h, zo 二 2 月 内 的 
两 点 zi 与 za 处 达到 最 大 值 与 最 小 值 . 容易 证 明 : 在 这 两 点 处 我 们 分 别 有 A{ 1(z1) < 
0, [1(x2) > 0[ 参 考 第 509 页 上 的 推理 ] , 从 而 


7 人 A2 i 
fN(e) < NE < p22), 


这 就 证 明了 上 述 断 语 . 
中 即 令 这 两 值 中 有 一 个 是 零 , 函数 也 在 区 间 内 的 一 点 zo 处 达到 它 . 


. 518 ， 第 二 十 章 傅 里 时 级 数 ( 续 ) [751] 


最 后 , 我 们 现在 可 证 明 下 面 的 著名 的 定理 : 
杜 . 布 瓦 - 雷 蒙 (P.du Bois Reymond) 定 理 ”如果 区 间 [-r,zrl 上 的 有 界 可 积 (在 
常 义 下 ) 函数 f(z) 可 以 在 这 个 区 间 上 展开 成 三 角 级 数 : 


Oo0 
f(z) = 之 十 > an COSNT + bn sin nzx, (15) 


nn 二 1 
则 这 级 数 必须 是 它 的 傅 里 叶 级 数 . 
首先 , 从 级 数 的 收敛 性 可 推 得 系数 an,5b, 有 界 [第 748 目 引 理 ]. 引用 黎 曼 函数 


F(z), 我 们 得 到 表示 式 人 2 的 三 角 级 数 展开 式 (7): 
人 人 - = 2 + De cosnz + bn sin nz) ( sn mh) ; 


这 个 展开 式 ( 当 h 为 常数 时 ) 关于 x 一 致 收 合 , 因为 它 是 以 形 如 Lj? 二 1 的 级 数 为 
强 函 数 . 在 这 种 情形 下 [678], 级 数 的 系数 必须 是 它 的 和 的 传 里 叶 系数 


1 nr ArF(z) 
00 一 元 Jr 47 dz, 
sinnh\? 1 wx A2F(zx) 
二 二 Oh 一 12...)， 
an ( 7 ) 元 三 r COs ng 人 7 dzx, (n= 1,2,.…:) (16) 


innh\? 1 .x . A2F 
bn, (: 7 ) = /x sinne Sh ds 

我 们 注意 : 如 果 将 函数 f(z) 周期 延 拓 到 整个 实数 轴 上 , 则 可 设 展开 式 (15) 在 区 
间 [x,7#] 外 也 成 立 . 因此 , 根据 歼 曼 第 一 定理 [747], 关于 一 切 值 x, 我 们 有 


» 


Fl(z) = f(z). 
由 于 函数 f(z) 有 界 
|f(z)| < K, 
根据 前 面 的 引 理 , 关于 一 切 值 x 与 h, 同时 也 有 
A? F(z) 
一 <K. (17) 


现在 我 们 在 等 式 (16) 中 取得 当 h 一 0 时 的 极限 , 而 且 根据 阿尔 采 拉 定 理 [526]， 
在 这 些 等 式 的 左 端 可 在 积分 号 下 取 极 限 . 于 是 我 们 得 到 


ao = 1 f° f(z)dr, on = 1 [f(x) cosnzdz, 
7 ™ 1,2,.…), (18) 
b, = 六 Hz)sinnzadz， 


这 就 是 所 需要 证 明 的 . 


[751] 83. 函数 的 三 角 展 开 式 的 唯一 性 “ 519. 


751. 推广 ”现在 我 们 不 假定 函数 f(z) 有 界 , 而 且 甚 至 于 假设 展开 式 (15) 在 有 
限 个 点 处 不 成 立 . 在 这 些 削弱 了 的 条 件 下 , 下 面 的 定理 成 立 : 

广义 杜 . 布 瓦 - 雷 蒙 定理 ”如果 在 区 间 [-m 如 上 的 绝对 可 积 函 数 f(x) 在 这 区 
间 上 , 只 除去 有 限 个 点 处 外 , 可 展开 成 三 角 级 数 (15), 则 这 个 级 数 必须 是 f(z) 的 傅 
里 叶 级 数 . 四 

我 们 首先 将 函数 f(x) 周期 延 拓 到 整个 实数 轴 上 . @ 但 考虑 函数 


CQ0 


p(z) = f(z) -多 


来 代替 f(z) 比较 方便 . 在 任意 的 有 限 区 间 上 (可 能 除去 有 限 个 点 ), 没有 常数 项 的 展 
开 式 成 立 : 


oo0 
of(zZ) = > an COSNZ 十 bn sinnz. 


nn 二 1 
我 们 要 证 明 : 第 一 ， ， 
/ yp(z)dr = 0; 
其 次 , 关于 n = 1,2,… 
an 一 二 of(Z)cosnzdrz， bn = = 三 ofz) sin nrdz; (19) 


由 此 就 能 得 到 所 需要 的 关系 式 (18). 
在 这 里 , 由 于 系数 有 界 [根据 第 748 目的 引 理 ], 所 以 我 们 也 能 引用 黎 曼 函数 


Co 


bp si 
D(z) -》、 an COSNT 十 On SINNT 


2 
n=1 史 


(在 这 次 , 它 是 周期 函数 , 并 且 有 周期 2x). 
我 们 取 区 间 [a, A 人, 它 既 不 含 上 面 所 提 到 的 例外 点 , 也 不 含 函数 o(z) 的 奇异 点 ; 
显然 , 对 于 某 一 个 充分 小 的 5, 区 间 [a -56,8+ 引 也 是 如 此 . 由 于 函数 p 有 界 , 如 同 


上 面 - 样 ,我 们 能 断定 : 当 a < z < B < 6 时 , 表示 式 人 29) 有 界 . 而 且 


、 AgE(z) 
Ti 2 


根据 阿尔 采 拉 定理 [526], 对 于 [a, 8] 上 任意 的 y, 我 们 有 


Y A? B(x) 2 
; h 
ms/ 482 az = / p(x)dz. 


@ 这 个 推广 是 瓦 雷 - 布 获 (Ch.J.de la Vallée Poussin) 得 到 的 . 
多 如 果 函 数 f(z) 不 满足 条 件 : f(-r) = fm, 则 为 了 使 得 这 个 条 件 成 立 , 预先 必须 改变 函数 在 区 
间 [x,7] 的 一 个 端点 的 值 , 壁 如 说 , 就 可 改变 在 展开 式 (15) 不 成 立 处 的 值 . 


如 果 令 ， 
sy) = 人 sd 
则 前 一 关系 式 能 表示 为 下 列 形式 : 


， [ Aid1(y) Sa | - " 
Em { 412 Ah? -人 Plt) 


因为 当 a < y < PB,h < 6 时 , 在 大 括号 中 的 表示 式 有 界 , 所 以 再 应 用 阿尔 采 拉 定 
理 , 就 得 到 


Tr ZI y 
mm (=f wf pt)dt (lag<z <&B). 
其 次 , 令 
82(0) = { bila, 
我 们 能 够 将 所 得 到 的 关系 式 写成 : 


. A?zGa(z) A?B2(a) So) } 7 y 
jm {a Ah 他 00 一 1 加 / wf/ oD dt. 


但 是 显然 B82(z) 有 通常 的 二 阶 导数 B(xz), 因此 


2 2 
lm Se) ~ Bo), jim MA ~ Bo) 

如 果 用 YY 表示 (显然 存在 的 ) 极限 

lim hi(0) 

h—0 4h2 ’ 
则 最 后 得 到 ， 

w/ p(t)dt = B(7) — Bla) — yz — a). 
现在 容易 看 到 逐次 积分 


[ dy 人 plt)at 


( 当 -x < x <7 时 ) 与 前 面 的 逐次 积分 相差 一 个 线性 函数 . 因此 函数 
T(z) = @(z) — [ gy [ 此 (20) 


在 每 个 形 如 [a, 6] 的 区 间 上 是 线性 的 . 这 就 是 说 , 在 每 个 既 不 是 函数 y 的 奇异 点 , 又 
不 是 例外 点 [在 这 种 点 , 展开 式 (15) 不 成 立 ] 的 点 > 处 , 就 有 


更 [ ](z) = 0. 
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另 一 方面 , 无 例外 地 在 一 切 点 z 处 ,(2) 型 的 条 件 成 立 : 表示 式 
A2 A2 Zz 二 2h y Zz—2h y 
人 w) voat+s | | vO 


当 h 一 0 时 趋 近 于 零 . 实际 上 , 从 黎 曼 第 二 定理 [并 根据 第 748 目的 引 理 ] 可 推 得 右 
端的 第 一 项 趋 近 于 零 , 又 根据 关于 对 积分 的 变 上 限 求 导数 的 定理 [305,12°], 可 知 另 
外 两 项 的 和 也 是 这 样 . 

在 这 种 情形 下 , 根据 广义 施 瓦 茨 定理 [746], 在 任意 的 有 限 区 间 上 , 从 而 在 一 切 
一 般 的 值 z 处 , 我 们 有 : 

V(rz)= cr+d. (21) 
现在 设 
p(T) ~ 也 十 > an COSNT 十 Pn sin mi; 


将 它 逐 项 积分 两 次 [731], 就 得 到 
[ dy 人 ed0 必 二 co > an COS NZ 十 bn sin nz (22) 
1 


n2 


比较 (20),(21) 及 人 9 展开 式 


(an — an) cosnz + (Bn — bn)sinnz 
n2 


» 


它 无 例外 地 关于 一 切实 值 x 成 立 
因为 右 端 是 x 的 连续 周期 函数 ,而 且 也 就 是 有 界 函数 , 所 以 必 有 e = 0, 并 且 也 
有 n 
Qo = :/ p(xz)dr = 0. 


现在 可 以 看 到 : 级 数 | 
nn an) + (Bn ~ bn) sin 
_d+ > (a cosnz 二 (6 ) sinnz 
处 处 收敛 于 零 , 并 且 是 一 致 收敛 的 . 于 是 推 得 [678 或 749] 它 的 一 切 系 数 都 是 零 , 因 
而 条 件 (19) 成 立 : 


1 nT 
an 三 Qn 二 二 / P(X) cosnzdz, 
—7 


bn = Pn = ;/ ofz) sinmzdz， 


这 样 证 明 就 完成 了 . 
由 此 可 见 : 对 于 以 上 所 讲述 的 函数 的 三 角 展 开 式 , 我 们 奠定 了 它 的 整个 理论 基 
础 , 而 且 表 明了 特别 注意 到 传 里 叶 级 数 是 有 理由 的 . 
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752. 在 分 析 中 所 遇 到 的 极限 的 各 种 类 型 ”极限 的 观念 贯穿 着 整个 分 析 课 程 . 但 
在 课程 的 各 部 分 中 所 采取 的 形式 却 过 平 不 同 . 

我 们 起 初 是 研究 最 简单 的 情形 通过 可 数 数列 的 整 序 变量 极限 [22,23]; 在 
这 情形 下 详尽 地 发 展 了 极限 论 ( 第 一 章 ). 

然后 极限 概念 被 推广 到 单 变 量 或 多 变量 函数 极限 的 情形 [52,165].@ 极限 的 过 
程 变 复杂 了 , 但 在 大 体 上 保持 了 固有 的 特性 . 

在 积分 学 中 , 我 们 研究 了 歼 曼 与 达 布 积分 和 的 极限 [295,296,301]. 在 这 里 , 极限 
过 程 与 所 给 的 区 间 分 割 发 生 了 联系 , 和 以 前 的 研究 相 比 较 , 显 出 了 很 大 的 独特 之 处 . 

在 第 十 章 弧 长 [内 接 折线 长 的 极限 ,330] 及 平面 图 形 面 积 [内 含 的 与 外 包 的 诸 矩 
形 面 积 的 极限 ,336] 等 概念 的 定义 中 , 我 们 所 磁 到 的 极限 , 在 一 定 程度 上 , 与 积分 和 
这 一 类 型 的 极限 相近 ， 

最 后 , 在 第 三 卷 中 读者 还 将 面临 其 他 极限 的 建立 , 这 些 极限 系 由 另外 的 一 些 (不 
同 于 上 述 的 ) 极限 过 程 结 果 中 得 到 的 . 

所 有 提 到 的 极限 的 各 个 类 型 , 在 原则 上 , 可 以 简化 成 整 序 变 量 的 极限 .我 们 在 全 
部 叙述 范畴 内 特别 强调 了 这 一 概念 , 起 初 是 详细 说 明 [53,166,295], 后 来 就 只 限于 提 
示 一 下 极限 定义 以 “ 整 序 变量 说 法 ”解释 的 可 能 性 . 不 待 说 , 复杂 的 极限 过 程 化 为 简 
单 的 整 序 变量 极限 , 其 本 身 就 是 有 好 处 的 . 而 在 另 一 方面 , 即 不 必 每 次 重新 建立 极限 
理论 的 初等 定理 , 它 @ 对 我 们 也 是 重要 的 . 

虽然 所 有 我 们 遇 到 的 各 种 极限 可 用 类 似 的 方法 归结 为 整 序 变量 极限 , 然而 须要 


中 极限 的 定义 我 们 总 是 指 “e -- 6 说 法 "， 
@ 译 者 注 : 指 各 种 极限 类 型 可 简化 为 整 序 变量 极限 这 一 事实 
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择 定 这 一 变量 , 并 从 这 变量 的 值 的 集合 中 选 出 特别 的 一 个 数 序列 来 ,无 疑 是 含有 技 
巧 成 分 的 . 所 以 毕竟 不 能 由 此 做 出 极限 的 一 般 定 义 来 . 

现在 这 附录 的 整个 一 章 就 是 为 了 要 建立 极限 的 一 般 观点 ,包罗 所 有 在 分 析 中 过 
到 的 各 种 极限 作为 一 些 个 别 情形 ,并 在 这 基础 上 做 出 广义 极限 论 的 概略 . 

以 下 所 讲 的 观念 起 初 系 由 沙 杜 诺 夫 斯 基 提出 , 其 后 是 称 尔 (E.H.Moore) 与 司 密 
斯 (H.L.Smith).( 然 而 必须 指明 , 我 们 所 用 的 问题 叙述 方式 决 不 是 唯一 可 能 的 方式 .) 


753. 有 序 集合 (狭义 的 ) ”从 以 前 研究 过 的 有 极限 的 变量 的 范例 , 引出 了 下 面 
的 思考 : 为 了 讲 变量 的 极限 时 总 有 意义 , 变量 的 变化 域 就 不 能 是 “ 漫 无 组 织 的 ”, 而 应 
由 确定 的 法 则 规定 成 定向 的 或 有 序 的 . 关于 这 一 点 , 我 们 首先 建立 有 序 集合 的 一 般 
基本 概念 . 

设 有 集合 P = {P}, 由 任意 性 质 的 元 素 P 所 组 成 . 假设 对 于 确定 的 两 个 不 同 元 
素 已 已 , 认定 其 中 的 一 个 (例如 已) 在 另 一 个 (P) 的 后 面 , 记 成 P' > 已 , 就 说 对 于 
元 素 对 P,P', 建立 起 了 序 . 对 于 PP 中 所 有 可 能 的 每 对 不 同 元 素 , 或 仅 对 于 其 中 某 些 
对 , 建立 序 的 法 则 皆 恒 需 合 乎 下 面 两 个 要 求 : 

D 假设 万 > 了 书 , 则 不 能 同时 忆 万 . 

ID 假设 五 > 已 , 并 且 有 严 > 态 ,, 则 必须 态 > 咏 ( 即 “后 于 ”关系 具有 传递 性 
质 ). 

假设 根据 某 项 法 则 , 对 于 所 有 从 PP 中 取出 的 每 对 不 同 元 素 , 建立 起 了 合 平 要 求 
L II 的 序 , 则 集合 PP 称 为 有 序 的 19) (或 者 更 精确 些 说 , 狭义 的 有 序 集合 , 而 非 广义 的 
有 序 集合 , 至 于 广义 有 序 集合 将 于 下 一 目 中 来 研究 )， 

下 面 是 有 序 集合 的 例子 : 

1) 任意 的 实数 集合 {zx}, 假若 依 增 序 ( 当 x > xz 时 x> xz) 或 依 减 序 ( 当 x/ < zx 
时 z' > z) 排列 这 些 数 , 则 自然 而 然 成 为 有 序 的 了 . 

这 个 例子 可 以 用 几何 的 形式 表示 : 在 水 平 的 直线 上 任 一 点 集 , 若 认 为 两 点 里 舍 
右边 的 (或 者 是 靠 左 边 的 ) 一 个 是 后 面 的 , 则 被 排 为 有 序 的 了 . 

2) 现在 我 们 来 研究 由 二 维 (数学 的 ) 空间 中 一 些 点 M(x,y) 所 组 成 的 任意 集合 
A = {M(x,y)}. 这 个 集合 可 以 排 成 有 序 的 , 比如 说 , 用 下 列 的 办 法 : 


M'(z',y) > M(z,9), 假若 x>z, 或 z= y>y. 


在 所 有 这 些 情形 容易 验证 符合 要 求 I,II. 

为 了 在 研究 变量 极限 时 便于 利用 所 引进 的 概念 , 我 们 将 附带 地 假定 在 所 研究 的 
集合 忆 中 没有 “最 后 的 ”元 素 ( 即 在 所 有 其 余 的 元 素 之 后 ). 这 样 一 来 , 无 论 从 PP 中 
取出 什么 样 的 元 素 已 , 永远 可 以 找到 元 素 已 , 使 已 在 己 之 后 : P'> PP. 

@ 从 这 个 简单 例子 以 后 , 将 习惯 于 用 符号 > 表示 “后 于 ”关系 , 犹如 用 符号 >(“ 大 于 ”一 样 ). 


119) 术 语 线性 有 序 集 同样 通用 . 
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754. 有 序 集合 (广义 的 ) 我 们 将 于 下 文 见 到 , 对 所 研究 的 集合 PP 中 每 一 对 元 
素 皆 建立 起 序 的 假定 , 时 常 须 得 放弃 , 而 只 在 某 些 对 元 素 上 建立 了 序 (符合 要 求 TI, IT)， 
也 就 可 以 满意 了 . 然而 在 这 种 情形 下 , 我 们 还 将 要 求 成 立 这 样 的 条 件 : 
IID 对 于 集合 PP 的 每 两 个 元 素 PP', 在 此 集合 中 可 以 找 出 元 素 P”, 在 它们 两 
个 的 后 面 : 
PpP”~P PP 了 


(对 于 元 素 P 及 已, 无 论 序 是 否 已 经 建立 起 来 , 在 此 条 件 下 是 一 律 的 .)720) 

这 个 条 件 已 使 里 不 可 能 存在 最 后 的 元 素 了 . 

易 见 , 每 个 狭义 有 序 集合 , 只 要 它 没 有 最 后 元 素 , 则 必 满 足 条 件 IIL 实际 上 , PP 
与 P' 无 论 是 PP 中 什么 元 素 , 此 时 它们 的 序 缘 已 建立 了 ; 比如 说 , 设 P' > P. 因为 
P' 不 是 最 后 的 元 素 , 于 是 在 P 中 可 找到 元 素 P” > P'; 根据 > 关系 的 传递 性 , 立 得 
P” > 也 这 就 是 要 证 的 . 

假 令 符合 于 所 有 三 个 条 件 L IL III 的 序 , 虽 仅 建立 在 集合 PP 的 某 些 对 元 素 上 , 我 
们 也 将 称 集合 P 为 有 序 的 (广义 的 ).@ 

现在 我 们 引 这 样 的 集合 的 例子 : 

3) 我 们 来 研究 以 a 为 聚 点 [52] 的 实数 z 的 集合 +; 设 a 自身 不 属于 Xt. 

我 们 假设 

2 > Xx， 如果 |x’ 一 a| < |z 一 al， 

于 是 值 较 近 于 a 者 便 是 后 面 的 . 

条 件 LI 显然 成 立 . 假如 4 中 没有 两 个 值 , 与 a 等 距 而 位 于 a 的 不 同 侧 , 则 集 
合 4 将 是 狭义 有 序 的 . 假如 有 这 样 一 对 值 , 则 对 于 它们 , 用 我 们 的 法 则 显然 建立 不 
起 序 来 . 

现在 我 们 来 验证 条 件 II. 从 4 中 取出 任意 数 > 和 zx. 因为 x 和 x’ 都 不 是 a， 
而 a 对 于 w 说 是 聚 点 , 所 以 在 中 一 定 可 以 找到 这 样 的 z%, 比 z 和 x’ 离 a 更 近 ; 
于 是 zx”>z 并 且 z > x. 

这 样 一 来 , 集合 + 在 任何 情形 下 , 是 广义 有 序 的 . 

4) 命 二 是 以 co 为 聚 点 的 数 集合 . 用 下 面 的 条 件 : 


x’ > xX， 如 果 |z4 > |z|， 


4 可 以 排 成 有 序 的 . 

所 有 的 条 件 LILII 尽 皆 成 立 . 如 果 中 没有 一 对 仪 在 符号 上 不 同 的 值 x, 则 
集合 将 是 狭义 有 序 的 . 如 果 有 这 样 一 对 值 , 则 对 于 它们 , 次 序 不 曾 建 立 起 来 , 于 是 只 
可 说 是 广义 有 序 的 . 

@ 也 说 是 “部 分 有 序 的 ” 、“ 半 有 序 的 ”或 “ 非 全 部 有 序 的 ”集合 . 


120) 配 置 了 满足 条 件 II 的 次 序 的 集合 PP 常常 称 为 有 向 集 . 
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5) 今 取 以 Mo(a,b) 为 聚 点 [163] 的 二 维 空间 任意 点 集合 M = {M(x,y)}. 并 假 
定 坐标 a 与 5 皆 是 有 限 的 ; 设 点 Mo 不 属于 集合 M. 

我 们 规定 : 

Mo 0 ) > M(z,Y), 
假如 
max(|2 — al, ly’ —b|) < max(lz — al, ly — 

和 3) 一 样 , 所 有 条 件 LI,III 此 处 皆 成 立 . 例如 我 们 来 验证 条 件 III. 设 在 At 中 给 
定 两 点 M(z,g 与 M‘(z',y); 因为 它们 皆 非 Mo, 于 是 


o=max(|lzx~al,ly—6b|)>0 
并 且 
co“ = max(lz 一 dl, 一 如 > 0. 
命 5 为 二 数 中 较 小 者 ; 由 于 Mo 对 于 M 说 是 聚 点 , 故 可 在 M 中 找到 这 样 的 点 
M” (zx, )， 使 bad al < 并 且 | o| 一 6. 于 是 
MI > M， 并 且 MI > 16/. 


这 就 是 要 证 的 . 这 样 , 由 于 所 规定 的 法 则 , 集合 M 确实 被 排 成 有 序 的 (广义 的 ) 了 . 
假若 点 Mo 的 坐标 中 任 一 个 , 比如 说 a, 等 于 oo. 则 可 修正 我 们 的 法 则 , 例如 把 
Iz 一 al 换 成 画 等 等 . 


6) 我 们 还 举 刚 才 讲 的 集合 M 的 另 一 排列 序 的 方法 作为 例子 (a 与 b 算 作 是 有 


限 的 ). 
可 以 这 样 规定 : 

M’(x',y) > M(x,Y), 

假如 
lz —al+ly —b| <|z—al+ly—d), 

或 者 这 样 : 

ZU) > M(z,Yy), 
假如 


(Z —a)?2+(y —0? < V(r— a+(y— 2. 
建议 读者 验证 一 下 , 在 两 种 情形 下 条 件 LILIII 丝 适 合 . 
7) 命 M 为 “ 整 点 (m,n) 的 集合 (此 处 m,n 是 自然 数 ), 具有 聚 点 (二 co, 十 oo0). 
和 5) 相 类 似 , 可 依照 下 列 法 则 : 


(mn) > (m,n), 如 果 min(m’,n) > min(m,n), 
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将 此 集合 排列 成 有 序 的 . 或 者 更 简单 一 些 , 按照 这 样 的 排列 规律 : 
(mm m,n), 如果 m’>m 并 n>n. 


此 处 条 件 LI II 亦 缘 适合 . 
8) 现在 我 们 从 另外 的 范畴 中 取 例 子 . 设 由 割 点 


Qa= Xo <TX1<<Ti<Til<'*<Tn=b. 


将 给 定 的 区 间 [a, 分 为 有 限 部 分 , 令 所 有 可 能 的 这 样 的 分 割 R 便 是 所 研究 的 集合 
尺 的 元 素 . 

车 以 入 表示 这 些 子 区 间 长 度 中 的 最 大 的 , 于 是 就 很 自然 地 可 将 各 种 分 割 R 依 照 
和 的 减 序 排列 ; 对 应 着 较 小 的 和 的 分 割 算是 后 面 的 . 

条 件 LII 的 适合 是 显然 的 .条件 III 也 不 难 验证 : 对 应 着 值 和 与 的 两 个 分 
割 , 不 论 是 什么 样 的 , 总 是 能 够 做 出 一 个 分 成 更 小 子 区 间 的 分 割 来 , 这 分 割 对 应 了 一 
个 比 入 和 X 都 小 的 数 入. 

这 样 一 来 , 集合 也 成 为 有 序 的 了 , 然而 仅 只 是 广义 的 : 对 于 具有 同一 和 的 两 个 
不 同 的 分 割 , 序 不 曾 建立 起 来 . 

9) 对 于 刚才 研究 的 集合 及 = {R}, 可 以 用 另外 的 法 则 来 建立 序 : 分 割 R' 算是 在 
分 割 R 的 后 面 , 假若 RR 是 用 往 R 的 割 点 中 加 和 新 割 点 的 办 法 , 由 尺 得 到 的 . 由 此 
得 到 的 也 只 是 在 广义 下 的 有 序 : 例如 , 对 于 具有 完全 不 同 的 割 点 的 两 个 分 割 , 序 并 未 
建立 起 来 . 


755. 有 序 变量 及 其 极限 “现在 我 们 来 研究 变化 域 为 世 的 变量 z. 可 以 设想 这 
个 区 域 t+ 是 直接 地 排 成 有 序 的 了 (狭义 的 或 广义 的 ), 或 者 更 一 般 的 设想 
4 的 值 x 与 某 一 有 序 集 合 = {P}( 由 任意 性 质 的 元 素 所 组 成 的 ) 的 元 素 已 有 一 单 
值 对 应 . 此 时 变量 z 也 称 为 有 序 的 . 

仿照 PP 来 排列 z = zp 的 值 的 集合 , 就 是 认 作 


zp' > XP, 如果 P' > P( 在 PP 里 ). 
这 是 一 般 形式 下 的 仿造 , 这 种 仿造 我 们 已 经 对 整 序 变 量 z。 做 过 了 , 即 是 把 它 的 值 与 
自然 序数 一 一 号码” 对 应 起 来 , 并 依照 它们 的 增 序 而 排列 : 
zm > zn 如果 n>n. 


若 能 判别 集合 P 的 元 素 P, 我 们 便 可 以 根据 这 些 “ 附 标 "P 来 判别 我 们 的 变量 
的 值 > = zp. 在 这 些 情形 中 , 我 们 承认 (和 在 整 序 变量 情形 中 一 样 ) 可 能 有 相等 的 值 
具 不 同 的 附 标 .1222) 

中 译 者 注 : 指 判 别 序 的 先后 . 


120 这 样 一 来 ,被 排序 的 不 是 变量 的 值 , 而 是 变量 的 附 标 . 当 一 个 变量 不 止 一 次 取 同 一 个 值 时 ,这 一 
保留 声明 是 很 重要 的 . 
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特别 着 重 指出 , 即 讲 到 有 序 变量 时 , 我 们 实际 上 并 不 把 它 与 它 的 值 在 空间 或 时 间 
中 的 位 置 等 任何 概念 相 混 . 较 后 的 值 不 见得 比较 前 的 值 占 “更 远 的 位 置 ?; 变量 取 较 
后 的 值 也 不 见得 就 比 取 较 前 的 值 “ 更 迟 ” 等 等 . 但 若 通常 准许 用 “从 某 个 地 方 开始 ” 
或 “从 某 个 变化 瞬间 开始 ”之 类 的 表示 法 , 则 此 也 无 非 是 为 了 言语 上 的 形象 化 而 已 . 

有 序 变 量 z = zp 的 极限 (或 者 有 时 说 有 序 集合 {zp} 的 极限 ) 的 定义 与 整 序 变 
量 (或 序列 ) 的 极限 的 定义 完全 类 似 : 

变量 x = xp 有 有 限 极 限 a, 假若 对 每 个 数 = > 0, 可 以 从 刀 里 找 出 这 样 的 附 标 
已 ,使 得 对 于 所 有 的 已 > 已 其 对 应 的 值 x 二 zp 满足 不 等 式 


lz 一 ol=|zp 一 al<e， 


在 第 23 目 里 的 定义 中 , 已 显然 就 是 Ne: 事实 上 , 关系 m > Na 与 不 等 式 n > N; 
是 等 价 的 . 

完全 照样 , 给 出 无 穷 极 限 的 定义 : 

变量 z = xp 有 极限 co, 假若 对 每 个 数 思 > 0, 可 以 从 刀 里 找 出 这 样 的 附 标 Ps， 
使 得 只 要 > PP, 就 有 |zl=|zp| > 已 . 

关于 有 确定 符号 的 无 穷 , foo 或 -oo, 不 难 将 以 上 定义 加 以 修正 . 

此 时 , 和 通常 一 样 , 写成 : 


limz = a(00,+00, 一 00) 或 z 一 a(oo,+oo, 一 oo)， 
我 们 且 来 看 一 些 实例 . 


756. 例题 我 们 从 变量 x 的 变化 域 + 是 直接 排 成 有 序 的 例子 开始 . 

1) 命 二 = {z} 是 有 聚 点 a 的 任意 实数 集合 , 依照 lz - a| 的 减 序 排列 [参看 第 
754 自 例 3)] . 显然 , 对 应 的 变量 x 有 极限 a: 不 论 怎样 取 s > 0 总 可 以 在 里 找 出 
异 于 a 的 ze , 使 得 只 要 |ze-a|l < e, 则 对 于 z > ze 必 有 |z - al < e. 

相似 的 , 如 果 4 = {xz} 具有 聚 点 oo, 并 依照 |z| 的 增 序 把 这 集合 排 成 有 序 的 [ 参 
阅 第 754 目 例 4)], 则 z 一 co. 

然而 比较 常 碰 到 的 情形 是 : 把 变量 的 值 与 附 标 P( 在 某 一 有 序 集合 PP 中 ) 做 成 
对 应 . 下 面 所 引入 的 这 一 类 的 例子 具有 特殊 的 重要 性 : 它们 示 明 在 本 课程 内 所 研究 
的 各 个 极限 类 型 , 实际 上 , 可 被 认 作 以 上 所 讲 的 一 般 性 定义 的 特殊 表现 . 

2) 我 们 来 研究 函数 极限 [第 52 目 ] 


lim f(z) = 4 (1) 


的 概念 . 为 了 简单 起 见 , 限于 有 限 的 a 与 4 的 情形 . 
设 函 数 f(z) 被 确定 在 具有 聚 点 a 的 区 域 + = {x} 内 ; 值 a 自己 不 在 之 内 ， 
或 者 至 少 在 极限 (1) 的 定义 之 下 不 认为 在 + 之 内 . 这 个 函数 便 是 此 处 要 讨论 其 极限 
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的 变量 , 而 z 就 作为 附 标 P. 我 们 将 z 一 a 的 意义 了 解 成 这 样 , 即 : z 的 变化 域 盛 系 
依 |z 一 a| 的 减 序 而 排列 的 [第 754 目 ,3)]. 于 是 函数 值 的 集合 {f(z)} 也 依照 相应 的 
样式 排出 次 序 来 了 , 因 之 等 式 (1) 一 一 按照 一 般 性 定义 一 -一 得 到 了 确切 的 意义 . 这 
就 是 说 : 对 于 给 定 的 s > 0, 总 可 以 从 中 找 出 这 样 的 值 ze, 使 得 对 于 x > zc, 即 是 
只 要 jz -al < |zxs 一 al, 不 等 式 


|f(x)— Al<e (2) 
成 立 . 
设 lze -al = 5 以 上 条 件 可 以 改写 成 : |z -a| < 6. 反之 , 如 果 lz 一 al < 6 时 不 等 
式 (2) 成 立 , 则 在 条 件 jze 一 a| < 6 之 下 取 定 ze 以 后 , 可 以 断言 , 对 于 x > ze(2) 成 
立 . 这 样 一 来 , 新 的 函数 极限 定义 和 以 前 的 [第 52 目 ] 是 等 价 的 . 
3) 二 元 函数 的 极限 


Mi FM) = lim f(x,y)= 4 (3) 
y—b 
的 定义 可 以 完全 类 似 地 用 有 序 变 量 的 术语 表 出 . 

设 函 数 f(M) = f(z,y) 确定 于 具有 聚 点 Mo(a,b) 的 区 域 M = {M(x,y)} 之 中 | 
Mo(a,b) 本 身 在 等 式 (3) 的 定义 之 下 不 算 进 去 . M 中 的 点 M(z,g) 作为 附 标 . 按照 在 
第 754 目 5) 中 所 做 的 那样 , 将 集合 M 排列 出 序 来 ( 即 是 按照 这 种 意义 来 了 解 M 一 
MM 或 z 一 0wy 一 中 其 后 我 们 又 照样 地 排列 函数 值 的 集合 122{j(aM)} = {f(x,y)} 
成 为 有 序 的 , 于 是 按照 有 序 变量 极限 的 一 般 性 定义 , 等 式 (3) 有 了 意义 . 

并 且 在 这 里 可 以 立即 看 出 , 等 式 (3) 的 新 的 了 解法 和 以 前 的 [第 165 目 ] 是 等 
价 的 . 
假如 不 用 第 754 目 5) 中 所 指出 的 M = {M (x,y)} 的 排列 法 则 , 而 以 第 754 目 
6) 中 所 引入 的 法 则 作 基 础 , 则 极限 的 定义 在 实际 上 还 是 一 样 的 . 

4) 对 于 依赖 于 两 个 正 整数 下 标的 变量 x nw, 极限 

由 DZmmn = 有 4 
的 概念 建筑 在 以 下 的 数 对 (m,n) 排列 法 则 上 : 


(mn > m,n)， 若 min(m’,n’) > min(m,n) 


[参看 第 754 目 7)]. 这 与 第 165 目 最 后 所 讲 到 的 那个 极限 定义 相符 . 
假如 我 们 由 同样 在 7) 中 曾 提 到 的 , 更 简单 些 的 排列 法 则 
(m,n) mn), 若 m’ >m,n >n 


122) 此 处 , 如 同 前 述 变量 的 情形 , 所 指 是 函数 值 的 附 标 , 即 事实 上 是 把 所 有 形 如 (M4, 了 (M)) 的 “对 * 
排序 , 其 中 M 是 M 中 的 点 . 
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出 发 , 所 得 结果 仍然 相同 . 

所 有 以 上 所 论 , 推广 到 多 元 函数 的 情形 并 无 困难 . 

5) 最 后 , 我 们 回 到 确定 于 区 间 [a, 4] 的 有 界 函 数 f(z) 的 黎 曼 或 达 布 积分 和 的 极 
限 问 题 上 来 . 这 些 和 数 与 借 任意 割 点 


a=7X0<X1 < ARR < < Tn = b, 


将 区 间 [a,28] 分 为 若干 部 分 的 分 割 R 有 关 , 并 且 极 限 过 程 是 按照 一 0 进行 的 (此 
处 入 = maxAzi). 在 第 754 目 8) 中 , 我 们 已 按照 和 的 减 序 而 把 区 间 所 有 可 能 的 分 
割 的 集合 及 = {R} 排 成 有 序 的 了 . 于 是 达 布 和 的 值 s 与 $ 也 就 与 此 相应 的 排 成 有 
序 的 了 . 

要 作成 黎 曼 积分 和 c, 除了 区 间 的 分 割 以 外 , 还 须 在 每 一 子 区 间 中 取 点 . 这 样 一 
来 , 黎 曼 和 就 是 由 不 仅 有 制 点 而 且 还 有 介 点 的 总 的 集合 所 确定 的 了 . 这 些 集合 (并 且 
随 之 黎 曼 和 ) 也 可 以 依照 和 的 减 序 而 排 成 有 序 的 . 

此 刻 已 经 很 清楚 , 极限 


limo, lims, limS 
入 一 0 和 一 0 入 一 0 


也 可 按照 这 里 发 展 的 广泛 方式 来 讲 了 . 

同时 注意 , 假如 按照 第 754 目 9) 的 法 则 来 排列 集合 {o}, {s}, {5} 的 次 序 , 则 实 
际 上 恒 得 同一 极限 . 建议 读者 根据 第 297 目 及 第 301 目的 结果 把 这 证 明 一 下 , 当 作 
练习 . 

关于 弧 长 第 330 目 ] 、 平面 图 形 面 积 [第 336 目 ] 的 曲线 积分 、 二 重 积分 与 曲 
面积 分 [544;550;589;631;635] 等 定义 中 所 研究 过 的 极限 的 问题 , 类 似 的 也 都 被 解 
决 了 . 


757， 关 于 函数 极限 的 附注 “在 讲 到 极限 (1) 时 , 我 们 已 规定 了 用 唯一 的 、 完 全 
确定 的 方法 去 排列 集合 二 = {zx}[ 第 754 目 3)], 并 且 随 之 函数 值 的 集合 {f(z)} 也 如 
法 排列 . 以 前 面 所 讲 的 x 趋 近 于 a 的 “标准 ”法 则 为 基础 ,{f(z)} 的 极限 的 定义 就 和 
第 52 目 中 用 “e - 5 的 说 法 ”所 给 出 的 那个 定义 是 等 价 的 了 . 

然而 > 在 集合 区 中, 或 在 任何 以 a 为 聚 点 并 依 任意 法 则 排列 的 子 集 合 中 ， 
以 a 为 极限 而 变化 时 , 却 很 可 能 并 不 按照 x 趋 近 于 a 的 “标准 ” 法则. 函数 f(z) 的 
值 就 得 每 次 仿照 x 而 排列 . 

因此 , 等 式 (1) 也 可 以 了 解 成 这 样 : 

自 变 量 z 不 论 按 照 什么 法 则 趋 于 极限 a, 函数 f(z) 恒 趋 于 同一 极限 4. 

这 个 定义 和 第 53 目 中 用 “ 整 序 变 量 的 说 法 ”给 出 的 定义 差不多 , 只 是 在 这 里 把 
任意 的 , 趋 于 a 的 ,x 值 的 序列 换 成 了 更 为 广泛 的 具有 极限 a 的 任意 有 序 集合 . 

要 证 刚才 所 引入 的 定义 与 在 前 目 中 所 给 的 定义 的 等 价 性 ,只 需 说 明 : 由 在 第 52 
目的 意义 下 的 极限 (1) 存在 , 可 以 得 出 前 述 命题 . 设 对 任意 的 。 > 0, 可 以 找 出 这 样 的 
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6 > 0, 使 得 只 要 lz - a| < 6, 不 等 式 (2) 就 成 立 . 不 论 x 按照 什么 法 则 趋 于 a, 根据 
极限 定义 , 应 该 存在 这 样 的 值 元 使 得 对 于 x > 了 有 lz - al < 6, 于 是 对 于 这 样 的 x 
值 不 等 式 (2) 也 成 立 , 事实 上 也 就 是 说 , f(z) 一 4. 

对 于 二 元 (或 多 元 ) 函数 , 也 可 做 出 像 这 样 的 附注 . 


758. 极限 理论 的 推广 ”最 后 , 我 们 来 把 在 第 一 章 中 对 于 整 序 变量 所 证 明 的 各 个 
定理 推广 到 有 序 变量 的 一 般 场合 . 如 果 一 步 一 步 地 考察 对 于 整 序 变 量 的 极限 理论 的 
建立 , 则 做 出 这 个 推广 并 无 困难 . 

每 当 那 里 讲 到 某 种 关系 对 于 具有 号 码 mn( 大 于 某 N) 的 值 zn 成 立 , 则 这 里 就 该 
讲 到 它 对 于 具有 附 标 P > 某 己 的 值 z = zp 成 立 . 

例如 , 我 们 来 证 与 第 26 目 1) 相 类 似 的 命题 : 

假若 有 序 变 量 zp 趋 于 极限 a, 并 且 a > pla < 9), 则 至 低 限度 , 从 某 个 地 方 开 
始 , Zp > D(ZP < 9). 

取 了 =s<a-ple < 9 一 Q), 我 们 找 出 这 样 的 已 , 使 得 对 于 已 > PP 有 Izxp-al<e; 
对 于 这 些 zP, 显然 也 有 


Tp>a~e>p(rzp <at+e< 人 oq. 


第 26 上 且 中 2°*~4° 的 命题 也 照样 被 推广 了 , 最 后 一 个 尚 可 述 其 大 意 如 次 : 若 变 
量 z 有 (有 限 的 ) 极限 a, 则 至 低 限度 ,从 菜 个 地 方 开始 , 它 是 有 界 的 [参看 第 55 目 
1,4°]. 

在 证 明 极 限 的 唯一 性 时 [第 26 目 5"], 要 特别 利用 到 条 件 II{ 第 754 目 ]. 

我 们 来 反 证 , 设 同 时 zp 一 a,zp 一 5, 并 a <5b. 如 果 在 a 与 9 之 间 取 出 7, 则 一 
方面 对 于 P > P'xp <7, 另 一 方面 对 于 P > P”,zp >7. 但 恰恰 根据 111, 可 以 找 得 
这 样 的 附 标 己 , 使 得 同时 既 P > 忆 又 P > Po; 于 是 同时 zp < 并 且 ze > >, 这 就 
发 生 了 预期 的 矛盾 . 

单调 变量 的 定义 由 以 下 形式 推广 到 有 序 变 量 : 变量 zp 称 作 是 单调 增加 的 (或 
广义 的 单调 增加 ), 如 果 从 P' > 已 永远 可 以 推出 zp, > zp( 或 rzP, > zp). 

单调 增 函 数 f(z)( 如 果 把 它 的 值 依 自 变 量 x 的 增 序 而 排列 ) 或 正 项 二 重 级 数 


Ce 
D> ei 


k=1 
的 部 分 和 A& (如 果 规 定 
当 m >m 并 n>n 时 4® > A®), 


可 以 作为 这 样 的 变量 的 例子 . 
如 法 可 以 建立 单调 减少 的 变量 的 概念 . 
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注意 达 布 和 s 与 5 的 已 知 特性 [第 296 目 ]. 今 若 只 照 在 第 754 目 例 9) 中 所 做 
的 那样 来 排列 区 间 分 割 , 则 显然 小 和 数 s 成 为 单调 增加 的 变量 , 而 大 和 数 5 成 为 单 
调 减少 的 变量 . 但 若 取 其 他 排列 方法 [第 754 目 8)] 时 , 就 不 能 这 样 讲 了 . 

现在 甚 易 推广 第 34 目 关 于 单调 整 序 变 量 的 定理 : 

单调 增加 的 变量 x = zp 恒 有 极限 . 如 果 变 量 上 有 界 , 则 此 极限 是 有 限 的 ,反之 
则 为 十 co. 

假定 变量 是 有 界 的 , 命 a = sup{fzpj, 则 所 有 的 zp < a, 并 且 另 一 方面 无 论 s>0 
是 个 什么 数 , 可 找 得 这 样 的 附 标 已 , 使 得 zp。> a - s. 但 是 此 后 只 要 P > 已 , 就 有 
Zp > wpe, 所 以 更 有 zp > a 一 e. 这 样 一 来 , 不 等 式 lzp 一 a| <e 对 于 PP> PP 成立， 
因 之 zp 一 a. 

假定 变量 zp 是 无 界 的 , 则 对 于 每 一 个 数 妃 > 0, 可 以 找 得 这 样 的 Ps, 使 得 
Zps > 五. 于 是 对 于 已 > Pp, 就 更 有 zp > 万 , 因 之 zp 一 +oo. 定理 得 证 . 

第 34 目 关 于 单调 整 序 变量 极限 的 定理 及 第 57 目 关于 单调 函数 极限 存在 的 定 
理 , 还 有 第 394 目 关于 正 项 二 重 级 数 收敛 性 的 定理 , 都 被 包含 在 这 个 定理 之 中 而 作 
为 一 些 特殊 情形 了 .读者 知道 , 此 处 所 做 的 一 些 说 明 , 仅 不 过 是 把 上 述 几 处 的 个 别 定 
理 证 明 中 所 曾 有 的 , 在 一 般 形式 中 翻 了 一 下 版 而 已 . 

我 们 注意 , 只 要 站 在 第 754 目 9) 的 法 则 的 观点 上 , 达 布 和 s 与 5 的 有 限 极 限 
的 存在 可 从 所 证 的 一 般 性 定理 中 立即 推 得 , 至 于 s 与 8 的 极限 的 重合 (在 第 301 目 
曾 研究 过 ), 则 仍 待 证 明 . 

作为 较 复杂 的 例子 , 我 们 来 证 明 收 敛 性 原理 [参看 第 39 目 ]: 

有 序 变 量 zp 有 有 限 的 极限 , 必须 而 且 只 需 , 对 于 每 个 数 = > 0 存在 这 样 的 附 标 
已 ,使 得 只 要 已 > 已 并 已 > 已 ,不 等 式 


|zP 一 ZP| <e 


即 成 立 . 

按照 第 39 目 中 的 推理 的 大 意 , 首先 来 肯定 这 个 条 件 的 必要 性 , 假 令 zp 一 a 则 
对 于 数 5 可 找 得 这 样 的 五, 使 得 对 于 已 > 五 有 lzp-ol< 了 设 己 > 五 并 疡 > 五 
即 得 |zp - al < 3 并 |a-zp|< 7 因 之 lzp 一 zp'| <e ; 此 时 就 可 以 将 五 取 作 已 . 

要 证 明 其 充分 性 , 先 假定 条 件 成 立 . 

我 们 在 全 体 实数 域 中 依照 以 下 法 则 做 一 分 割 . 每 一 实数 a, 如 果 自 某 个 地 方 开始 


2 > ob 


则 将 其 归 人 4 部 . 而 所 有 其 余 实 数 a/ 则 一 齐 归 入 B 部 . 易 见 , 这 个 法 则 确 乎 规定 了 
分 割 . 我 们 只 证 一 下 4 与 B 都 是 非 空 的 . 
对 于 任意 的 。 > 0, 根据 假定 ， 可 找到 与 之 对 应 的 已 , 使 得 只 要 已 > 并 
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P' > 已 , 即 有 


lzp 一 zp|<s 或 rzp 一 e<zp<zp 十 E. 


因此 ,( 当 已 > 已 时)zp' 一 = 是 数 a 之 一 以 及 zp' 十 E 是 数 ww 之 一 , 业已 显然 , 后 半 句 
话 严格 来 讲 仍 要 利用 到 条 件 IIH: 倘若 zp, +e 是 a 的 一 个 , 那么 比如 说 对 于 已 > 巨 
不 等 式 zp > zp' +e 成 立 , 则 (借助 于 ID) 取 忆 使 既 有 PP 又 有 PP > PP, 即 同 
时 兼 有 rzp < zp' +e 与 zp>zp' 二 ee 了 ! 

根据 戴 德 金 定理 [第 10 目 ], 存在 有 二 部 之 间 的 分 界 数 w， 


Qaa. 
特别 在 P' > 已 时 
zp'—ée<a<zrp't+e, Plzrp,—al<s, 


由 此 推出 zp 一 a. 

这 个 定理 得 到 了 很 有 意思 的 应 用 . 它 不 仅 包含 了 我 们 熟知 的 第 39 目 及 第 58 目 
的 定理 , 作为 特殊 情形 , 而 且 更 导致 了 新 的 结果 . 例如 收敛 性 原理 借 它 的 助力 被 推广 
到 了 多 元 函数 , 二 重 级 数 等 . 它 还 给 出 了 弧 的 可 度 长 的 条 件 [第 330 目 ]. 建议 读者 自 
己 述 出 这 个 条 件 , 要 注意 到 如 果 条 件 对 于 整个 弧 成 立 , 则 对 于 部 分 弧 也 成 立 ; 这 样 一 
来 , 以 前 需要 我 们 元 长 讨论 的 命题 第 247 目 ], 现在 只 消 三 言 两 语 就 可 以 证 明了 . 


759. 同 序 变量 ”为 了 要 推广 到 那些 其 中 同时 出 现 有 两 个 (或 多 个 ) 变量 的 命题 ， 
我 们 引入 同 序 变量 的 概念 ， 如 果 两 个 变量 z 与 y 借助 于 同一 有 序 集合 好 = {P} 而 
排列 成 为 有 序 的 , 即将 z 及 y 的 值 与 P = {P} 的 元 素 做 成 单 值 对 应 , 那么 就 称 x 与 
y 为 同 序 变量 (z 与 y 的 具有 同样 附 标 P 的 值 zp 与 yp 算 作 是 对 应 的 ). 

例如 , 若是 我 们 对 于 同一 个 自 变 量 z( 具 有 有 序 变 化 区 域 补 ) 有 两 个 冰 数 f(z) 与 
9g(z) , 则 此 二 函数 将 是 同 序 变量 . 而 由 同一 z 值 ( 它 就 作为 附 标 P) 所 确定 的 它们 的 
值 , 将 是 对 应 的 . 

这 里 是 另 一 例子 . 设 对 于 确定 在 某 区 间 [a,9] 上 的 函数 f(z) 及 g(z) 作出 了 积 
和 

o= f(Ar: 与 7= > 9(€)Ari. 


很 容易 看 出 , 此 处 便 是 将 由 同一 割 点 zi 及 介 点 & 的 总 集 所 确定 的 和 数 算 作 是 对 应 
的 ; 这 割 点 与 介 点 的 总 集 在 目前 就 是 附 标 P; 如 果 将 和 数 o,7 与 这 些 总 集 一 道 , 皆 依 
入 = max Az; 的 减 序 而 排列 , 则 我 们 又 得 到 了 同 序 变量 . 

现在 , 以 等 号 或 数学 运算 符号 连接 两 个 变量 z,y 时 , 我 们 将 假定 它们 是 同 序 的， 
而 且 是 指 具 同一 附 标的 对 应 值 zp,yp 而 言 , 如 果 像 以 前 对 待 整 序 变量 的 号 码 n 一 样 
来 对 待 这 些 附 标 , 则 以 前 关于 整 序 变量 的 各 种 论证 , 可 以 毫 不 费力 地 全 套 搬 来 . 
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例如 我 们 来 证 这 个 定理 (推广 了 的 第 29 目 引 理 2): 

假若 变量 zp( 至 低 限 度 自 某 个 地 方 开 始 ) 是 有 界 的 , 并 且 它 的 同 序 变量 ap 是 个 
无 穷 小 , 则 它们 的 乘积 也 将 是 无 穷 小 . 

假定 说 , 对 于 PP>P 


Izp|<M (0<M= 常量 ). 
给 定 任 一 = > 0, 可 根据 数 高 , 找到 这 样 的 P”, 使 得 对 于 已 > P”, 有 
lap| < 元. 
依照 条 件 IT, 存在 这 样 的 忆 , 使 得 
~>P 并 而 > 已 '. 
如 若 已 > 了 西 , 则 (由 了 D 同时 有 
P>P 并 P>P", 
因 之 前 面 的 两 个 不 等 式 淖 成 立 , 于 是 


区 
lzPap|l=lzpl lepl<M 二 = 


这 就 证 明了 我 们 的 命题 . 
经 过 所 引 的 这 些 例 子 , 读者 可 以 请 楚 地 看 到 , 整套 的 极限 理论 确 乎 (保持 证 明 中 
的 主要 线索 ) 被 移植 到 有 序 变量 的 一 般 场合 了 . 


760. 借助 于 参数 的 排列 法 ”所 有 我 们 遇 到 的 极限 概念 在 分 析 中 的 应 用 场合 , 变 
量 zp 的 附 标 集合 P = {P} 的 排列 法 总 是 千篇一律 的 . 所 用 的 排列 法 可 以 一 般 地 描 
述 成 下 面 的 样式 . 

把 PP 中 的 每 一 个 元 素 P 与 某 个 参数 的 值 t 对 应 起 来 , 并 且 同 一 个 t 还 可 以 与 
很 多 的 P 相对 应 ; 所 有 这 样 的 PP 的 集合 以 Pi 表 之 . 我 们 假定 所 有 的 1 > 0, 并 且 存 
在 有 任意 小 的 值 t, 使 相应 的 Pi 不 是 空 的 . 

现在 我 们 规定 , 在 两 个 元 素 忆 之 间 , 对 应 于 较 小 的 参数 值 t 的 一 个 算 作 是 后 面 
的 (就 是 说 我 们 “ 依 参 数 的 减 序 ” 来 排列 已). 而 对 于 对 应 同一 个 t, 因 之 属于 同一 个 集 
合 Pi 的 两 个 元 素 P( 以 及 对 于 对 应 的 x 值 ) , 则 并 不 分 出 先后 次 序 . 此 时 条 件 I, IL IH 
尽 皆 符合 . 关于 LII 这 是 很 容易 看 出 的 ; 我 们 来 验证 一 下 条 件 IIL. 设 P 与 已 是 集 
合 P 的 任意 两 个 元 素 , 对 应 参数 值 1 与 #. 根据 假定 , 可 找到 这 样 的 值 太 , 既 小 于 + 
及 刀 而 又 使 相应 的 Piv 不 是 空 的 . 于 是 Piv 中 任意 的 P” 既 在 P 的 后 面 , 又 在 已 
的 后 面 . 
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读者 不 难 验 出 , 所 有 已 有 的 应 用 极限 概念 的 场合 , 都 是 按 这 样 处 理 的 . 对 于 具 附 
标 n 的 整 序 变量 zw, 可 取 = 二 至 于 函数 f(z) 及 其 当 xz a 时 的 极限 , 则 其 附 标 x 
的 集合 是 依照 参数 t = |z -a| 的 减 序 而 排列 的 . 同样 , 在 二 元 函数 f(M) = f(z, 胃 此 
处 点 M(z,y) 作为 附 标 ] 的 情形 下 定义 = a,y 一 5 时 函数 的 极限 , 就 可 以 用 参数 


t=max{lz—al,ly—06)}, ta =|z—al+ly—dl 


或 
ts = V(T— 0) +(y— 0b)? 


中 的 任 一 个 来 描述 z 一 a,y 一 5 的 过 程 . 对 于 达 布 和 
3 一 》 miAx;, 5S= > Mi Axi, 
割 点 的 集合 作为 是 附 标 ; 而 转变 到 黎 曼 和 


时 , 则 还 要 把 点 &; 的 集合 也 算 进去 ， 在 这 两 种 情形 下 ,这 些 附 标 缘 是 借助 于 参数 
t = max Azi 而 排列 的 . 在 定义 弧 长 时 , 则 是 把 部 分 弧 直 径 中 的 最 大 的 作为 参数 .以 
及 诸如 此 类 . 

当 变 量 x 的 变化 域 xX, 或 是 一 一 更 精确 些 一 一 附 标 集合 P = {P}, 系 按照 上 
述 方式 借助 于 参数 上 而 排列 的 时 候 , 显然 总 可 以 将 极限 (限于 有 限 的 极限 ) 的 定义 给 
成 下 列 的 形式 : 数 a 说 是 x 的 极限 , 假如 对 于 每 个 数 c > 0 对 应 有 这 样 的 5 > 0, 使 
得 只 要 z 所 对 应 的 参数 值 + < 6, 就 有 


lz 一 al < <. 


借助 于 参数 的 排列 法 , 我 们 在 第 三 卷 中 还 将 利用 到 . 然而 这 个 简单 的 排列 法 终 
归 难 以 满足 数学 分 析 中 较 高 级 的 支 系 的 需求 . 关于 一 般 不 能 用 引入 参数 的 方式 来 做 
的 排列 法 , 可 取 第 754 目 9) 的 法 则 为 例 , 这 在 次 目的 讨论 中 就 会 明白 . 


761. 化 简 成 整 序 变量 ”直到 目前 为 止 , 在 所 有 具体 情况 中 , 当 我 们 碰 到 极限 概 
念 时 , 总 可 在 某 种 意义 上 把 问题 化 简 成 整 序 变量 的 极限 . 这 种 把 极限 概念 以 “ 整 序 变 
量 的 说 法 ”表达 的 可 能 性 , 在 以 前 的 论述 中 其 为 重要 . 

现在 我 们 来 研究 一 下 , 在 一 般 场 合 中 有 序 变量 z = zp 的 情形 是 怎样 的 . 

为 了 这 个 目的 , 我 们 引入 对 于 给 定 的 有 序 集合 P = {P} 的 临界 子 序列 的 概念 . 
从 好 中 取出 的 元 素 的 序列 


P,P,.…, Pn, , (4) 
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如 果 合 乎 以 下 条 件 : 无 论 从 PP 中 取出 怎样 的 元 素 P' 来 , 号 码 充分 大 的 元 素 已 总 在 
P' 的 后 面 
PP (对 于 n>N), 


则 称 之 为 P = {P} 的 临界 子 序 列 . 
如 果 变 量 x 借助 于 附 标 P( 属 于 P) 而 排列 , 则 当 集 合 P 中 存在 有 临界 子 序列 
时 , 我 们 就 称 从 t 里 对 应 地 抽出 的 > 值 序列 


T1) To 20mn (5) 


为 = {x} 的 临界 子 序列 . 

首先 就 发 生 了 问题 : 是 否 至 少 存 在 一 个 子 序 列 (4), 对 于 记 说 乃 是 临界 的 ? 或 是 
同样 的 , 是 否 至 少 存 在 一 个 子 序列 (5), 对 于 说 万 是 临界 的 ? 

应 该 指明 , 当 集 合 PP 的 排列 系 借助 于 某 个 参数 t 时 (如 前 目 所 阐明 者 ), 临界 子 
序列 的 建立 总 不 困难 : 取 定 序列 {t},tn 一 0, 并 使 所 有 的 集合 PP 非 空 , 然后 从 每 
个 P,, 中 择 取 元 素 已 , 组 成 序列 { 妃 ,}, 显然 即 所 欲求 者 . 

然而 在 一 般 情 形 下 , 对 于 有 序 集合 P = {P}, 可 以 根本 不 存在 任何 一 个 临界 子 
序列 . 

例如 我 们 来 研究 依 第 754 目 9) 的 法 则 而 排列 的 , 定 区 间 {a, 引 的 各 种 有 限 分 
着 集合 有 R= {8}. 

我 们 从 反面 来 看 , 假如 对 于 R 存在 有 分 割 的 临界 子 序列 


Ri1, Re2,.*- , Rn, 


每 一 个 R% 对 应 一 个 市 点 的 有 限 集合 .不 难 做 出 这 样 的 区 间 [ai,bil(a < ar < < 器)， 
使 得 其 中 不 含 Ri 内 任何 一 个 割 点 ， 然 后 做 出 区 间 fao,boj(al < aa < bo < 轨 ) 不合 
Ro 的 割 点 , 如 此 类 推 以 至 无 穷 .在 第 ”次 是 做 出 区 间 [aw,bnj(an_1 < an < 如 < 四 )， 
其 中 不 含 RR 的 割 点 .如 车 此 时 注意 使 5 一 an 一 0, 则 依照 第 38 目 关 于 内 含 区 间 的 
引 理 , 可 得 唯一 的 点 c = lim an = lim bn, 属于 所 有 的 区 间 [ac 加]. 这 个 点 显然 不 与 
任何 一 个 RR 的 任何 一 个 制 点 相 重合 . 假如 现在 取 区 间 fw, 己 的 任 一 分 割 RR, 其 中 e 
是 一 个 割 点 , 则 根据 第 754 目 9) 的 法 则 , 任何 一 个 RE, 和 皆 不 能 说 是 在 R 的 后 面 , 用 
与 临界 子 序列 的 定义 冲突 . 这 个 矛盾 就 证 明了 这 样 的 子 序列 事实 上 根本 没有 . 

[顺便 提 一 下 , 由 此 就 可 以 推出 , 第 754 目 9) 的 集合 及 = {ER} 的 排列 法 不 可 能 
在 前 目的 意义 下 以 参数 表达 !] 

现在 我 们 假定 : 附 标 集合 PP 以 及 随 之 有 序 变量 x 的 变化 域 , 皆 含 有 临界 子 序 
列 . 在 这 种 情形 下 ( 并 且 显 然 也 只 在 此 情形 下 ) 变量 z 的 极限 的 问题 可 按 通常 的 办 
法 化 简 成 整 序 变量 的 极限 的 问题 : 

四 这 些 R, 如 曾 指出 过 的 , 可 以 作为 附 标 , 例如 作为 确定 于 fw 电 的 任 一 函数 的 达 布 和 的 附 标 . 
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要 变量 rz 有 极限 a, 必须 而 且 只 需 , 每 一 个 通过 的 临界 子 序列 的 整 序 变量 rn 
趋 于 此 极限 . 
事实 上 , 假设 z 一 a( 此 处 我 们 为 了 明确 起 见 , 假定 a 是 有 限 的 ), 则 对 于 任意 的 
ce>0, 有 
lzP 一 al < s, 只 要 尸 > 已. 
但 若 取出 任意 的 临界 子 序列 (4), 则 对 于 充分 大 的 n, 根据 定义 , 将 有 PP, > PP， 
因 之 
lz 一 al =|lzpn 一 al <E. 
这 就 是 说 , 整 序 变量 zn 一 a. 
反之 , 假设 每 个 这 样 的 整 序 变量 趋 于 a， 为 了 要 证 明 即 有 xz 一 a, 我 们 假定 相 
反 的 : 对 于 某 个 s > 0, 无 论 从 P 中 取出 什么 样 的 已 来 , 总 可 找到 已 > 已 , 使 得 
|zp 一 a| >s. 取 定好 的 某 一 个 临界 子 序列 { 忆 }. 按照 所 说 的 , 对 于 每 一 个 已 ,在 也 
中 可 找 出 元 素 P > 已 ,使 得 


Izn—al=|zpn -al>2ée (n=1,2,.…). 


不 难 证 明 , 子 序列 {PP} 对 于 P 也 是 临界 的 , 也 就 是 说 子 序列 {zn} 对 于 是 临界 
的 , 于 是 上 面 的 不 等 式 与 原来 的 假设 矛盾 . 


762. 有 序 变 量 的 上 极限 与 下 极限 我 们 来 研究 有 序 变量 >, 它 的 值 是 由 附 标 
P( 属 于 P) 给 出 的 . 对 于 任意 的 P, 我 们 用 那些 在 zp 之 后 的 x 值 , 即 对 应 于 附 标 
已 > 书 的 z 值 ,组 成 集合 tp, 并 找 出 它 的 确 界 


supXAp 与 inf Xp 


(可 能 是 无 穷 ). 其 中 每 一 个 都 是 带 有 附 标 P 的 有 序 变 量 , 并 且 其 中 第 一 个 是 单调 减 
少 的 , 而 第 二 个 是 单调 增加 的 (在 第 758 目的 意义 之 下 ). 此 时 , 根据 关于 单调 变量 
的 定理 , 存在 有 确定 的 (有限 的 或 无 穷 的 ) 极限 . 


M* = lim(sup Xp) (6) 
M, = lim(inf Xp).® 
一 般 的 就 分 别称 之 为 变量 z 的 上 极限 或 下 极限 , 并 记 如 


M* = limz, M, = limzx. 


这 两 个 极限 的 相等 是 在 一 般 意 义 下 [第 755 目 ] 变 量 z 极限 存在 的 必要 且 充 分 的 
条 件 . 
人 所 研究 的 变量 还 可 能 采取 广义 的 值 +co, 而 这 种 情形 并 不 发 生 困难 . 
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事实 上 , 若 存 在 有 有 限 的 极限 
a = limz, (7) 
则 对 于 任意 的 s > 0, 可 找到 这 样 的 附 标 P, 使 得 对 于 已 > 已 ,有 
a—~e<zXzp<ate. (8) 


于 是 又 有 


a—ée<infXp < M. < M* <supdp. <a+te, 


因 之 , 由 于 es 是 任意 的 ， 
M* = M,= ua. 


反之 , 若 这 个 等 式 成 立 (a 是 有 限 的 ), 则 由 于 (6), 对 于 e > 0 又 可 找 出 这 样 的 
Pe, 使 得 
a—ée<infXp &supXp, <aw 十 2 


所 以 (8) 成 立 , 并 且 由 此 推 得 (7). 

建议 读者 进行 a = 士 ce 的 情形 的 研究 . 

数 M* 与 M;( 在 它们 是 有 限 的 情形 下 ) 可 以 用 与 第 42 目 中 研究 过 的 性 质 L,II 
完全 类 似 的 性 质 作为 特征 . 例如 我 们 来 看 M*. 

假如 任意 取出 数 e > 0 及 附 标 杞 , 则 存在 这 样 的 已 > 成 , 使 得 


M*—e<supdp, <M’*+e. 


由 此 根据 上 确 界 的 定义 即 得 
数 M* 的 性 质 I: 对 于 所 有 的 也 > 忆 有 zp <M*+e 
数 M* 的 性 质 II: 至 少 可 找到 一 个 这 样 的 值 zp'( 此 处 已 > Po), 使 得 


ZP > M*—ée. 


现在 假定 集合 P = {P} 包含 有 临界 子 序列 (4), 并 与 我 们 的 变量 值 的 临界 子 序 
列 (对 于 +) 相对 应 . 如 车 这 种 的 序列 中 的 某 一 个 有 极限 , 则 称 之 为 变量 z 的 部 分 极 
限 [ 参 看 第 40 目 与 第 59 目 ]. 

此 时 可 以 证 明 : 以 上 所 定义 的 上 极限 与 下 极限 M*, M， 同时 还 分 别 是 变量 x 所 
有 的 部 分 极限 的 最 大 者 与 最 小 者 [ 亦 如 在 第 40 目 与 第 59 目 中 一 样 ]. 

实际 上 (如 果 还 假定 上 极限 是 有 限 的 ), 从 性 质 工 立 见 : 随便 哪 一 个 部 分 极限 都 
不 能 超过 M*. 为 了 要 做 出 一 个 + 的 临界 子 序列 (5), 使 之 趋 于 M*( 这 就 说 明 M* 本 
身 也 是 一 个 部 分 极限 ), 我 们 且 先 从 随便 一 个 PP 的 临界 子 序列 

Pl, BP, ,P’,..- 


也 
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入 手 . 然后 借助 于 性 质 LII[ 参 看 第 40 目 ], 我 们 便 归纳 地 做 出 了 这 样 的 子 序列 (4), 
使 得 : 第 一 , 有 
三 已 


[ 因 之 (4) 对 于 P 也 是 临界 的 !], 并 且 第 二 , zn = zp,, 满足 双重 不 等 式 
M*—en < rn < M*+en, 


此 处 se， 是 任意 取 的 趋 于 0 的 正 项 整 序 变量 . 甚 易 看 出 , 子 序列 (5) 对 * 说 是 临界 
的 , 且 以 M* 为 其 极限 . 

从 读者 所 熟悉 的 范畴 中 还 可 以 再 指出 一 个 上 极限 及 下 极限 的 例子 . 例如 , 易 见 
达 布 上 积分 I* 及 下 积分 I [第 296 目 , 第 301 目 ] 分 别 为 积分 和 ( 歼 曼 和 )o = 
和 1)Az 于 入 = maxAzi 一 0 时 的 上 极限 与 下 极限 . 
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高 等 教育 出 版 社 在 得 到 主要 译 者 的 首肯 后 ， 让 我 来 担任 全 书 的 校订 工作 , 这 既 使 我 
感到 荣幸 , 又 感到 诚 怕 诚 镜 , 如 履 薄 冰 . 在 校订 过 程 中 , 原 书 各 位 译 者 认真 仔细 的 工 
作 作 风 和 高 质量 的 翻译 , 让 我 深 感 敬佩 , 并 得 到 很 多 教 益 . 从 2003 年 印行 的 俄 文 版 
中 , 我 们 看 到 , 担任 本 书 俄 文 版 的 校订 、 编辑 工作 的 圣彼得堡 大 学 的 A. A. 弗 洛 连 斯 
基教 授 除 改正 原先 各 版 中 一 些 印刷 错误 外 ， 又 从 读者 的 角度 出 发 , 对 书 中 可 能 产生 
不 便 的 地 方 增加 了 122 个 注释 . 他 们 这 种 为 使 经 典 名著 到 于 完善 的 、 认 真 细致 的 作 
风 值 得 我 们 借鉴 . 

对 本 书 的 校订 工作 主要 在 两 个 方面 : 一 方面 是 在 新 版 中 (应 是 1959 年 以 前 ) 作 
者 作 了 不 少 的 修订 与 增删 , 尤其 是 第 二 卷 与 第 三 卷 中 改动 较 多 . 而 由 于 历史 的 原因 ， 
在 20 世纪 60 年 代 以 后 , 高 等 教育 出 版 社 与 各 位 译 者 一 直 没 有 机 会 按 新 版 修订 译本 . 
因而 这 次 需要 作 不 少 补 译 的 工作 . 还 有 就 是 翻译 122 个 编者 注 的 工作 . 另 一 方面 是 ， 
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涉及 数学 名 词 、 外 国 数学 家 的 中 译名 的 规范 问题 . 由 于 在 1993 年 , 全 国 自然 科学 名 
词 委员 会 ( 现 改称 全 国 科 学 技术 名 词 委员 会 ) 已 颁布 了 《数学 名 词 》, 所 以 校订 中 首 
先 以 此 为 准 , 对 数学 名 词 、 外 国 数学 家 中 译名 作 了 统一 性 的 订正 . 在 此 范围 之 外 的 则 
以 《中 国 大 百科 全 书 . 数学 卷 》《 数 学 百科 全 书 》( 五 卷 本 ) 以 及 张 鸿 林 、 葛 显 良 先 
生 编 订 的 《英汉 数学 词汇 》 为 准 . 此 外 还 参考 了 齐 玉 霞 、 林 凤 藻 、 刘 远 图 先生 合 编 的 
《新 俄 汉 数学 词汇 》. 还 有 个 别 的 在 上 述 范围 之 外 的 名 词 以 及 其 他 一 些 难于 处 理 的 
问题 , 则 是 由 张 小 萍 、 沈 海 玉 、 郭 思 查 三 人 经 商讨 后 定 下 来 的 . 

还 应 当 说 明 的 是 , 书 中 有 关 物 理 、 力 学 方面 的 量 和 单位 , 有 少数 地 方 与 我 国 现在 
执行 的 国家 标准 不 一 致 . 但 是 , 改动 它们 会 导致 计算 过 程 和 结果 中 数据 的 改变 , 作为 
译本 , 称 怕 反而 不 妥当 , 宜 保留 原作 的 用 法 为 好 . 还 有 个 别 数学 符号 也 与 我 国 目前 适 
用 的 不 一 致 , 也 未 作 改 动 . 

本 书 的 校订 过 程 , 充分 体现 为 一 种 集体 的 力量 和 成 果 . 首先 是 本 书 的 策划 张 小 
省 编审 , 她 为 本 书 的 修订 、 出 版 工作 作 了 周到 细致 的 安排 , 并 负责 一 至 三 卷 的 终审 工 
作 , 作 了 十 分 仔细 的 审阅 并 提出 很 多 重要 意见 ; 沈 海 玉 先生 对 一 、 三 卷 作 了 认真 的 通 
读 加 工 和 校 阅 , 提出 了 许多 很 好 的 意见 ; 李 植 教授 和 邵 常 虹 老 师 为 本 书 翻译 了 俄 文 版 
《编者 的 话 》. 在 补 译 过 程 中 , 我 经 常 得 到 外 语 分 社 田 文 琪 编审 在 俄 译 中 表达 方面 而 
心 而 宝贵 的 指教 . 对 以 上 各 位 的 指导 、 合作 与 帮助 , 表示 由 圳 的 感谢 ! 

由 于 个 人 的 水 平 所 限 , 虽 经 努力 , 但 在 新 加 内 容 的 补 译 工作 方面 、 在 个 别 译 名 的 
确定 方面 等 , 错误 和 琉 漏 悉 难于 避免 , 还 请 读者 不 音 指正 . 


郭 思 起 
2005 年 8 月 


俄罗斯 数学 教材 选 译 


书 名 作者 
数学 分 析 (第 一 卷 ) (第 4 版 ) B. A. 上 草 里 奇 
数学 分 析 (第 二 卷 ) (第 4 版 ) B. A. 上 草 里 奇 
* 微 积分 学 教程 (第 一 卷 ) (第 8 版 ) I. M. 菲 赫 金 哥 尔 蒋 
* 微 积 分 学 教程 (第 二 卷 ) (第 8 版 ) TIT. M. 菲 赫 金 哥 尔 蒋 
* 微 积 分 学 教程 (第 三 卷 ) (第 8 版 ) TIT. M. 菲 赫 金 哥 尔 蒋 
数学 分 析 讲 义 IT. I. 阿 黑 波 夫 ，B. A. 萨 多 夫 尼 奇 ，B. H. 堪 巴 里 阔 夫 
代数 学 引 论 工 基础 代数 A. HH. 柯 斯 特 利 金 
代数 学 引 论 下 线性 代数 A. IH. 柯 斯 特 利 金 
代数 学 引 论 IE: 代数 结构 基础 A. H. 柯 斯 特 利 金 
* 微分 几何 与 拓扑 学 简明 教程 A. C. 米 先 柯 ，A. 工 . 福 明 柯 


现代 几何 学 :方法 与 应 用 (D 几何 曲面 、 变 换 群 与 场 

B. A. 杜 布 洛 文 ，C. 开 . 诺 维 可 夫 ，A. 工 . 福 明 柯 
现代 几何 学 :方法 与 应 用 (ID 流 形 上 的 几何 与 拓扑 

B. A. 杜 布 洛 文 ，C. II. 诺 维 可 夫 ，A. 工 . 福 明 柯 
现代 几何 学 :方法 与 应 用 (ID 同调 论 引 论 


B. A. 杜 布 洛 文 ，C. IT. 诺 维 可 夫 ，A. 工 . 福 明 柯 . 
* 六 数论 与 泛 函 分 析 初 步 (第 7 版 ) A. H. 柯 尔 英 戈 洛 夫 ，C. B. 佛 明 
* 复 变 函数 论 方法 (第 6 版 ) M. A. 拉夫 连 季 耶 夫 ,，B. B. 沙巴 特 
常 微分 方程 (第 6 版 ) 朵 .CO. 庞 特 里 亚 金 
奇异 摄 动 方程 解 的 渐 近 展开 A. B. 瓦 西里 耶 娃 , 也. 下 . 布 图 索 夫 
随机 过 程 论 A. B. 布 林 斯 基 ，A. H. 施 利 亚 耶 夫 
* 经典 力 学 中 的 数学 方法 (第 4 版 ) B. K. 阿尔 诺 德 
* 理论 力学 (第 3 版 ) A. 了 I. 马尔 契 夫 - 
连续 介质 力学 (D) 开 . H. 谢 多 夫 
连续 介质 力学 GD 开 . HI. 谢 多 夫 
说 明 : 加 * 者 已 出 版 . 
定购 办 法 : 通过 银行 转帐 : 


各 使 用 单位 可 向 高 等 教育 出 版 社 读者 服务 部 汇 ”单位 名 称 : 北京 高 教 沙滩 读者 服务 部 
款 订 购书 款 通 过 邮局 汇款 或 银行 转帐 均 可 .， 开 户 行 : 北京 银行 德 外 支行 


购书 免 邮 费 , 发 票 随 后 寄 出 . 银行 帐号 : 700120102030302 
单位 地 址 : 北京 西城 区 德 外 大 街 4 号 
通过 邮局 汇款 : 电 话 : 010-58581118, 010--58581117， 


北京 西城 区 德 外 大 街 4 号 高 教 读者 服务 部 010-58581116, 010-58581115, 010-58581114 
邮政 编码 : 100011 传 ” 真 : 010-58581113 


本 书 是 一 部 卓越 的 数学 科学 与 教育 著作 ., 自 第 一 版 问世 
50 多 年 来 , 本 书 多 次 再 版 , 至 今 仍 被 俄罗斯 的 综合 大 学 以 及 
技术 和 师范 院 校 选 作 数学 分 析 课 程 的 基本 教材 之 一 , 并 被 翻 
译 成 多 种 文字 ， 在 世界 范围 内 广 受 欢迎 。 

本 书 所 包括 的 主要 内 容 是 在 20 世纪 初 最 后 形成 的 现代 
数学 分 析 的 经 典 部 分 。 本 书 第 一 卷 包括 实 变量 一 元 与 多 元 微 
分 学 及 其 基本 应 用 ; 第 二 卷 研究 黎 曼 积分 理论 与 级 数理 论 ; 
第 三 卷 研 究 多 重 积 分 、 曲 线 积 分 、 曲 面积 分 、 斯 蒂 尔 吉 斯 积 
分 、 傅 里 叶 级 数 与 傅 里 叶 变换 。 

本 书 的 特点 是 : 一 、 含 有 大 量 例题 与 应 用 实例 ; 二 、 材 
料 的 叙述 通俗 、 详 细 和 准确 ; 三 、 在 极 少 使 用 集合 论 的 ( 包 
括 记号 ) 同时 保持 了 叙述 的 全 部 严格 性 ， 以 便 读 者 容易 初步 
掌握 本 课程 的 内 容 。 

本 书 可 供 各 级 各 类 高 等 学 校 的 数学 分 析 与 高 等 数学 课程 
作为 教学 参考 书 ， 是 数学 分 析 教 师 极 好 的 案头 用 书 . 


